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PRÉFACE. 


La  plupart  des  traités  de  mathématiques  publiés  dans 
ces  derniers  temps,  sont  destinés  aux  jeunes  gens  qui  se 
préparent  à  entrer  à  TÉcole  polytechnique  ou  aux  autres 
écoles  du  gouvernement.  Aussi  ces  ouvrages  ne  traitent 
que  de  certaines  parties  des  mathématiques,  et  de  plus, 
dans  le  développement  de  ces  parties,  les  auteurs  s'ar- 
rêtent longuement  sur  beaucoup  de  questions  qui  n'inté- 
ressent réellement  que  les  candidats  pour  lesquels  ils 
ont  écrit.  Le  présent  traité  est  pour  les  personnes  qui 
se  proposent,  dans  l'étude  des  mathématiques,  une  fin 
plus  générale.  Or,  il  y  a  deux  fins  générales  que  l'on  peut 
se  proposer  dans  l'étude  des  mathématiques  :  l'une  qui 
tient  à  leur  rapport  avec  la  philosophie,  et  l'autre  à  leur 
rapport  avec  les  arts  et  les  sciences  physiques.  Sous  le 
rapport  de  la  philosophie,  les  mathématiques  sont  en  effet 
le  meilleur  modèle  d'application  de  la  logique  que  l'on 
puisse  offrir.  Je  ne  veux  pas  dire  par  là  que  les  raison- 
nements mathématiques  produisent  un  degré  de  certi- 
tude que  ne  peuvent  atteindre  les  démonstrations  des 
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antres  sciences  ;  les  vérités  qu'on  établit  sur  Dieu,  sur 
l'Ame  et  sur  la  morale  en  philosophie,  sont  incontesta- 
blement aussi  certaines  que  les  vérités  mathématiques. 
Mais  dans  les  mathématiques,  les  objets  sur  lesquels  on 
raisonne,  sont  des  objets  sensibles  ou  au  moins  repré- 
sentés par  des  nombres  écrits  en  chiffres  ou  en  lettres 
qui  tombent  sous  les  sens.  En  second  lieu,  par  cela  même 
les  principes  et  les  idées  dont  se  composent  les  raisonne- 
ments mathématiques  sont  tranchés,  et  ne  sont  pas  sus- 
ceptibles de  se  nuancer  et  se  fondre  les  uns  dans  les  autres 
comme  ceux  de  la  morale  et  des  autres  sciences  philoso- 
phiques proprement  dites.  Enfin,  les  conclusions  des  rai- 
sonnements mathématiques  peuvent  se  vérifier ,  et  l'on 
peut  reconnaître  par  l'expérience  si  les  valeurs  numé- 
riques des  quantités  en  question  satisfont  aux  conditions 
de  ces  conclusions.  Ce  sont  ces  avantages  particuliers 
aux  mathématiques  qui  en  feront  toujours  le  meilleur 
moyen  d'exercer  les  esprits  à  juger  et  à  raisonner  avec 
justesse  et  précision.  D'ailleurs,  l'impitoyable  rigueur  des 
raisonnements  mathématiques,  qui  ne  souffrent  pas  que 
dans  un  développement  quelquefois  fort  long,  il  y  ait 
une  seule  phrase  qui  ne  soit  une  vérité  établie  et  traitée 
d'une  manière  spéciale  dans  les  pages  précédentes,  l'as- 
siduité sévère  avec  laquelle  il  faut  assujettir  son  atten- 
tion pour  suivre  un  aussi  long  enchaînement  d'idées 
comptées  une  à  une  depuis  la  première  jusqu'à  la  der- 
nière, donnent,   à  la  fin,  une  force  de  tête  que  Ton  ne 
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pourrait  nrqumr  cpie  cVuno  manirro  bien  moins  sûre  cl 
surtout  l)ien  plus  longue  <lans  les  autres  sciences.  Je 
pourrais  encore  dire  que  les  problèmes  en  grand  nombre, 
([ue  l'on  peut  donner  à  résoudre  aux  étudiants  en  ma- 
thématiques, donnent  aussi  à  leur  esprit  une  certaine 
sagacité  et  une  certaine  activité  pour  inventer,  qu'ils 
conservent  ensuite  dans  leurs  autres  recherches. 

En  envisageant  ainsi  les  mathématiques  comme  le 
complément  d'un  cours  de  philosophie,  j'ai  dii  tenir  à 
ne  donner  que  des  démonstrations  parfaitement  rigou- 
reuses, comme  aussi  à  bien  approfondir  et  développer 
avec  toute  la  netteté  possible  certains  points  des  mathé- 
matiques qui  font  pour  ainsi  dire  la  métaphysique  de 
cette  science.  Pour  ce  qui  est  des  démonstrations,  il  no 
m'a  pas  été  difficile  d'en  donner  de  tout  à  fait  rigou- 
reuses, parce  qu'aujourd'hui  la  sévérité  qu'on  apporte 
dans  les  examens  qu'on  fait  subir  aux  candidats  des  di- 
verses écoles  du  gouvernement  a  banni  tout  à  fait  des 
mathématiques  toute  démonstration  qui  aurait  quelque 
côté  faible  et  laisserait  prise  à  la  moindre  objection  em- 
barrassante. Quant  aux  points  difficiles  de  la  métaphy- 
sique de  la  science,  ce  sont,  comme  on  sait,  la  théorie 
des  quantités  négatives,  celle  des  parallèles,  tout  ce  qui 
concerne  l'infini  mathématique  et  le  cas  des  quantités 
incommensurables.  Je  me  suis  fait  un  devoir  de  ne 
laisser  aucune  obscurité  sur  ces  différents  points.  Dès 
qu'on  réfléchit  sur  les  règles  du  calcul  des  quantités 
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négatives,  on  reconnaît  qu'avant  tout  il  faut  se  rendre 
bien  compte  de  ce  que  l'on  doit  entendre  dans  le  cas  de 
ces  quantités  par  addition,  soustraction,  nuiltiplication 
et  division  ;  car  tant  que  l'on  conservera  en  algèbre  les 
mêmes  définitions  de  ces  opérations  qu'en  arithmétique, 
comme  elles  deviennent  absolument  vides  de  sens  pour 
le  cas  des  quantités  négatives,  il  s'ensuit  qu'il  devient 
dans  ce  cas  impossible  de  démontrer  les  règles  de  ces 
opérations.  J'ai  donc  généralisé  assez  ces  définitions 
pour  qu'elles  conviennent  à  tous  le»  cas,  même  au  cas 
des  quantités  négatives,  et  j'ai  pu  dès  lors  démontrer 
rigoureusement  ce  qu'on  appelle  les  règles  des  signes 
pour  ce  cas. 

En  second  lieu,  la  théorie  des  parallèles  est  regardée 
depuis  longtemps  comme  dépendant  d'une  manière  fon- 
damentale des  notions  de  la  ligne  droite  et  de  l'angle  ; 
mais  elle  tient  encore  plus  à  la  notion  de  l'angle  qu'à 
celle  de  la  droite,  et  l'idée  de  l'angle  dérive  immédiate- 
ment de  celle  que  chacun  a  en  soi  de  ce  que  l'on  appelle 
direction.  C'est  en  partant  de  cette  idée  fondamentale 
que  nous  avons  tous  de  la  direction  d'un  point  à  un 
autre,  que  j'ai  pu  donner  une  démonstration  simple  et 
rigoureuse  de  la  théorie  des  parallèles.  Je  sais  qu'on 
reproche  à  cette  manière  d'établir  cette  théorie  d'être 
d'un  subtil  difficile  à  saisir;  mais  je  crois  cet  inconvé- 
nient bien  moindre  que  celui  des  difficultés  réellement 
insurmontables  de  l'emploi  de  l'infini.  Au  reste,  pour 
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contenter  tout  lo  monde,  j'ai  donné  dans  une  note  In 
démonstration  do  Bertrand  do  Genève,  fondée,  comme 
on  sait,  sur  la  considération  de  Tinfini.  En  tirant  tout 
lo  parti  possible  de  la  notion  de  la  direction  d'un  point 
à  un  autre,  j'aurais  pu  simplifier  beaucoup  toute  la 
théorie  des  parallèles  :  on  peut,  en  effet,  donner  en 
deux  ou  trois  lignes  la  démonstration  de  la  plupart  des 
propositions  de  cette  théorie  quand  on  veut  faire  un 
usage  sans  réserve  de  l'idée  de  direction.  Mais  en  agis- 
sant ainsi,  ma  géométrie  n'eût  pu  servir  qu'à  ceux  qui 
ne  trouvent  rien  de  subtil  ni  de  vague  dans  cette  idée, 
non  plus  que  dans  la  définition  de  l'angle  qu'on  en  a 
déduite;  ainsi ,  afin  qu'elle  puisse  être  suivie  par  tout  le 
monde,  j'ai  conservé  les  démonstrations  ordinaires,  et  je 
me  suis  borné  à  tirer  des  propriétés  de  la  direction  une 
démonstration  du  postulatum  d'Euclide  :  ceux  qui  n'ad- 
mettront pas  cette  démonstration  pourront  le  regarder 
comme  ne  cessant  pas  d'être  un  postulatum,  et  se  servir 
néanmoins  des  preuves  des  autres  propositions  comme  à 
l'ordinaire. 

Une  autre  difficulté  qu'on  rencontre  en  mathémati- 
ques, est  celle  de  donner  de  bonnes  démonstrations  dans 
les  cas  des  quantités  incommensurables.  Dans  ces  cas, 
je  me  suis  servi  quelquefois  des  infiniment  petits,  mais 
le  plus  ordinairement  j'ai  fait  usage  d'un  principe  em- 
ployé autrefois  par  M.  Ampère,  dans  ses  cours  à  Lyon. 
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Ce  principe,  qui  est  nn  théorème  des  fractions  continues, 
est  très-simple,  et  met  à  mènie  de  flémontrer  les  propor- 
tions des  figures  de  géométrie  avec  leurs  dimensions, 
d'une  manière  si  générale  qu'elle  convient  à  la  fois  au  cas 
commensurable  et  au  cas  incommensurable,  sans  que  Ton 
soit  obligé  de  distinguer  l'un  de  l'autre.  Je  n'ai  fait  nulle 
difficulté  d'employer  les  infiniment  petits,  parce  que  les 
démonstrations  de  ce  genre  sont  certainement  d'une  ri- 
gueur absolue  :  c'est  ce  que  je  me  suis  appliqué  à  bien 
montrer  chaque  fois  que  je  m'en  suis  servi. 

Si  je  n'avais  envisagé  que  le  rapport  qu'ont  les  ma- 
thématiques avec  la  philosophie ,  les  éléments  de  cette 
science  m'auraient  suffisamment  donné  occasion  d'é- 
claircir  toutes  ces  théories.  Mais  outre  que  je  me  serais 
interdit  par  là  de  parler  d'une  autre  théorie  qui  présente 
aussi  un  grand  intérêt  à  ceux  qui  envisagent  les  mathé- 
matiques sous  un  point  de  vue  philosophique ,  je  veux 
dire  la  théorie  des  probabilités,  j'ai  voulu  aussi  ne  pas 
perdre  de  vue  le  rapport  que  les  mathématiques  ont  avec 
les  sciences  physiques  et  les  arts.  Or,  tout  dans  ce  monde 
a  été  fait  avec  poids,  nombre  et  mesure  par  le  Créateur 
(Sap.  XI,  21);  il  faut  donc  s'attendre  que  l'on  ne  pourra 
pénétrer  les  secrets  de  la  nature  que  par  le  calcul.  Aussi 
il  est  de  fait  que  sans  calcul  on  peut  bien  contenter  des 
esprits  superficiels  et  irréfiéchis,  qui  cherchent  plus  à 
s'amuser  dans  les  sciences  physifjues  qu'à  s'instruiie , 
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luais  on  no  [)uut  rien  i)réscntcr  qui  satislassc  récllenienl 
tout  bon  esprit  qui  sait  ce  que  c'est  qu'approfondir  une 
question. 

Ce  double  motif  m'a  déterminé  à  condun-e  cet  ouvrage 
au  delà  des  éléments  de  mathématiques.  Alin  de  le  faire 
plus  complètement  que  dans  les  éditions  précédentes,  et 
en  même  temps  d'une  manière  qui  convînt  mieux  au 
grand  nombre  d'établissements  qui  se  contentent  des 
éléments,  j'ai  pris  le  parti  de  faire  de  ceux-ci  un  volume 
à  part  qui  ne  contînt  que  l'arithmétique ,  l'algèbre  jus- 
qu'au second  degré,  la  géométrie  élémentaire  et  quel- 
ques notions  de  trigonométrie;  et  j'ai  réuni  dans  un 
autre  volume,  sous  le  titre  de  Complément  des  élé- 
ments de  mat/iéniatiqaes ,  tout  ce  qui  peut  mettre  à 
même  ceux  qui  cultivent  les  sciences  physiques  d'en 
pouvoir  suivre  toutes  les  déductions. 

Pour  cela,  j'ai  dû  entreprendre  de  donner  au  moins  ce 
qu'il  y  a  de  principal  dans  toutes  les  parties  des  mathé- 
matiques; car  toutes  sont  mises  à  contribution  par  les 
sciences  physiques.  Ainsi  on  trouvera  dans  les  Complé- 
ments les  deux  trigonométries  rectiligne  et  sphérique , 
l'application  de  l'algèbre  à  la  géométrie,  les  lignes  c( 
surfaces  courbes  du  second  degré,  des  notions  suffisantes 
des  calculs  différentiel  et  intégral,  avec  leurs  principales 
applications  analytiques  et  géométriques,  entin  le  calcul 
des  probabilités,  dont  l'utilité  est  si  grande  pour  évaluer 
les  résultats  des  observations. 


XIV  PRÉFACE. 

Déplus,  à  cause  des  rapports  de  ce  dernier  calcul  avec 
la  philosophie ,  j'ai  tâché  d'en  bien  faire  connaître  les 
principes  et  les  applications  les  plus  importantes;  mais 
surtout  j'ai  montré,  par  des  raisons  incontestables,  com- 
bien est  grande  l'erreur  de  ceux  qui  veulent  appliquer 
le  calcul  des  probabilités  aux  choses  morales,  telles  que 
le  témoignage  des  hommes. 

Malgré  un  si  grand  nombre  d'objets  divers,  le  livre  des 
Compléments  est  peu  volumineux ,  parce  que  l'on  s'est 
borné  strictement  aux  vérités  et  aux  règles  les  plus  uni- 
versellement connues  et  les  plus  fréquemment  employées 
dans  les  applications  des  mathématiques  ;  et  si  l'on  a 
traité  quelques  questions  qui  ne  sont  pas  dans  cette  ca- 
tégorie, c'est  qu'elles  étaient  nécessaires  pour  arriver  à 
d'autres  qui  s'y  trouvent.  C'est  par  une  suite  de  cette  in- 
tention de  ne  donner  que  ce  qu'il  y  a  de  plus  substan- 
tiel dans  les  mathématiques,  afin  de  rendre  mon  traité 
le  plus  simple  et  le  plus  court  possible,  que  je  n'ai  presque 
donné  aucune  application  dans  les  deux  volumes  dont  il 
est  composé. 

D'abord,  le  volume  des  Compléments  ne  devait  en  con- 
tenir à  peu  près  aucune ,  puisqu'il  est  écrit  pour  ceux 
qui  se  proposent  d'étudier  ces  applications  dans  les  ou- 
vrages qui  en  traitent  exclusivement.  En  second  lieu,  je 
n'ai  pas  cru  non  plus  devoir  donner  beaucoup  d'applica- 
tions dans  le  volume  des  éléments,  parce  qu'il  me  semble 
plus  avantageux  que  les  professeurs  suppléent  de  vive 
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voix  à  cette  omission  :  cela  pique  davantage  la  curiosité 
des  élèves  et  soutient  mieux  leur  attention  que  si  l'on  ne 
disait  en  classe  absolument  que  ce  qui  est  dans  le  livre. 
D'ailleurs,  en  donnant  ainsi  les  applications  de  vive 
voix,  on  peut  leur  donner  une  grande  variété  et  les 
mieux  approprier  aux  besoins  particuliers  de  ceux  à 
qui  l'on  parle. 


>  r 


ELEMENTS 


MATHÉMATIQUES 


NOTIONS  GÉNÉRALES. 


D({fiiiiiwn  I.  —  On  peut  définir  les  mathématiques,  la 
science  des  quantités. 

Définition  IL  —  On  appelle  quantité  tout  ce  qui  est 
susceptible  d'augmentation  ou  de  diminution  ;  ainsi  la 
longueur  est  une  quantité  ,  parce  qu'on  peut  l'augmenter 
ou  la  diminuer,  en  lui  ajoutant  ou  en  en  retranchant  une 
autre  longueur. 

Observation  I.  —  Les  diverses  quantités  qu'on  peut 
appeler  simples  sont  :  l'étendue ,  le  temps  ,  les  forces  et 
la  matière  ,  lesquelles  donnent  naissance  à  quelques  au- 
tres, comme  les  angles,  etc. 

Observation  II.  —  Les  mathématiques  ont  donc  pour 
objet  la  recherche  des  vérités ,  ou-  propriétés  qu'on  peut 
énoncer  sur  l'étendue  ,  le  temps  ,  les  forces  et  la  matière, 
en  tant  que  quantités,  c'est-à-dire  en  tant  qu'elles  sont 
susceptibles  d'augmentation  ou  de  diminution. 

La  marche  ordinaire  et  réellement  particulière  aux 
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2  NOTIONS    GÉNÉRALES. 

mathématiques ,  pour  arriver  à  ces  vérités  ,  consiste  dans 
le  calcul,  c'est-à-dire  consiste  à  représenter  les  quantités 
par  des  nombres ,  ou  des  lettres  qui  tiennent  la  place  des 
nombres ,  et  à  suivre  ,  sur  ces  nombres  ou  ces  lettres ,  les 
augmentations  et  les  diminutions  qui  peuvent  conduire 
aux  vérités  que  l'on  cherche. 

La  première  chose  dont  on  doit  s'occuper  dans  un 
traité  de  mathématiques,  est  donc  le  calcul.  Le  calcul 
des  nombres  est  l'objet  de  l'arithmétique  ;  et  c'est  surtout 
en  algèbre  qu'on  s'occupe  des  calculs  où  il  entre  des  let- 
tres tenant  la  place  des  nombres. 


ARITHMÉTIQUE. 


1.  Définition  I.  — L'arithmétique  est  la  science  des  nombres. 
Définition  II.  —  On  entend  par  nombre  ce  qui  exprime  com- 
bien l'on  prend  de  l'ois  V unité  ou  une  de  ses  parties. 
Nous  reviendrons  sur  cette  définition  en  algèbre,  n"  71. 
Observation  I.  —  Ce  que  l'on  entend  ici  par  unité  n'est  autre 
chose  que  le  nombre  un,  et  ne  peut  être  défini;  c'est  le  nombre 
qui,  par  sa  répétition  ou  la  répétition  d'une  de  ses  parties,  produit 
i  ,    tous  les  autres  nombres.  Néanmoins  cette  unité  ou  ce  nombre  îcn 
V^«   est  compris  dans  la  définition  précédente,  car  par  cette  définition 
Q.,^^   le  nombre  est  tout  ce  qui  répond  à  la  question  combien;  or,  un 
'   est  bien  la  réponse  à  cette  question,  quand  on  ne  prend  qu'une 
•    \    chose;  ainsi,  pour  nous ,  l'unité  sera  un  nombre.  Seulement  notre 

*  définition  précédente,  qui  remplit  bien  son  objet  pour  tout  nom- 
bre autre  que  l'unité,  n'apprend  rien  quand  on  l'applique  à  celle- 
ci.  En  effet,  prenons  d'abord  un  nombre  quelconque  plus  grand 
que  l'unité,  pour  lui  appliquer  la  définition  précédente  :  nous  di- 
rons qu'on  entend  par  le  nombre  trois ,  par  exemple,  ce  qui  ex- 

.   prime  combien  l'on  prend  de  fois  l'unité  dans  le  cas  où  on  la  prend 
)  une  lois,  plus  une  fois,  plus  encore  une  fois;  ce  qui  donne  bien  l'idée 

•  du  nombre  trois ,  supposé  que  l'on  ait  l'idée  du  nombre  un.  Mais 
ensuite  si  nous  prenions  ce  nombre  itn  pour  lui  appliquer  notre 
définition ,  il  nous  faudrait  dire  que  l'on  entend  par  le  nombre  un 
ce  qui  exprime  combien  de  fois  on  prend  l'unité  quand  on  la  prend 
une  fois ,  ce  qui  n'apprendrait  rien  à  celui  qui  ne  saurait  pas  déjà 
ce  que  c'est  que  le  nombre  un. 

Pour  ceux  qui  définissent  le  nombre  une  collection  d'unités, 
l'unité  n'est  pas  un  nombre  ;  elle  est  seulement  l'élément  de  tous 
les  nombres.  Mais,  dans  tous  les  calculs,  l'unité  étant  traitée 

ï  to,J 
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comme  un  nombre ,  cette  manière  de  voir  n'est  pas  conforme  aux 
analogies  mathématiques. 

Le  plus  souvent,  en  mathématiques,  le  mot  unité  est  encore  pris 
dans  un  sens  un  peu  différent  du  précédent,  et  que  l'on  peut  dé- 
finir de  la  manière  suivante. 

Définition  III.  —  On  appelle  unité  une  quantité  prise  pour 
servir  de  mesure  ou  de  terme  de  comparaison  à  toutes  les  autres 
quantités  de  même  espèce. 

Ainsi,  \q mètre  est  l'unité  de  longueur,  parce  que  le  mètre  est, 
comme  on  sait,  une  certaine  longueur  qui  sert  à  mesurer  toutes 
les  autres  longueurs. 

On  voit  donc  que  le  mot  unité  est  susceptible  de  deux  sens  : 
dans  l'un,  c'est  un  nombre,  c'est  le  nombre  un;  dans  l'autre, 
c'est  une  quantité  plus  ou  moins  grande  prise  pour  mesure. 

D'après  notre  définition  du  nombre,  on  voit  qu'il  y  a  deux  sortes 
de  nombres  :  le  nombre  entier  et  le  nombre  fractionnaire. 

Définition  IV.  —  On  appelle  nombre  entier  celui  qui  exprime 
combien  l'on  prend  de  fois  l'unité  entière. 

Définition  V.  —  On  appelle  nombre  fractionnaire,  ou  simple- 
ment fraction ,  celui  qui  exprime  combien  l'on  prend  de  fois  une 
partie  de  l'unité  divisée  en  plusieurs  parties  égales. 

Le  mot  àQ  fraction  ne  s'emploie  que  quand  on  a  moins  de  par- 
ties d'unité  qu'il  n'eu  faut  pour  former  une  unité  entière,  comme, 
par  exemple,  trois  quarts,  qui  font  moins  qu'une  unité,  puisqu'il 
faut  quatre  quarts  pour  former  une  unité  entière.  Mais  quand  on 
a  plus  de  parties  d'unité  qu'il  n'en  faut  pour  composer  une  unité 
entière,  on  a  pour  lors  ce  qu'où  appelle  un  nombre  fractionnaire, 
comme  sept  quarts ,  par  exemple.  Cependant  on  emploie  aussi  quel- 
quefois l'expression  de  nombre  fractionnaire  pour  désigner  une 
quantité  plus  petite  que  l'unité,  telle  que  trois  quarts;  de  sorte 
que  cette  expression  ne  diffère  du  moi  fraction  qu'en  ce  qu'elle  a 
un  sens  plus  général. 

Définition  VI.  —  On  appelle  concret  tout  nombre  dont  on  dé- 
signe l'unité  :  ainsi  l'expression  trois  mètres  est  un  nombre  con- 
cret, parce  que  l'espèce  d'unité  est  désignée;  c'est  le  mètre. 

Définition  VII.  —  On  appelle  nombre  abstrait  tout  nombre 
énoncé  sans  aucune  désignation  d'unité  particulière,  comme  dans 
cette  phrase  :  trois  et  quatre  font  sept. 
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La  première  chose  à  apprendre,  dans  la  science  des  nombres, 
est  d'apprendre  à  les  énoncer  et  à  les  écrire;  c'est  l'objet  de  la  nu- 
mération. 


NUMERATION. 

2.  Drfinillon  I.  —  La  numération  est  cette  partie  de  l'arithmé- 
tique qui  apprend  à  énoncer  et  à  écrire  tous  les  nombres. 

Observation.  — On  voit  donc  qu'il  y  a  deux  numérations:  la 
numération  parlée  et  la  numération  écrite.  On  peut  encore  distin- 
guer la  numération  en  numération  des  nombres  entiers  et  numé- 
ration des  fractions. 

Définition  II.  —  On  appelle  système  de  numération  la  marche 
ou  le  mode  qu'on  adopte  pour  énoncer  ou  pour  écrire  les  nombres 
qu'on  se  propose  de  considérer. 

Nous  allons  nous  occuper  d'abord  de  la  numération  des  nom- 
bres entiers. 

NUMÉRATION   DES  NOMBRES   ENTIERS. 

3.  Numération  parlée.  —  La  numération  parlée  des  nombres 
entiers  a  pour  objet  de  les  énoncer  tous  avec  quelques  noms  seu- 
lement. 

Nous  allons  exposer  le  système  de  numération  usité  pour  rem- 
plir cet  objet.  Ce  système  s'appelle  système  décimal,  et  l'on  va  en 
voir  la  raison  dans  la  proposition  suivante. 

Proposition.  —  «  Dans  le  système  de  numération  en  usage,  on 
«  pourrait ,  à  la  rigueur,  énoncer  tous  les  nombres  avec  dix  noms 
«  seulement.  » 

Eu  effet,  les  noms  des  dix  premiers  nombres  dans  ce  système 
sont,  comme  ou  sait,  un,  deux,  trois,  quatre .,  cinq,  six ,  sept, 
huit.,  neuf  et  dix ,  et  le  fond  de  la  marche  qu'on  suit  pour 
compter  plus  loin  consiste  en  ce  que,  arrivé  à  dix ,  on  regarde  ce 
nombre,  et  tous  les  nombres  de  dix  en  dix  fois  plus  grands  que 
llii,  comme  autant  d'unités  d'ordres  de  plus  en  plus  élevés  pour 
compter  par  unités  de  ces  différents  ordres,  comme  on  compte  par 
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unités  simples,  c'est-à-dire  en  se  servant  des  mêmes  noms  de  nom- 
bre, un,  deux,  trois,  etc.  Ainsi,  d'après  cela,  après  avoir  dit  une 
unité,  deux  unités,  trois  unités,  etc. ,  jusqu'à  dix  exclusivement, 
on  devrait  compter  par  dix,  comme  ou  a  compté  par  unité,  et 
dire  uu  dix,  deux  dix ,  trois  dix,  etc.,  jusqu'à  dix  dix  exclusive- 
ment ;  après  quoi  on  continuerait  eu  disant  un  dix  dix ,  deux  dix 
dix ,  trois  dix  dix,  etc.,  jusqu'à  dix  dix  dix,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  l'infini.  Enfin,  pour  énoncer  les  nombres  compris  entre 
deux  nombres  consécutifs  d'un  certain  ordre,  on  mettrait  à  la  suite 
du  plus  petit  tous  les  noms  de  nombre  qui  précèdent  cet  ordre. 
Ainsi,  tous  les  nombres  du  premier  ordre  d'unités  étant  nommés, 
pour  énoncer  ceux  compris  entre  deux  nombres  consécutifs  du 
second  ordre,  tel  que  deux  dix  et  trois  dix,  par  exemple,  on 
dirait  deux  f/?.r  un ,  deux  dix  deux,  deux  dix  trois,  deux  dix 
quatre,  etc.  De  même  pour  énoncer  les  nombres  compris  entre 
deux  nombres  consécutifs  du  troisième  ordre,  on  mettrait  à  la  suite 
du  plus  petit  les  noms  de  tous  les  nombres  de  ces  deux  premiers 
ordres  ;  ainsi  de  suite. 

Observation  I.  —  Quoique  cette  marche  soit  en  effet  suivie  pour 
le  fond,  cependant  elle  ne  l'est  pas  dans  les  détails,  et  au  lieu 
de  wommev  unités,  dix,  dix  dix,  dix  dix  dix,  etc.,  les  différents 
ordres  d'unités,  ou  leur  a  donné  des  noms  plus  commodes,  comme 
nous  allons  voir. 

Définition  III. — On  voit,  d'après  ce  qui  précède,  qu'on  donne 
le  nom  d'ordre  aux  diverses  espèces  d'unités  dans  lesquelles  on  dé- 
compose les  nombres  dans  la  numération  pour  atteindre  l'objet  de 
cette  partie  de  l'arithmétique.  Les  unités  simples  sont  les  unités  du 
premier  ordre,  les  unités  dix  lois  plus  grandes  sont  les  unités  du 
second  ordre ,  les  unités  dix  fois  plus  grandes  encore  sont  celles  du 
troisième  ordre  j  ainsi  de  suite. 

Observation  II.  —  Les  noms  des  différents  ordres  d'unités  sont 
tels  qu'on  les  voit  ici  : 


jex 

ordre. 

Unités  simples. 

7^    ordre. 

Million. 

2« 

ordre. 

Dizaine  d'unités. 

8^    ordre. 

Dix-million. 

3" 

ordre. 

Centaine  d'unités. 

9^   ordre. 

Cent-million. 

4^ 

ordre. 

Mille. 

10^  ordre. 

Billion. 

5" 

ordre. 

Dix-mille. 

]  \^  ordre. 

Dix-billion. 

6« 

ordre. 

Cent-mille. 

1 2^  ordre. 

Cent-billion ,  etc 
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Ohxcrvation  111.  —  On  voit  qiie  ces  noms  se  groupent  natu- 
rellement trois  par  trois  :  le  premier  groupe  est  celui  des  unités  ;  le 
deuxième,  celui  des  mille;  le  troisième,  celui  des  millions;  le  qua- 
trième, celui  des  billions  ,  etc. 

Définition  IV.  —  On  donne  le  nom  de  classe  à  chaque  groupe 
de  trois  ordres  d'unités  de  même  nom.  Ainsi  les  diverses  classes  d'u- 
nités sont  telles  qu'on  les  voit  ci-dessous  : 

i"""  Classe.   21^  Classe.     3"  Classe.  4«  Classe.  5«  Classe. 

Unités.    Mille.    Million.     Billion  ou  milliard.     Trillion,  etc. 

Observation  IV.  —  Les  trois  ordres  dont  se  compose  chaque 
classe  d'unités  s'appellent,  comme  on  voit  par  l'observation  II ,  les 
unités  de  cette  classe ,  les  dizaines  de  celte  classe,  et  les  centaines 
de  cette  même  classe.  Ainsi  les  trois  ordres  dont  se  compose  la 
deuxième  classe,  par  exemple,  sont  les  mille,  les  dizaines  de  mille 
et  les  centaines  de  mille  ;  ou  simplement  les  mille,  les  dix-mille  et 
les  cent-mille. 

Proposition.  —  '<  Chaque  unité  d'une  classe  en  vaut  raille  de  la 
«  classe  immédiatement  inférieure.  » 

En  elïet,  un  million,  par  exemple,  vaut  un  millier  de  mille;  car 
l'ordre  des  millions  simples  vaut  dix  fois  l'ordre  précédent,  c'est-à- 
dire,  les  centaines  de  mille.  Celles-ci  valent,  à  leur  tour,  dix  fois 
les  dizaines  de  mille;  ainsi  le  million  vaut  dix  fois  dix  fois,  c'est-à- 
dire,  cent  fois  les  dizaines  de  mille.  Euûu ,  ces  derniers  valent  dix 
fois  les  mille  simples  ;  donc  le  million  vaut  dix  fois  cent  fois,  c'est-à- 
dire,  mille  fois  le  mille. 

Observation  V.  —  Comme  la  suite  des  classes  d'unités  est  illi- 
mitée, puisque  rien  ne  limite  la  série  des  nombres,  on  voit  que, 
si  on  s'était  contenté  de  donner  à  ces  classes  des  noms  indépen- 
dants et  de  pure  convention,  la  liste  de  ces  noms  eût  toujours  été 
incomplète.  Mais  on  a  eu  l'idée,  pour  former  les  noms  des  classes 
les  plus  élevées,  de  revenir  sur  les  premiers  nombres  qu'on  est 
censé  avoir  déjà  nommés,  et  de  dériver  les  noms  de  ces  classes  de 
ceux  des  premiers  nombres,  en  les  terminant  en  illion.  Ainsi,  à 
partir  de  la  quatrième  classe ,  on  a  pris  les  noms  des  premiers  nom- 
bres deux  ou  bi,  trois,  quatre,  cinq,  etc.,  qu'on  a  terminés  en 
illion,  ce  qui  a  fait  billion,  trillion,  quatrillion,  quintillion,  etc. 
De  cette  manière,  la  série  des  noms  de  nombre,  en  revenant  sur 
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elle-même ,  forme  une  espèce  de  cercle  qui  n'a  pas  plus  de  fin  que 
la  série  des  nombres,  et  on  est  arrivé  à  pouvoir  les  nommer  tous, 
comme  nous  allons  le  prouver  dans  la  proposition  suivante. 

Propoaition.  —  «  Au  moyen  des  noms  dont  on  est  convenu , 
«  tant  pour  les  neuf  premiers  nombres  que  pour  les  classes  et  les 
«  différents  ordres  d'unités,  on  peut  nommer  tous  les  nombres.  » 
En  effet,  d'abord,  pour  les  nombres  qui  ne  renferment  que  des 
unités,  leurs  noms  sont,  comme  nous  l'avons  dit,  un,  deux , 
trois,  quatre,  cinq,  six,  sept,  huit  et  neuf.  Ensuite,  pour  les  nom- 
bres de  dizaines,  si  on  avait  rigoureusement  suivi  la  règle  qu'on  a 
suivie  pour  les  centaines  et  les  ordres  suivants,  on  aurait  compté 
par  dizaines  avec  les  mêmes  noms  de  nombre'qui  avaient  servi  pour 
les  unités  simples.  Ainsi  on  eût  dit  :  dix,  deux  dix,  trois  dix,  etc., 
jusqu'à  neuf  dix  ;  mais  l'usage  a  un  peu  altéré  ceci,  et  l'on  a  pris 
les  noms  dix,  vingt,  trente,  etc.,  jusqu'à  nouante  ou  quatre-vingt- 
dix,  qui  ne  sont  que  les  noms  des  neuf  premiers  nombres  terminés 
d'une  manière  particulière.  Pour  nommer  les  nombres  compris 
entre  deux  nombres  consécutifs  de  dizaines,  comme  entre  trente 
et  quarante,  par  exemple,  on  ajoute  successivement,  à  la  suite  du 
plus  petit  de  ces  deux  nombres  de  dizaines,  les  noms  de  nombre 
un,  deux,  trois,  etc.,  des  neuf  premiers  nombres  :  ainsi  ou  dit 
trente-un,  trente-deux,  trente-trois,  etc.  Cependant,  pour  aller  de 
dix  à  vingt ,  on  ne  dit  pas  dix  un  ,  dix  deux  ,  etc.  ;  mais  onze  , 
douze,  treize,  quatorze,  quinze  et  seize  :  c'est  la  seule  exception 
qu'il  y  ait.  On  va  donc  ainsi  jusqu'à  nonante-ueuf ,  c'est-à-dire  , 
jusqu'à  cent  exclusivement.  ^laintenant,  pour  aller  au  delà,  on 
suit  le  même  système  ;  ainsi  on  compte  par  cent  avec  les  mêmes 
noms  de  nombre  qui  ont  déjà  servi  pour  les  unités,  en  disant  cent, 
deux  cents,  trois  cents,  etc.,  jusqu'à  neuf  cents  ;  et ,  pour  compter 
les  nombres  compris  entre  deux  nombres  consécutifs  de  centaines , 
comme  entre  quatre  cents  et  cinq  cents,  par  exemple,  on  ajoute 
successivement,  au  plus  petit  de  ces  deux  nombres,  les  noms  de 
nombre  des  nonante-neuf,  ou  quatre-vingt-dix-neuf  premiers  nom- 
bres, en  àiSdiXii  quatre  cent  un ,  quatre  cent  deux ,  quatre  cent 
trois,  etc.,  jusqu'à  quatre  cent  nonante-neuf.  On  va  de  cette  ma- 
nière jusqu'à  neuf  cent  nonante-neuf,  c'est-à-dire,  jusqu'à  mille 
exclusivement. 

Après  avoir  ainsi  nommé  tous  les  nombres  de  la  première  classe, 
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on  fera  servir  les  mûmes  noms  pour  les  nombres  de  la  seconde 
classe,  c'est-à-dire,  pour  les  mille;  Ton  pourra  compter  ainsi  de 
mille  on  mille,  depuis  un  mille  jusqu'à  mille  mille  avec  les  mêmes 
noms  qui  ont  servi  à  compter  depuis  une  unité  jusqu'à  mille  unités, 
en  disant  un  mille,  deux  mille,  trois  mille,  etc.,  jusqu'à  neuf 
cent  quatre-vingt-dix-neuf  mille  :  et,  pour  les  nombres  compris 
entre  deux  nombres  de  mille  consécutifs,  par  exemple,  entre  trois 
mille  et  quatre  mille,  il  suffira  de  mettre  à  la  suite  du  plus  petit  les 
noms  des  nombres  de  la  classe  précédente,  en  disant  :  trois  mille 
un,  trois  mille  deux,  etc.,  jusqu'à  trois  mille  neuf  cent  quatre- 
vingt-dix-neuf. 

Kn  répétant  cette  marche  pour  toutes  les  classes  suivantes,  on 
pourra  compter  jusqu'aussi  loin  qu'on  voudra.  Ainsi,  arrivé  à 
mille  mille,  c'est-à-dire,  à  la  troisième  classe  appelée  million  ,  on 
comptera  par  million  depuis  un  million  jusqu'à  mille  millions  avec 
les  noms  de  nombre  des  mille  premiers  nombres ,  en  disant  :  un 
million,  deux  millions,  etc.,  jusqu'à  neuf  cent  quatre-vingt-dix- 
neuf  millions;  et  d'un  nombre  de  millions  au  suivant,  la  lacune  se 
remplira  par  les  noms  de  nombre  des  deux  classes  précédentes. 
Ainsi  de  suite  jusqu'à  l'inflni. 

4.  ISwnération  écrite.  —  La  numération  écrite  a  pour  objet 
d'écrire  tous  les  nombres  avec  quelques  chiffres  seulement. 

Définition.  —  On  appelle  chiffres  les  caractères  d'écriture  dont 
chacun  désigne  un  nombre  particulier. 

Observation. — Les  chiffres  dont  on  se  sert  dans  le  système  de 
numération  que  nous  allons  expliquer,  sont  tels  qu'on  les  voit  ici 
chacun  sous  le  nom  de  nombre  qu'il  désigne  : 

zéro  un  deux  trois  quatre  cinq  six  sept  huit  neuf. 

012  3  4  5678         9. 

A  cette  occasion,  on  peut  demander  si  zéro  est  vraiment  un 
nombre,  pour  que  la  déûnition  ci-dessus  s'étende  au  chiffre  o.  A 
cela  je  réponds  que  le  mot  zéro,  comme  le  mot  unité,  désigne  ou 
non  un  nombre,  selon  qu'on  l'envisage  d'une  manière  ou  d'une 
autre.  En  effet,  d'après  notre  définition ,  le  nombre  entier  est  tout 
ce  qui  répond  à  cette  question  :  combien  de  fois  une  grandeur  en 
contient-elle  une  autre  de  même  espèce?  par  exemple,  combien 
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de  fois  la  longueur  d'iiue  planche  contient-elle  celle  d'un  mètre? 
Or,  dans  le  cas  où  cette  planche  serait  plus  petite  que  le  mètre,  il 
est  clair  que  zéro  serait  la  réponse  à  cette  question.  Envisagé  de 
cette  manière,  zéro  est  un  nombre.  Mais  si  par  zéro  ou  désigne  le 
néant  en  général,  c'est-à-dire  l'absence  de  tout  être,  alors,  envi- 
sagé de  cette  autre  manière,  zéro  n'est  pas  un  nombre. 

Non-seulement  les  chiffres  ci-dessus  servent  à  écrire  les  neuf 
premiers  nombres,  mais,  comme  on  va  le  voir,  ils  suffisent  pour 
écrire  tous  les  nombres  possibles. 

Proposition.  —  «  On  peut  écrire  tous  les  nombres  possibles  avec 
«  les  dix  caractères  ci-dessus.  » 

En  effet,  ici  comme  dans  la  numération  parlée,  arrivé  à  dix,  on 
regarde  ce  nombre  ,  et  tous  les  nombres  de  dix  en  dix  fois  plus 
grands,  comme  autant  d'unités  d'ordres  de  plus  en  plus  élevés  dont 
nous  avons  donné  les  noms  à  la  page  6. 

Or,  il  est  évident  que  l'on  peut  toujours  décomposer  un  nombre, 
quelque  grand  quil  soit,  en  plusieurs  nombres  de  pareilles  unités 
dont  chacun  ne  contiendra  pas  plus  de  neuf  de  ces  unités,  et  pourra 
par  conséquent  être  écrit  par  un  seul  chiffre.  Ainsi,  quelque  nom- 
bre d'objets,  de  jetons,  par  exemple,  que  j'aie  devant  moi,  je 
pourrai  d'abord  les  arranger  par  groupes  de  dix,  de  manière  à 
avoir  un  certain  nombre  de  dizaines,  plus  quelques  jetons  de  reste 
qui  ne  seront  pas  suffisants  pour  faire  une  dizaine.  Comme  ces 
jetons  de  reste  n'iront  pas  jusqu'à  dix,  je  pourrai  en  écrire  le 
nombre  par  un  des  chiffres  ci-dessus.  Supposons  que  ce  soit  le 
chiffre  4.  Quant  au  nombre  des  dizaines,  s'il  était  aussi  moindre 
que  dix,  je  l'écrirais  par  un  des  mêmes  chiffres  ci-dessus.  Mais 
s'il  surpasse  dix,  je  pourrai  arranger  ces  dizaines  de  jetons  par 
groupes  de  dix  dizaines  qui  contiendront  chacun  dix  fois  dix  jetons, 
c'est-à-dire  cent  jetons,  de  manière  à  avoir  un  certain  nombre  de 
centaines,  plus  quelques  dizaines  de  reste  qui  ne  seront  pas  suffi- 
santes pour  faire  une  centaine.  Comme  ces  dizaines  de  reste  n'iront 
pas  jusqu'à  dix  dizaines,  je  pourrai  en  écrire  le  nombre  par  un 
des  chiffres  ci-dessus.  Supposons  que  ce  soit  7,  par  exemple,  c'est- 
à-dire,  qu'il  y  ait  7  dizaines  de  jetons  de  reste.  Quant  au  nombre 
des  centaines  de  jetons,  s'il  était  aussi  moindre  que  dix  centaines, 
je  l'écrirais  par  un  des  mêmes  chiflres  ci-dessus.  Mais  s'il  surpasse 
dix  centaines,  je  pourrai  arranger  ces  centaines  de  jetons  par 
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groupes  de  dix  centaines  qui  conlicndront  chacun  dix  lois  cent  je- 
tons, c'est-à-dire  mille  jetons,  de  manière  à  avoir  un  certain 
nombre  de  mille,  plus  (pielques  centaines  de  reste  qui  ne  seront 
pas  suriisanles  pour  l'aiie  un  mille.  Comme  ces  centaines  de  reste 
n'iront  pas  jusqu'à  dix  centaines,  je  pourrai  eu  écrire  le  nombre 
par  un  dos  cliilTres  ci-dessus.  Supposons  que  ce  soit  5,  c'est-à-dire, 
qu'il  y  ait  5  centaines  de  jetons  de  reste.  Quant  au  nombre  des 
milliers  de  jetons,  s'il  était  aussi  moindre  que  dix  milliers,  je  l'é- 
crirais par  un  des  mêmes  diilTres  ci-dessus.  Mais  s'il  surpassait  dix 
milliers,  je  le  décomposerais  encore  en  groupes  de  dix;  et  en  conti- 
nuant ainsi  cette  décomposition,  on  voit  que  j'arriverai  à  la  fin  à 
un  ordre  de  groupes  de  jetons  si  considérables  qu'il  n'y  en  aura 
pas  plus  que  9  dans  tous  les  jetons  que  nous  avons.  Supposons  que 
dans  notre  exemple  l'ordre  de  groupes  qui  jouit  de  cette  propriété 
soit  celui  des  milliers,  et  que  nous  n'en  ayons  que  hvit  ;  alors  je 
pourrai  le  représenter  par  le  chilTre  8.  J'aurai  donc  décomposé  le 
nombre  total  de  mes  jetons  en  une  série  de  petits  nombres,  chacun 
moindre  que  dix ,  et  par  conséquent  exprimable  par  les  chilfres  ci- 
dessus,  mais  composée  d'ordres  d'unités  de  dix  en  dix  fois  plus 
grandes.  Cette  série  serait  ici: 

4  jetons  plus  7  dizaines  plus  5  centaines  plus  8  m/7//e/-s  de  jetons. 
Voilà  donc  notre  nombre  de  jetons  presque  écrit  tout  en  chiffres. 
Je  dis  presque  tout  en  chiffres ,  parce  que  nous  avons  encore  été 
obligés  d'écrire  en  toutes  lettres  l'ordre  d'unités  que  représente 
chaque  chiffre ,  et  il  nous  faut  maintenant  un  moyen  de  signifier 
l'ordre  d'unités  de  chaque  chilTre  sans  le  secours  des  lettres.  Le 
moyen  qu'on  a  pris  est  de  consacrer  dans  l'écriture  d'un  nombre 
en  chiffres  une  place  particulière  pour  chaque  ordre  d'unités.  Ainsi 
la  première  place  à  droite  est  celle  des  unités  simples;  au  second 
rang,  à  leur  gauche,  est  la  place  des  dizaines;  celle  des  centaines 
est  au  troisième  rang  à  gauche,  et  ainsi  de  suite  ;  de  sorte  que  par 
cela  seul  qu'un  chiffre  est  à  tel  ou  tel  rang  vers  la  gauche,  il  re- 
présente tel  ou  tel  ordre  d'unités.  D'après  cela  il  suffira  d'écrire 
dans  cet  ordre,  8574,  les  quatre  chiffres  de  nos  jetons,  pour  qu'ils 
en  représentent  exactement  le  nombre;  car  le  8  étant  au  qua- 
trième rang  à  gauche,  représentera  8  unités  du  quatrième  ordre, 
c'est-à-dire  8  mille;  le  5  étant  au  troisième  rang,  représentera  5 
unités  du  troisième  ordre,  c'est-à-dire  5  centaines;  le  7  représen- 
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tera  7  dizaines,  et  le  4,  quatre  unités.  Quelquefois,  quand  on  a 
décomposé  ainsi  un  nombre  proposé  dans  une  série  de  nombres 
moindres  que  dix  et  formés  d'ordres  d'unités  de  dix  en  dix  fois  plus 
grandes,  il  manque  quelqu'un  des  ordres  intermédiaires,  depuis  les 
plus  grandes  unités  de  ce  nombre  proposé  jusqu'aux  unités  simples; 
dans  ce  cas,  on  remplit  par  le  chiffre  0  la  place  de  chacun  des  or- 
dres manquants.  Ainsi,  supposonsque,  dans  la  décomposition  précé- 
dente de  notre  nombre  de  jetons,  nous  n'ayons  point  trouvé  de  cen- 
taines, mais  8  mille,  plus  7  dizaines,  plus4  jetons;  alors  il  aurait  fallu 
tenir  la  place  des  centaines  par  un  zéro  et  écrire  8074  pour  conserver 
toujours  à  chaque  chiffre  le  rang  destiné  à  son  ordre  d'unités.  Telle 
est  la  méthode  par  laquelle  on  peut  écrire,  comme  ou  voit,  tous  les 
nombres  possibles  dans  le  système  de  numération  dont  la  base  est  10. 

5.  Définition.  —  On  appelle  base  du  système  de  numération  le 
nombre  des  chiffres  avec  lesquels  on  se  propose  d'écrire  tous  les 
nombres. 

Observation  I.  —  La  base  donne  son  nom  au  système  de  nu- 
mération. Ainsi  le  système  en  usage  s'appelle  décimal,  parce  que 
sa  base  est  10;  le  système  octaval,  par  exemple,  serait  celui  dont 
la  base  serait  8,  et  où  l'on  se  proposerait  d'écrire  tous  les  nombres 
avec  les  huit  chiffres  0,  i,  2,  3,  4,  5,  6,  7.  Le  plus  simple  de  tous 
les  systèmes  de  numération  serait  le  système  binaire,  où  l'on  se 
proposerait  d'écrire  tous  les  nombres  avec  les  deux  chiffres  0,  l. 

Observation  IL  —  La  méthode  qui  nous  a  servi  pour  le  système 
décimal,  servirait  également  pour  écrire  un  nombre  dans  tout 
autre  système.  Ainsi ,  pour  écrire  un  nombre  dans  le  système  oc- 
taval, par  exemple,  il  faudrait  le  décomposer  en  une  série  de 
nombres  moindres  que  8  et  formés  d'unités  de  huit  en  huit  fois 
plus  grandes.  On  écrirait  les  chiffres  propres  à  les  représenter,  en 
observant  de  faire  en  sorte  que  chaque  ordre  d'unités  soit  à  son 
rang;  savoir,  les  unités  simples  au  premier  rang,  les  huitaines 
ou  groupes  de  huit  unités  au  second,  les  groupes  de  huit  fois  huit 
ou  soixante-quatre  unités  au  troisième  rang;  ainsi  de  suite. 

6.  Problèmes  de  numération.  —  Nous  allons  maintenant  don- 
ner :  1°  la  manière  d'écrire  tout  de  suite ,  sous  la  dictée,  un  nom- 
bre quelconque,  par  le  moyen  des  chiffres;  et  2"  la  manière  de 
lire  couramment  un  nombre  écrit  en  chiffres. 
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Problèine  I.  —  «  On  demande  d'écrire  sous  la  dictée,  et  en  chif- 
«  1res,  un  nombre  quelconque.  » 

Solution.  —  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  aux  nombres  plus  pe- 
tits que  mille,  ou  composés  de  trois  chilTres,  parce  que  chacun 
sait  les  écrire  tout  de  suite;  ainsi  nous  allons  nous  occuper  des 
nombres  plus  considérables.  La  règle  pour  écrire  ces  nombres 
consiste  à  écrire  chacune  des  classes  d'unilés  du  nombre  proposé 
au  lur  et  à  mesure  qu'on  les  dicte;  seulement  il  faut  toujours  avoir 
soin  que  chaque  classe  d'unités  qui  suit  la  première,  c'est-à-dire  la 
plus  forte,  soit  représentée  par  trois  chiffres.  D'après  cela,  si  le 
nombre  de  quelqu'une  de  ces  classes  ne  devait  avoir  que  deux,  ou 
même  qu'un  seul  chiffre ,  il  faudrait  mettre  un  ou  deux  zéros 
avant  d'écrire  ce  nombre.  Ainsi  on  propose  d'écrire  : 

2  billions  315  millions  27  raille  9  unités,  où  le  nombre  27  des 
mille  n'a  que  deux  chiffres  et  celui  9  des  unités  n'en  a  qu'un;  on 
écrira  :  2  31-5  027  009,  eu  faisant  précéder  27  d'un  zéro,  et  9  de 
deux  zéros. 

Si  on  donnait  un  nombre  après  la  plus  forte  classe ,  duquel  il 
manquât  entièrement  quelqu'une  des  classes  d'unités  suivantes ,  on 
la  remplacerait  par  trois  zéros. 

Par  exemple,  si  l'on  proposait  : 

2  billions  27  mille  9  unités,  où  la  classe  des  millions  manque 
entièrement,  on  écrirait  :  2  ooo  027  009. 

Pour  démontrer  l'infaillibilité  de  cette  règle,  partageons  l'un 
des  nombres  écrits  en  chiffres  ci-dessus  ,  par  exemple  l'avant-der- 
nier,  en  tranches  de  trois  chiffres  à  partir  de  la  droite,  en  cette 
manière  : 

2  I  315  I  027  I  009. 

Cela  fait ,  on  voit  que  les  unités  représentées  par  chaque  tranche 
valent  mille  fois  celles  de  la  tranche  qui  la  suit  à  droite  ;  car ,  si 
nous  comparons  la  tranche  315  ,  par  exemple,  à  la  suivante  027  , 
nous  verrons  que  chaque  chiffre  de  315,  comme  le  5,  par  exemple, 
marque  des  unités  mille  fois  plus  fortes  que  le  chiffre  correspon- 
dant 7  de  027,  parce  que  ce  5  est  trois  rangs  plus  loin  à  gauche 
que  7,  En  effet,  d'après  notre  système  de  numération,  un  rang 
de  plus  à  gauche  donne  des  unités  dix  fois  plus  grandes.  Ainsi  2 , 
dans  027,  marque  des  unités  dix  fois  plus  grandes  que  75  un 
deuxième  rang  à  gauche  donne  des  unités  encore  dix  fois  plus 
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grandes.  Ainsi  le  o,  dans  027,  s'il  valait  quelque  chose,  marque- 
rait des  unités  dix  fois  plus  grandes  que  le  2,  ce  qui  ferait  en  tout 
des  unités  dix  fois  dix  fois  ou  cent  fois  plus  grandes  que  celles  du  7; 
enfin ,  un  troisième  rang  à  gauche  donne  des  unités  encore  dix 
fois  plus  grandes.  Ainsi  le  5,  dans  315027 ,  marque  des  unités  dix 
fois  plus  grandes  encore  que  ne  ferait  0 ,  c'est-à-dire  dix  fois  cent 
fois,  ou  mille  fois  plus  grandes  que  celles  du  7.  Ainsi  chaque  chif- 
fre de  315,  comme  5,  marque  des  unités  mille  fois  plus  grandes 
que  le  chiffre  correspondant  7  de  027 ,  et  en  général  les  unités 
d'une  tranche  quelconque  du  nombre  ci -dessus,  à  savoir  : 
2  I  315  I  027  I  009,  valent  mille  fois  celles  de  la  tranche  qui  la 
suit  à  droite;  par  conséquent  la  première,  009,  marquant,  selon 
l'usage,  des  unités  simples,  la  deuxième,  027,  marquera  des 
mille  ;  la  troisième,  3 15,  des  millions  ;  et  la  quatrième,  2,  des  bil- 
lions; ce  qui  fera  bien  2  billions  315  miUions  27  mille  9  unités. 

Problème  IL  — .  «  On  demande  d'énoncer  un  nombre  écrit  en 
«  chiffres.  » 

Je  suppose  que  l'on  sache  déjà  lire  un  nombre  qui  n'a  que  trois 
chiffres  au  plus.  Cela  posé ,  quand  le  nombre  a  plus  de  trois  chif- 
fres, la  règle  consiste  :  1°  à  partager  le  nombre  en  tranches  de 
trois  chiffres  à  partir  de  la  droite  ;  2"  à  imposer  le  nom  d'unité  à  la 
première  tranche  à  droite,  le  nom  de  mille  à  la  deuxième,  en 
allant  de  droite  à  gauche,  le  nom  de  million  à  la  troisième,  le  nom 
de  billion  à  la  quatrième,  ainsi  de  suite  ;  3"  enfin,  à  lire  chaque 
tranche  comme  si  elle  était  seule,  en  ajoutant  au  bout  de  chacune 
le  nom  qui  lui  est  imposé. 

Ainsi,  pour  lire  le  nombre  8712350436019,  je  le  partage  eu 
tranches,  à  chacune  desquelles  j'impose  son  nom  ainsi  qu'il  suit  : 

Trillion.       Billion.       Million.       Mille.       Unités. 
8  712         350         436        019, 

et  cela  me  donne  huit  trillions  sept  cent  douze  billions  trois  cent 
cinquante  millions  quatre  cent  trente-six  mille  dix-neuf  unilés. 
La  raison  de  cette  méthode  de  réunir  ainsi  les  chiffres  d'uu 
nombre ,  de  trois  en  trois ,  est  que  les  divers  ordres  d'unités  que 
ces  chiffres  représentent  se  réunissent,  comme  nous  avons  dit 
page  7,  trois  par  trois,  dans  une  môme  classe,  sous  le  même  nom  ; 
alors ,  au  lieu  de  répéter  le  nom  d'une  classe  autant  de  fois  qu'il 
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y  a  (le  chiffres  dans  cette  classe,  on  lit  tous  ces  chiffres  de  suite,  et 
on  n'éuonte  le  nom  de  leur  classe  qu'une  seule  fois. 

NUMÉRATION   DES   FRACTIONS  EN  GÉNÉRAL. 

7.  Définition. — La  numération  des  fractions  est  l'art  d'énoncer 
et  d'écrire  en  chiffres  une  fraction  quelconque. 

1"  La  'numération  parlée  des  fraclions n'offre  rien  de  particulier, 
car ,  pour  énoncer  un  nombre  donné  de  parties  d'unité ,  on  se  sert 
du  mOrae  nom  de  nombre  que  s'il  s'agissait  d'un  nombre  d'unités 
entières ,  seulement  on  y  ajoute  le  nom  de  ces  parties  d'unité  ;  on 
sait  d'ailleurs  très-bien  que  le  nom  d'une  partie  quelconque  d'unité 
se  forme  avec  le  nom  du  nombre  par  lequel  on  a  divisé  l'unité, 
en  donnant  à  ce  nom  de  nombre  la  terminaison  ième.  Ainsi  les 
parties  de  l'unité  divisée  en  sept,  par  exemple,  sont  appelées  sep- 
tièmes; et  si  l'on  avait  une  fraction  composée  de  cinq  de  ces  parties, 
je  suppose,  on   l'énoncerait  en  disant  :  cinq  septièmes. 

Il  faut  seulement  excepter  de  cette  règle  les  parties  de  l'unité 
divisée  en  deux,  trois  ou  quatre,  que  l'on  nomme  demi,  tiers  ou 
quart. 

2°  Numération  écrite.  Quant  à  la  manière  d'écrire  en  chiffres 
une  fraction,  on  écrit  d'abord  le  nombre  des  parties  d'unité  dont 
est  composée  cette  fraction,  et  ensuite  on  écrit  au-dessous  le  nom- 
bre qui  indique  l'espèce  de  ces  parties,  c'est-à-dire  le  nombre  qui 
marque  combien  l'unité  renferme  de  ces  mêmes  parties,  et  l'on 
sépare  ces  deux  nombres  par  un  trait  ;  ainsi ,  si  l'on  avait  la  frac- 
tion cinq  septièmes ,  on  écrirait  f. 

Définition  I.  —  On  appelle  numérateur  le  nombre  qui  marque 
de  combien  de  parties  d'unité  la  fraction  que  l'on  considère  est 
composée  ;  ainsi,  5  est  le  numérateur  de  la  fraction  f . 

Définition  II.  —  On  appelle  dénominateur  le  nombre  qui  mar- 
que en  combien  de  parties  l'unité  est  supposée  divisée  ;  ainsi,  7  est 
le  dénominateur  de  la  fraction  f . 

Définition  II J.  —  Le  numérateur  et  le  dénominateur  d'une 
fraction  portent  le  nom  commun  de  termes. 
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NDMERATION  DES   FRACTIONS   DECIMALES. 

8.  Définition.  —  Les  fractious  décimales  ou ,  comme  on  dit 
simplement ,  les  décimales ,  sont  des  fractions  de  dix  en  dix  fois 
plus  petites  que  l'unité. 

Observation  I.  —  Les  noms  des  diverses  espèces  de  décimales 
sont  tels  qu'on  les  voit  ici  :  '' 

Dixième,  centième,  millième,  dix-millième,  cent-millième,  mil- 
lionième, etc. 

Les  dixièmes  sont  des  fractions  dix  fois  plus  petites  que  Vnnité, 
les  centièmes  sont  dix  fois  plus  petits  que  les  dixièmes,  les  milliè- 
mes sont  dix  fois  plus  petits  que  les  centièmes  ;  ainsi  de  suite. 

Observation  IL  —  Les  dixièmes  sont  ordinairement  appelés 
décimales  du  premier  ordre  ;  les  centièmes,  décimales  du  deuxième 
ordre  ;  les  millièmes ,  décimales  du  troisième  ordre  ;  ainsi  de 
suite. 

Observation  III.  —  On  peut  écrire  les  fractions  décimales  à  la 
manière  des  fractions  ordinaires,  avec  un  numérateur  et  un  dé- 
nominateur; et  alors  il  est  évident  que  celui-ci  n'est  jamais  autre 
chose  que  l'unité  suivie  d'un  ou  plusieurs  zéros.  Ainsi  sept  cen- 
tièmes peuvent  s'écrire  en  cette  manière  j^  ;  mais  notre  système  de 
numération  nous  met  à  même  d'écrire  les  fractions  décimales 
sans  dénominateur,  c'est-à-dire  à  la  façon  des  nombres  entiers; 
c'est  ce  que  l'on  va  voir  dans  la  proposition  suivante  :  mais  aupa- 
ravant il  faut  montrer  que  notre  système  de  numération  se  réduit 
dans  le  fond  au  principe  suivant. 

9.  Principe  fondamejital  de  la  numération.  Un  chiffre  placé  à 
la  gauche  d'un  autre,  marque  des  unités  dix  fois  plus  grandes  que 
celles  de  cet  autre. 

En  effet,  nous  avons  vu,  page  il,  que  la  convention  adoptée  dans 
notre  système  de  numération  est  de  consacrer  à  chaque  ordre  d'u- 
nités une  place  d'autant  plus  avancée  vers  la  gauche  que  cet  ordre 
est  plus  élevé.  Ainsi,  par  cela  seul  qu'un  chiffre  est  à  la  gauche 
d'un  autre ,  il  marque  des  unités  d'un  ordre  plus  élevé  que  cet 
autre.  Or,  chaque  ordre  vaut  dix  fois  plus  que  l'ordre  précédent. 
Donc,  par  cela  seul  qu'un  chiffre  est  à  la  gauche  d'un  autre,  il 
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marque  des  unités  dix  l'ois  plus  grandes  que  celles  de  cet  autre 
cbillre. 

Proposi/ion. — "  Je  dis  qu'au  moyen  du  principe  de  numéra- 
«  tion  écrite  adopté  ci-dessus,  on  peut  écrire  les  tractions  décimales 
«  à  la  manière  des  nombres  entiers.  » 

Supposons  d'abord  que  l'on  n'ait  que  des  dixièmes  à  écrire, 
comme  14  unités  et  sept  dixièmes,  je  dis  que,  pour  écrire  ces 
dixièmes,  il  suffira  d'écrire  le  chiffre  7,  qui  en  marque  le  nombre, 
à  droite  du  chiffre  désunîtes  de  14;  seulement  il  faudra  mettre 
près  du  4  quelque  signe  convenu  qui  indique  que  c  est  lui  qui  est 
le  chiffre  des  unités  :  le  signe  adopté  pour  cela  est  tout  simplement 
une  virgule;  ainsi,  je  dis  qu'en  écrivant  14,7,  on  aura  fait  en 
sorte  que  7  marque  des  dixièmes.  En  effet,  notre  principe  de  nu- 
mération consiste  à  dire  que  tout  chiffre  placé  à  la  droite  d'un  autre 
marque  des  unités  dix  fois  plus  petites  que  celles  de  cet  autre.  D'a- 
près ce  principe,  7  marque  doue  des  quantités  dix  fois  plus  petites 
que  les  unités  marquées  par  le  4,  c'est-à-dire  qu'il  marque  7 
dixièmes.  S'il  n'y  avait  pas  eu  d'unité  entière,  on  en  aurait  tenu 
la  place  par  un  zéro;  ainsi  7  dixièmes  tout  seuls  s'écriraient  de 
cette  manière  :  0,7. 

Venons-en  maintenant  au  cas  où  on  aurait  des  centièmes;  nous 
supposerons  ici  que  l'on  en  ait  moins  que  dix,  parce  que,  si  l'on  en 
avait  davantage,  les  dizaines  de  centièmes  qu'on  aurait  feraient 
des  dixièmes,  et  nous  venons  de  nous  occuper  de  cet  ordre  de  dé- 
cimales. Ainsi,  supposons  qu'on  donne  à  ajouter  5  centièmes  au 
nombre  de  tout  à  l'heure  14,7  ;  je  dis  qu'il  suffira  de  mettre  ce  .5  à 
la  droite  du  7.  En  effet,  tout  nombre  placé  à  la  droite  d'un  autre, 
marquant,  comme  nous  venons  de  le  dire,  des  unités  dix  fois  plus 
petites  que  celles  de  cet  autre,  notre  ô  placé  à  droite  du  7  marquera 
donc  bien  des  centièmes,  puisque  le  7  marque  des  dixièmes,  et 
que  les  centièmes  sont  dix  fois  moindres  que  les  dixièmes.  Il  va , 
au  reste ,  sans  dire  que  sil  n'y  avait  pas  eu  de  dixièmes,  on  en  eût 
tenu  la  place  par  un  zéro;  ainsi,  14  unités  5  centièmes  s'écriraient 
14,05,  et  5  centièmes  tout  seuls  s'écriraient  0,0.5.  On  verrait  de 
même  que  pour  écrire  des  millièmes  il  faudrait  en  mettre  le  chiffre 
au  troisième  rang  à  droite  des  unités  entières,  les  dix-millièmes 
au  quatrième  rang,  les  cent-millièmes  au  cinquième  rang;  ainsi 
de  suite. 
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Problème  I.  — ■  «  On  demande  d'écrire  sous  forme  de  nombre 
('  entier  un  nombre  quelconque  de  fractions  décimales  que  l'on 
«  donne  sous  forme  de  fraction  ordinaire.  » 

Solution.  —  La  règle  qu'il  faut  suivre  pour  cela  consiste  à  écrire 
ce  nombre  de  fractions  décimales  comme  si  c'était  un  nombre  en- 
tier, et  à  séparer  ensuite  sur  sa  droite  autant  de  cbiffres  qu'il  faut 
de  zéros  à  la  suite  de  l'unité  pour  exprimer  l'espèce  ou  le  dénomi- 
nateur de  ces  parties  décimales. 

Et,  en  effet,  que  l'on  donne  à  écrire  347  centièmes  ou  f^,  par 
exemple  :  j'écris  d'abord  347  comme  si  c'était  un  nombre  entier, 
ce  qui  fait  347  unités  entières  ;  ensuite  je  sépare  sur  la  droite  de 
ce  nombre,  par  une  virgule,  deux  chiffres,  c'est-à-dire  autant  de 
chiffres  qu'il  y  a  de  zéros  dans  loo.  On  voit  bien  qu'alors  on  aura 
un  résultat  3,47,  qui  sera  devenu  cent  fois  plus  petit  :  car  le  pre- 
mier chiffre  7,  étant  au  deuxième  rang,  à  droite  de  la  place  des 
unités  marquées  par  la  virgule,  n'exprimera  plus  que  des  centièmes, 
au  lieu  que,  dans  le  nombre  entier  347,  il  exprimait  des  unités 
entières;  le  deuxième  chiffre  4  n'exprimera  plus  que  des  dixièmes 
qui  valent  des  dizaines  de  centièmes,  au  lieu  qu'auparavant  il  ex- 
primait des  dizaines  d'unités  entières,  ainsi  de  suite.  Donc,  par 
l'introduction  de  notre  virgule  dans  le  nombre  347,  nous  l'avons 
rendu  cent  fois  plus  petit  ;  donc ,  au  lieu  d'exprimer  347  unités ,  il 
n'exprime  plus  que  347  centièmes,  comme  on  l'avait  demandé. 

Remarque.  —  La  règle  précédente  est  ce  qu'il  y  a  de  plus  com- 
mode lorsque  les  décimales  sont  données  sous  forme  de  fractions 
ordinaires,  c'est-à-dire,  avec  un  dénominateur  égal  à  l'unité  suivie 
de  plusieurs  zéros,  ou  lorsqu'on  dicte  la  quantité  à  écrire  tout  en 
une  fois ,  c'est-à-dire ,  sans  distinguer  les  unités  entières  qu'elle  peut 
contenir  des  parties  décimales.  Mais  ordinairement  on  dicte  les  uni- 
tés entièrement  à  part  et  les  parties  décimales  à  part  ;  ainsi ,  pour 
le  nombre  qui  vient  de  nous  occuper,  on  dicterait  3  unités  et  47 
centièmes,  et  non  347  centièmes. 

Quoique  dans  ce  cas  la  règle  précédente  puisse  encore  servir  à 
écrire  la  quantité  dictée ,  néanmoins  la  suivante  est  plus  commode. 

Règle  pour  écrire  en  forme  de  nombre  entier  un  nombre  quel- 
conque quand  on  dicte  les  unités  entières  séparément  des  décimales. 
—  Pour  bien  faire  entendre  cette  règle ,  nous  observerons  que  les 
divers  ordres  d'unités  entières  correspondent  un  à  un  aux  divers 
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ordres  de  décimales  :  ainsi  les  dizaines  sont  l'ordre  correspondant 
à  celui  des  dixièmes,  les  centaines  correspondent  aux  centièmes,  les 
mille  aux  millièmes,  les  dizaines  de  mille  aux  dix-millièmes,  etc. 
Cela  posé,  pour  écrire  un  nombre  décimal  que  l'on  dicte  ù  la  suite 
d'un  nombre  entier,  il  faut  augmenter  par  la  pensée  ce  nombre 
décimal  d'une  unité  entière  de  l'ordre  correspondant  à  celui  des 
décimales  dictées,  et  écrire  le  résultat  de  celte  augmentation 
comme  s'il  était  un  nombre  entier,  remplaçant  seulement  par  une 
virgule  le  chiffre  l,  qui  devrait  le  commencer  vers  la  gauche.  Ainsi, 
pour  écrire  47  centièmes  à  la  suite  de  3  unités,  on  augmentera  47 
d'une  centaine,  c'est-à-dire,  de  cent,  parce  que  les  centaines  cor- 
respondent aux  centièmes.  Cela  donnera  cent  quarante-sept,  et  on 
écrira  à  la  suite  de  3  le  résultat  14  7  de  cette  augmentation,  en  rem- 
plaçant par  une  virgule  le  chiffre  l  qui  commence  ce  même  ré- 
sultat ;  ce  qui  donnera  3,47.  Prenons  un  exemple  plus  difficile,  tel 
que  celui-ci  -.  écrire  7  unités  plus  8000004  billionièmes.  On  aug- 
mentera le  nombre  décimal  de  1  billion ,  et  l'on  écrira  1  billion  8 
millions  4 ,  comme  si  c'était  un  nombre  entier ,  ce  qui  donnera 
1008000004  ;  et  OU  le  mettra  à  la  suite  de  7,  en  remplaçant  par 
une  virgule  le  chiffre  i  qui  commence  ce  résultat,  ce  qui  fera 
7,008000004.  Pour  comprendre  la  raison  de  cette  règle,  il  suffit 
d'observer  que,  pour  faire  des  décimales  d'un  certain  ordre,  il  faut 
autant  de  chiffres  après  la  virgule  qu'il  faut  de  zéros  à  la  suite  de 
1  pour  faire  un  entier  de  Tendre  correspondant  à  cet  ordre  de  dé- 
cimales. Ainsi,  il  faut  deux  rangs  après  la  virgule  pour  faire  des 
centièmes,  de  même  qu'il  faut  deux  zéros  après  ],  c'est-à-dire 
100,  pour  faire  une  centaine;  il  faut  trois  rangs  après  la  virgule 
pour  faire  des  millièmes ,  de  même  qu'il  faut  trois  zéros  après  i  , 
c'est-à-dire  1000,  pour  faire  mille  ;  ainsi  de  suite.  Or,  il  est  clair 
que  notre  règle  donnera  autant  de  rangs  après  la  virgule  qu'il  fau- 
drait de  zéros  après  i  pour  faire  un  entier  de  l'ordre  correspon- 
dant à  celui  des  décimales  que  l'on  dicte  ;  puisqu'elle  prescrit  d'é- 
crire une  quantité  égale  à  un  entier  de  cet  ordre ,  plus  le  nombre 
dicté,  elle  donnera  donc,  après  la  virgule,  autant  de  rangs  qu'il 
en  faut  pour  faire  l'ordre  des  décimales  qu'on  désire. 

Problème  IL  —  «  On  demande  de  lire  un  nombre  décimal  écrit 
«  en  chiffres.  » 

Solution.  —  Il  y  a  deux  manières  également  en  usage  pour  lire 

2. 


20  ÉLÉMENTS   DE    MATHÉMATIQUES. 

un  nombre  décimal  écrit  en  chilïres  :  la  première  consiste  à  lire 
d'abord  à  part  les  unités  entières,  et  ensuite,  pour  les  chiffres  dé- 
cimaux ,  on  lit  cenx-ci  comme  s'ils  exprimaient  des  unités  entières  ; 
seulement  on  y  ajoute  le  nom  des  unités  décimales  du  dernier  chif- 
fre à  droite,  lequel  nom  est  dixième,  ou  centième,  ou  millième  , 
ou ,  etc.,  suivant  que  ce  dernier  chiffre  est  à  un  rang,  ou  à  deux 
rangs,  ou  à  trois  rangs,  etc.,  à  droite  de  la  virgule.  Ainsi,  pour 
lire  3,47,  on  dira  d'abord  trois  unités  ;  ensuite,  pour  les  chiffres 
décimaux  47,  on  dira  quara7ite-sept,  comme  s'ils  marquaient  des 
unités  entières  :  seulement  on  y  ajoutera  le  nom  des  décimales  du  7, 
c'est-à-dire,  le  nom  de  centièmes,  ce  qui  donnera  quarante-sept 
centièmes.  La  raison  de  cette  règle  est  bien  simple  :  en  effet,  d'a- 
près le  principe  de  la  page  1 6  et  l'application  que  nous  en  avons  faite 
dans  la  proposition  de  la  page  17,  le  premier  chiffre  décimal  4  mar- 
que des  dixièmes,  et  le  suivant  7  marque  des  centièmes,  de  sorte 
qu'on  devrait,  à  la  rigueur,  dire  4  dixièmes  et  7  centièmes.  Or,  4 
dixièmes  valent  bien  40  centièmes  -,  on  peut  donc  dire  40  centièmes 
et  7  centièmes,  ou  ûm^XQniQwi  quarante- sept  centièmes.. 

La  deuxième  manière  de  lire  un  nombre  décimal  consiste  à  le 
lire,  abstraction  faite  de  la  virgule,  comme  si  tous  les  chiffres  ne 
marquaient  uniquement  qu'un  nombre  entier  ;  seulement  il  faut 
y  ajouter  le  nom  des  décimales  du  dernier  chiffre  à  droite.  Ainsi , 
pour  lire  3,47,  on  dira  trois  cent  quarante-sept  centièmes.  La  rai- 
son de  cette  règle  est  encore  très-facile  à  comprendre  :  en  effet , 
nous  venons  de  voir  qu'on  devrait  dire  8  unités  et  4  7  centièmes. 
Or,  l'unité  valant  cent  centièmes,  3  unités  sont  donc  la  même  chose 
que  3  cent  centièmes ,  et,  en  y  ajoutant  les  47  centièmes ,  cela  fera 
bien  trois  cent  quarante-sept  centièmes. 

10.  Corollaires  de  la  numération.  — L  Je  dis  que,  pour  ren- 
dre un  nombre  entier  dix  fois,  ou  cent  fois,  ou  mille  fois,  etc., 
plus  grand,  il  suffit  d'écrire  à  la  suite  un  zéro,  deux  zéros,  ou 
trois  zéros ,  etc.  En  effet ,  mettons  un  zéro  à  la  suite  de  27,  par 
exemple ,  je  dis  que  le  résultat  270  sera  dix  fois  plus  grand  que  27  ; 
car  dans  27  le  chiffre  7,  étant  au  premier  rang  à  partir  de  la 
droite,  ne  marque  que  des  unités  (voy.  p.  1 1 .),  tandis  que  le  même 
chiffre  7  dans  270,  étant  au  second  rang  à  partir  de  la  droite, 
marque  des  dizaines  [ibid.]-^  de  même  le  2  de  27  marque  des  dizai- 
nes étant  au  second  rang,  tandis  qu'il  marque  des  centaines  dans 
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270,  OÙ  il  occupe  le  troisième  rang  [loc.  cit.).  Aiusi  chaque  chilïre 
(le  270  marque  des  unilés  dix  fois  plus  grandes  que  le  même  diiiïre 
dans  27  ;  doue  270  est  dix  lois  plus  graud  que  27.  On  prouverait 
de  même  que  2700  est  cent  fois  plus  grand  que  27,  que  27000  est 
mille  l'ois  plus  grand,  ainsi  de  suite. 

Réciproquement,  pour  rendre  dix  lois,  ou  cent  fois,  etc.,  plus 
petit  un  nombre  entier  termine  par  des  zéros,  il  suffit  de  supprimer 
un,  ou  deux,  ou  etc.,  zéros  qui  le  terminent  à  droite;  aiusi,  pour 
rendre  270  dix  fois  plus  petit ,  on  supprimera  le  zéro  ,  et  l'on  aura 
27.  La  raison  serait  la  même  que  tout  à  l'heure. 

II.  Quelques  zéros  que  l'on  écrive  à  la  droite  d'un  nombre  dé- 
cimal, cela  n'en  change  pas  la  valeur.  Ainsi  le  nombre  3,4  est  la 
même  chose  que  3,40,  ou  que  3,400,  etc.  En  effet,  dans  un  nom- 
bre décimal  la  valeur  de  chaque  chiffre  ne  dépend  que  de  sa  dis- 
tance de  la  virgule  {vuy.  le  principe  et  la  prop.  du  n"  9  ]  :  ainsi  le 
chiffre  du  premier  rang  à  droite  de  la  virgule  marque  les  dixièmes, 
le  chiffre  du  second  rang  à  droite  marque  des  centièmes,  etc.  ;  en- 
suite le  chiffre  du  premier  rang  à  gauche  de  la  virgule  marque  les 
imités,  le  chiffre  du  second  rang  à  gauche  marque  les  dizaines,  etc. 
Or,  les  zéros  écrits  à  la  suite  d'un  nombre  décimal  ne  changent  ni 
la  distance  ni  le  rang  d'aucun  chiffre  à  partir  de  la  virgule;  donc, 
par  ces  zéros  le  nombre  décimal  ne  change  pas  de  valeur.  On  peut 
encore  voir  la  vérité  de  ceci,  en  observant  qu'écrire  3,^100  au  lieu 
de  3,4,  par  exemple,  c'est  prendre,  il  est  vrai,  cent  fois  plus  de 
décimales,  puisque  le  nombre  400  est  cent  fois  plus  graud  que  4, 
mais  aussi  ou  a  des  décimales  cent  fois  plus  petites,  car  dans  3,400 
les  décimales  sont  des  millièmes ,  tandis  que  ce  sont  des  dixièmes 
dans  3,4;  il  y  a  donc  compensation,  et  les  nombres  3,4  et  3,4oo 
sont  équivalents. 

III.  Pour  rendre  un  nombre  décimal  dix  fois,  ou  cent  fois,  etc., 
plus  grand,  il  suffit  de  reculer  la  virgule  de  un  ,  ou  deux,  etc., 
rangs  vers  la  droite  ;  ainsi,  pour  rendre  3,47  dix  fois  plus  grand,  il 
faut  écrire  34,7,  En  effet,  le  7  dans  3,47,  étant  au  second  rang  à 
droite  de  la  virgule,  marque  des  centièmes;  tandis  que  dans  34,7, 
étant  au  premier  rang,  il  marque  des  dixièmes  (foy.  la  prop.  de 
la  p.  17  )  :  ainsi,  ce  chiffre  est  devenu  dix  fois  plus  fort.  De  même, 
le  4  dans  3,47,  étant  à  droite  de  la  virgule,  marque  des  dixièmes; 
taudis  qu'étant  à  gauche  de  cette  virgule  dans  34,7,  ce  chiffre  4 
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marque  des  unités  entières  [loc.  cit.)  :  on  verrait  de  même  que  le 
chiffre  3  est  dix  fois  plus  fort  dans  34,7  que  dans  3,47.  Donc  cha- 
que chiffre  de  34,7  est  dix  fois  plus  fort  que  dans  3,47.  S'il  n'y 
avait  pas  assez  de  chiffres  décimaux  après  la  virgule  pour  l'aug- 
menter autant  qu'on  le  désire,  ou  mettrait  des  zéros  après  ces 
chiffres  décimaux ,  ce  que  nous  avons  vu  être  toujours  permis. 
Ainsi,  pour  rendre  3,47  dix  mille  fois  plus  grand ,  il  faudrait  re- 
culer la  virgule  de  quatre  rangs  vers  la  droite  ;  et ,  comme  il  n'y 
a  que  deux  chiffres  décimaux,  on  mettra  deux  zéros  à  leur  suite, 
ce  qui  fera  3,4700,  et  on  reculera  la  virgule  de  quatre  rangs, 
ce  qui  revient  ici  à  la  supprimer  tout  à  fait  ;  l'on  aura  ainsi  34700. 

IV.  Pour  rendre  un  nombre  décimal  dix  fois,  ou  cent  fois,  etc., 
plus  petit,  il  suffit  d'avancer  la  virgule  vers  la  gauche  de  un ,  ou 
deux,  etc.,  rangs.  Ainsi,  pour  rendre  34,7  dix  fois  plus  petit,  on 
écrira  3,47  ;  et,  en  effet,  on  montrerait,  comme  ci-dessus ,  que 
chaque  chiffre  de  3,47  est  dix  fois  plus  petit  que  le  même  chiffre 
de  34,7. 

S'il  n'y  avait  pas  assez  de  chiffres  à  gauche  de  la  virgule  pour 
diminuer  le  nombre  donné  autant  qu'on  le  désire ,  on  mettrait 
des  zéros  en  avant  de  ces  chiffres.  Ainsi ,  pour  rendre  34,7  dix 
mille  fois  plus  petit ,  il  faudrait  avancer  la  virgule  de  quatre  rangs 
à  gauche  ,  et,  comme  il  n'y  a  que  deux  chiffres  3  et  4,  on  les 
fera  précéder  de  deux  zéros ,  à  la  gauche  desquels  on  mettra  la 
virgule ,  et  on  mettra  encore  un  troisième  zéro  devant  cette  virgule, 
pour  tenir  la  place  des  unités  entières  :  ainsi  on  écrira  o,00347. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  des  opérations  de  l'a- 
rithmétique, c'est-à-dire  des  diverses  règles  qu'on  peut  suivre 
pour  opérer  sur  les  nombres  les  diverses  augmentations  ou  dimi- 
nutions dont  ils  sont  susceptibles.  La  plus  simple  des  opérations  de 
l'arithmétique  est  l'addition. 
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DE  L'ADDITION 

DES  NOMBRES   ENTIERS   ET  DÉCIMAUX. 

11.  Définition.  —  L'addition  est  une  opération  qui  a  pour  but 
de  trouver  un  nombre  qui  équivaille  à  plusieurs  autres  nombres 
donnes.  Ce  nombre  s'appelle  somme  ou  total. 

Observation.  —  L'addition  des  nombres  d'un  seul  cbiffre  n'of- 
frant aucune  difficulté,  nous  allons  tout  de  suite  donner  la  règle 
pour  additionner  des  nombres  de  plusieurs  chiffres. 

RÈGLE  GÉNÉRALE.  —  «  Pour  additionner  plusieurs  nombres  en- 
«  tiers,  commencez  par  écrire  les  nombres  au-dessous  les  uns  des 
«  autres,  de  manière  que  les  unités  de  même  ordre  soient  dans  une 
«  même  colonne.  Cela  fait,  ajoutez  successivement  les  chiffres  de 
«  chacune  des  colonnes,  en  commençant  par  la  colonne  le  plus  à 
«  droite.  Quand  la  somme  des  chiffres  d'une  colonne  ne  surpasse 
«  pas  9,  écrivez-la  au  bas  de  cette  colonne;  mais  si  cette  somme 
«  surpasse  9,  c'est-à-dire  contient  10  une  ou  plusieurs  fois,  retenez 
«  chaque  dizaine  qu'elle  contient  pour  les  ajouter,  comme  des  uni- 
«  tés ,  à  la  colonne  suivante  à  gauche ,  et  n'écrivez  que  l'excédant 
«  sous  la  colonne  qui  vous  a  donné  cette  dite  somme.  Enfin,  pour 
«  la  dernière  colonne  à  gauche,  il  faut  toujours  écrire  sous  elle 
«  la  somme  de  ses  chiffres  telle  qu'on  l'a  trouvée ,  sans  rien  en  re- 
«  tenir.  » 

Nous  allons  éclaircir  cette  règle  sur  un  exemple.  On  propose 
d'ajouter  ensemble  347,  oOOiô,  2917  et  809  ;  je  dispose  l'opération 
ainsi  : 

347 

50015 

2917 

809 


54088 

puis,  commençant  par  la  droite,  je  dis  :  7  et  5  font  12 ,  et  7  font 
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19,  et  9  font  28  ;  dans  28  il  y  a  2  dizaines  que  je  retiens,  et  je  ne 
pose  que  l'excédant  8  sous  la  colonne  des  unités.  Ensuite,  passant 
aux  dizaines  à  gauche,  je  dis  :  2  que  je  viens  de  retenir  et  4  font 
6,  et  1  tout  7,  et  1  font  8,  que  j'écris  en  entier  dans  la  colonne  des 
dizaines.  En  troisième  lieu,  je  passe  à  la  colonne  des  centaines, 
dont  la  somme  des  chiffres  me  donne  20.  Mais  comme  20  contient 
exactement  2  dizaines,  je  les  retiens  en  entier  pour  la  colonne  sui- 
vante, et  comme  il  ne  me  reste  aucun  excédant,  je  pose  o  sous  la 
colonne  qui  m'a  donné  celte  somme.  Cette  retenue  de  2  réunie  à  la 
colonne  des  mille ,  me  donne  la  somme  4,  que  j'écris  sous  cette  co- 
lonne. Eulin,  la  dernière  colonne  à  gauche  me  donnant  la  quantité 
5 ,  je  l'écris  telle  que  je  la  trouve. 

La  même  règle  s'applique  aux  décimales  ;  ainsi  prenons  l'exem- 
ple suivant  : 

20,75 
2,028 
0,8 

23,578 

Je  dispose  d'abord  les  nombres  de  manière  que  les  unités  de 
même  ordre,  soit  entières ,  soit  décimales,  se  trouvent  dans  une 
même  colonne.  Ensuite ,  commençant  par  la  colonne  le  plus  à 
droite,  c'est-à-dire  ici  par  les  millièmes,  je  fais  la  somme  des  mil- 
lièmes de  cette  colonne,  qui  se  réduit  ici  à  8 ,  et  j'écris  ce  chiffre 
en  bas  ;  je  passe  après  cela  aux  centièmes  5  et  2  ,  qui  donnent  7 , 
que  j'écris  encore  en  bas  ;  les  dixièmes  7  et  8  donnent  15 ,  j'en  re- 
tiens 10  qui  fout  1  unité,  j'écris  l'excédant  5  sous  la  colonne  des 
dixièmes,  et  je  mets  une  virgule  à  sa  gauche  pour  le  séparer  des 
unités  entières  que  je  trouve  être  3.  Enfin,  je  mets  les  2  dizaines  à 
leur  gauche,  et  j'ai  23,578  pour  la  somme  demandée. 


DE  LA  SOUSTRACTION 

DES   NOMBRES   ENTIERS   ET   DES   DÉCIMALES. 

12.  Définition.  —  La  soustraction  a  pour  objet  de  trouver  la 
différence  de  deux  nombres ,  ou,  si  l'on  veut,  a  pour  objet  de  trou- 
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vor  ce  qui  reste  quand  on  (Me  do  l'un  les  unités  et  parties  d'unités 
indiquées  pur  l'autre. 

Itegle  pour  faire  la  soustraction.  —  «  Écrivez  le  nombre  à  sous- 
«  traire  sous  l'autre,  de  manière  que  les  unités  de  même  ordre 
«  soient  les  unes  sous  les  autres.  Cela  fait,  retranchez  chaque  chiffre 
»  inlérieur  du  ohilTre  supérieur,  en  commençant  par  les  unités  le 
«  plus  à  droite ,  et  écrivez  le  reste  au-dessous.  Quand  le  chiffre  su- 
«  périeur  est  trop  petit,  empruntez  sur  son  voisiu  à  gauche  une 
«  unité  qui  augmentera  de  10  ce  chiffre  trop  petit,  et  vous  mettra 
«ainsi  à  même  d'en  retrancher  le  chiffre  inférieur-,  seulement, 
«  quand  vous  viendrez  opérer  sur  la  colonne  à  gauche ,  il  faudra 
«  se  rappeler  que  le  chiffre  supérieur  de  cette  colonne  doit  être 
«  avant  tout  diminué  d'une  unité. 

'<  Enfin ,  si  le  chiffre  supérieur  qu'on  suppose  trop  petit  n'avait 
«  pas  de  chiffre  significatif  à  sa  gauche,  mais  seulement  un  ou  deux 
«  zéros,  il  faudrait  aller  vers  la  gauche  jusqu'au  premier  chiffre  si- 
«  guificatif  pour  faire  sur  lui  l'emprunt  dune  unité  \  ensuite,  comp- 
«  tant  tous  ces  zéros  pour  des  9,  on  augmenterait  le  chiffre  trop 
«  petit  de  lo,  et  l'on  ferait  la  soustraction.  » 

Expliquons  cette  règle  sur  l'exemple  suivant  : 

On  veut  de 510071234 

Soustraire 124581041 

Reste 385490193 

Après  avoir  écrit  les  unités  de  même  ordre  dans  une  même  co- 
lonne, je  commence  par  les  unités  à  droite,  et  je  dis  :  i  de  4,  reste 
3,  que  j'écris  au-dessous.  Passant  aux  dizaines,  je  dis  ôter  4  de  3 
ne  se  peut  ;  j'emprunte  donc  i  sur  le  chiffre  à  gauche  2  ;  mais  ce  i 
étant  1  centaine  vaut  10  dizaines,  qui,  ajoutées  au  chiffre  de  di- 
zaines 3,  donnent  13,  et  je  dis  :  ôter  4  dei3  donne  9,  que  j'écris 
en  bas.  Ensuite,  dans  la  colonne  des  centaines,  au  lieu  de  dire  :  ôter 
0  de  2,  je  dis  :  ôter  0  de  i,  parce  que  l'emprunt  fait  sur  le  2  le  réduit 
à  1 ,  et  j'écris  le  reste  i  en  bas  ;  je  continue  en  disant  :  i  de  l ,  reste  0, 
que  j'écris  au-dessous  ;  puis,  ôter  s  de  7  ne  se  peut  :  je  passe  donc 
au  premier  chiffre  significatif  à  gauche  l,  sur  lequel  j'emprunte  l, 
qui  vaut  l  dizaine  de  millions ,  c'est-à-dire  10  mdhons;  de  ces  lo 
millions  j'en  laisse  9  sur  le  premier  zéro,  et  il  m'en  reste  encore  i 
qui  vaut  lo  centaines  de  mille;  je  laisse  sur  le  deuxième  zéro  9  de 
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ces  10  centaines  de  mille,  et  il  m'en  reste  i  qui  vaut  10  dizaines  de 
mille,  lesquelles,  ajoutées  aux  7  dizaines  de  mille,  donnent  n,  et  je 
dis  :  ôtez  s  de  1 7  donne  9,  que  j'écris  en  bas.  Puis,  passant  à  gauche, 
je  ne  dis  pas  :  5  ôté  de  0 ,  mais  bien  5  ôté  de  9  donne  4  ;  de  même , 
avançant  encore  à  gauche,  je  dis  :  4  ôté  de  9  donne  5.  Enfin,  ar- 
rivé à  l'avant-dernier  chiffre  à  gauche  i,  je  le  réduis  à  o,  et  je  dis  : 
ôter  2  de  0  ne  se  peut;  j'emprunte  donc  i  centaine  de  millions 
sur  5,  qui  vaut  10  dizaines  de  millions,  d'où  retranchant  2  j'ai  8, 
que  j'écris  eu  bas,  et  à  côté  j'écris  ce  qui  reste  de  centaines  de  mil- 
lions, c'est-à-dire  3.  Le  reste  définitif  est  donc  385  490  193. 

La  même  règle  s'applique  aux  décimales;  seulement,  si  l'un  des 
deux  nombres  avait  plus  de  chiffres  décimaux  que  l'autre,  on  met- 
trait à  la  suite  de  celui-ci  autant  de  zéros  qu'il  en  faudrait  pour 
qu'ils  aient  tous  deux  le  même  nombre  de  chiffres  décimaux.  Ainsi, 
de  20,75  on  veut  ôter  7,0191,  on  disposera  l'opération  ainsi  : 

20,7500 
7,0191 


13,7309 


et  l'on  fera  cette  opération  comme  ci-dessus ,  ayant  soin  seule- 
ment de  mettre  une  virgule  en  passant  des  dixièmes  aux  unités  en- 
tières. 

Remarque.  — Pour  éprouver  si  l'on  ne  s'est  pas  trompé  dans  le 
calcul,  il  faut  ajouter  le  reste  obtenu  avec  le  plus  petit  des  deux 
nombres ,  parce  que  par  cette  addition  ou  doit  retrouver  le  plus 
grand  des  deux  nombres  donnés. 


DE  LA  MULTIPLICATION 

DES  NOMBRES  ENTIERS  ET  DES  DÉCIMALES. 

15.  Définition  I. — Multiplier  une  quantité  par  un  nombre, 
c'est  calculer  ce  que  l'on  aurait  si ,  au  lieu  de  ce  nombre  entier  ou 
fractionnaire  d'unité ,  on  avait  un  nombre  pareil  de  quantité  égale 
à  celle  qu'on  veut  multiplier. 
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Ainsi,  multiplier  3  par  l,  c'est  calculer  ce  que  l'on  aurait  si, 
au  lieu  de  l  unités  ou  avait  4  quantités  égales  à  3,  c'est-à-dire 
qu'ici  c'est  répéter  3  quatre  fois. 

De  même,  multiplier  3  par  0,4,  c'est  calculer  ce  que  l'on  au- 
rait si ,  au  lieu  du  nombre  iractionnaire  4  dixièmes  d'une  unité, 
on  avait  4  dixièmes  d'une  quantité  égale  à  3. 

Peut-être  trouvera-ton  plus  facile  à  retenir  notre  définition  en 
l'énonçant  de  la  manière  suivante  :  chercher  combien  d'unités  ou 
de  parties  d'unité  donne  un  certain  nombre  d'un  antre  nomt)re, 
est  ce  qu'on  appelle  multiplier  cet  autre  nombre  par  le  premier. 
Ainsi,  chercher  combien  d'unités  donnent  4  nombres  égaux  à  3,  c'est 
multiplier  3  par  4,  et  chercher  combien  d'unités  et  de  parties  d'u- 
nité donnent  les  0,4,  du  nombre  3,  c'est  multiplier  3  par  o,4. 

Définition  IL  —  La  quantité  qu'on  donne  à  multiplier  s'appelle 
midtiplicande ,  le  nombre  par  lequel  on  multiplie  s'appelle  mul- 
tiplicateur,  et  le  résultat  de  Topération  s'appelle  ^jro^i^iY, 

Le  multiplicande  et  le  multiplicateur  sont  encore  désignés  sou- 
vent par  le  nom  commun  de  facteurs. 

Observation  I.  —  D'après  ce  que  nous  venons  de  dire  sur  la 
multiplication  de  3  par  4,  on  voit  que  multiplier  un  nombre  tel 
([ue  3  par  un  ejitier  tel  que  4,  c'est  prendre  ce  nombre  autant  de 
fois  qu'il  est  marqué  jiar  cet  entier  ;  mais  cette  définition  n'est 
bonne  que  pour  le  cas  où  le  multiphcateur  est  un  entier. 

Dans  le  cas  où  le  multiplicateur  est  une  fraction,  multiplier  un 
nombre  jiar  une  fraction,  c'est  prendre  cette  fraction  du  multi- 
plicande; car  nous  venons  de  voir  que  multiplier  3  par  0,4,  c'est 
prendre  lés  o,4  de  3. 

On  croit  ordinairement  pouvoir  réunir  ces  deux  définitions  en 
une  seule  ainsi  conçue  :  multiplier  un  noinbre  par  un  autre,  c'est 
composer  avec  le  midtiplicande  un  nombre  comme  le  multipli- 
cateur est  cotnposé  avec  l'unité. 

Mais  le  sens  vague  du  mot  composé  rend  cette  définition  obs- 
cure et  par  conséquent  défectueuse.  Pour  la  compléter,  il  faudrait 
définir  ce  mot  de  composer,  et  dire  qu'on  entend  par  là  prendre 
un  nombre  entier  ou  fractionnaire  de  quantité  égale  au  multipli- 
cande, pareil  au  nombre  entier  ou  fractionnaire  d'unité  qui  forme 
le  multiplicateur ,  et  alors  nous  retombons  sur  notre  définition  gé- 
nérale ci-dessus.  Si  l'on  ne  définissait  pas  le  mot  composé ,  on 
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pourrait  le  prendre  dans  un  sens  qui  donnerait  pour  la  multiplica- 
tion de  deux  nombres  tout  autre  chose  que  leur  produit.  Ainsi,  pre- 
nons par  exemple  14  pour  multiplif-ande  et  'i  pour  multiplicateur. 
Il  faut  d'abord  considérer  comment  f  est  composé  avec  l'unité. 
Or,  par  là ,  je  puis  entendre  que  pour  composer  le  multiplicateur 
avec  l'unité,  on  a  d'abord  pris  celle-ci  trois  fois,  ce  qui  donne  un 
premier  résultat  ;  ensuite  qu'on  a  pris  la  7^  partie  d'une  unité,  ce 
qui  donne  un  autre  résultat,  et  qu'on  a  répété  ce  dernier  résultat 
autant  de  fois  qu'il  est  marqué  par  le  premier;  il  faudrait  donc 
prendre  d'abord  trois  fois  14,  ce  qui  donne  42,  ensuite  prendre  la 
7^  partie  de  14,  ce  qui  donne  2,  et  répéter  42  fois  ce  résultat  2, 
ce  qui  donnerait  84  pour  produit,  tandis  que  le  produit  de  14  par 
f  est  6 . 

Cependant  ceux  qui  trouveront  cette  déflnition  générale  de  la 
multiplication  plus  facile  à  retenir ,  peuvent  la  préférer  à  celle  par 
laquelle  nous  avons  commencé;  pourvu  qu'ils  y  joignent  la  défi- 
nition précédente  du  mot  composé. 

Nous  reviendrons  encore  en  algèbre,  n**  71 ,  sur  la  définition  de  la 
multiplication,  pour  l'élever  au  plus  haut  point  d'abstraction  dont 
elle  est  susceptible. 

Nous  terminons  ces  détails  par  une  dernière  réflexion  ;  c'est  qu'on 
trouvera  peut-être  extraordinaire  cette  manière  de  parler,  nombre 
cVunité ,  dans  laquelle  le  mot  unilé  est  au  singulier,  et  dont  nous 
nous  sommes  servi  dans  la  définition  générale  donnée  au  commen- 
cement de  cet  article;  mais  j'observe  que  si  dans  l'expression  nom- 
bre cV imités  ou  met  ordinairement  le  mot  imités  au  pluriel ,  c'est 
que  par  cette  expression,  l'habitude  est  d'entendre  une  collection 
de  plusieurs  unités.  Or,  il  est  certain  que  bien  que,  dans  le  plus 
grand  nombre  des  cas,  le  mot  nombre  désigne  une  collection  de 
plusieurs  choses,  cela  n'est  pourtant  pas  toujours  ainsi,  puisque 
d'après  la  définition  du  nombre  [voij.  n°  l),  les  expressions  1 
mètre,  |  mètre,  etc.,  sont  des  nombres  de  mètre,  quoiqu'elles 
n'expriment  pas  des  collections  de  mètres.  Si  donc  on  veut  parler 
d'une  manière  qui  soit  rigoureusement  générale  et  s'applique  à 
tous  les  cas,  il  faut  dire  un  nombre  d'unité  ,  un  nombre  de  telle 
quantité,  et  en  mettant  les  mots  unité,  quantité,  etc.,  au  singulier. 

Alors,  par  nombre  de  telle  quantité,  on  entendra  un  nombre 
qui  appartient  à  cette  quantité ,  c'est-à-dire  dans  lequel  c'est  cette 
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quantité  que  l'eu  prend  ou  dont  on  prend  une  partie  une  ou  plu- 
sieurs fois. 

Observation  II. — Quand  les  deux  facteurs  n'ont  qu'un  chiffre 
chacun,  il  faut  en  savoir  le  produit  par  cœur.  La  table  suivante 
peut  néanmoins  aider  à  trouver  ce  produit. 

Celte  table  est  composée  de  neuf  lignes,  et  chaque  ligne  com- 
mence par  un  des  neuf  chiffres,  savoir  :  la  première  par  i,  la 
deuxième  par  2,  la  troisième  par  3,  etc.  Pour  former  une  ligne,  il 
faut  ajouter  le  chiffre  qu'elle  a  en  tète,  à  lui-même,  d'abord  une 
première  fois,  puis  écrire  le  produit  à  côté  de  ce  chiffre;  puis  une 
seconde  fois,  et  écrire  ce  deuxième  produit  à  coté  du  premier;  et 
ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  obtenu  le  produit  de  neuf  fois 
ce  même  chiffre. 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

2 

4 

6 

8 

10 

12 

14 

16 

18 

3 

G 

9 

12 

1.5 

18 

21 

24 

27 

4 

8 

12 

16 

20 

24 

28 

32 

36 

.5 

10 

15 

20 

2-5 

30 

35 

40 

45 

6 

12 

18 

24 

30 

36 

42 

48 

.54 

7 

14 

21 

28 

3.5 

42 

49 

56 

63 

8 

16 

24 

32 

40 

48 

56 

64 

72 

9 

18 

27 

36 

45 

54 

63 

72 

81 

Pour  trouver  le  produit  de  deux  chiffres  quelconques  avec  cette 
table  ,  on  commence  par  chercher  le  chiffre  multiplicande  dans  la 
première  colonne,  ensuite  on  suit  la  ligne  que  ce  chiffre  indique 
jusqu'à  la  colonne  qui  a  en  tète  le  chiffre  multiplicateur  :  la  case 
à  laquelle  on  est  conduit  de  cette  manière  offre  le  produit  de- 
mandé. Ainsi,  pour  avoir  6  fois  7,  je  cherche  7  dans  la  première 
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colonne  ;  il  est  au  commencement  de  l'antépénultième  ligne  de  lâ 
table  ;  je  suis  cette  ligne  jusqu'à  la  sixième  colonne,  et  la  case  que 
je  rencontre  ainsi  me  donne  42  pour  la  valeur  de  G  fois  7. 

Dans  le  cas  où  les  facteurs  ont  plus  d'un  chiffre,  on  se  sert  de 
règles  particulières  que  nous  allons  expliquer  ;  mais  pour  plus  de 
clarté,  nous  ne  supposerons  d'abord  qu'un  chiffre  au  multipli- 
cateur. 

14.  Règle  pour  multiplier  un  nombre  entier  de  plusieurs  chif- 
fres par  un  seul  chiffre  :  «  Écrivez  le  multiplicateur  sous  le  raulli- 
«  plicande.  En  second  lieu,  multipliez  chaque  chiffre  du  multipli- 
«  cande  par  le  chiffre  du  multiplicateur.  Pour  cela  on  multiplie 
«  d'abord  le  premier  chiffre  à  droite  du  multiplicande  par  le  chif- 
"  fre  du  multiplicateur  ;  si  le  produit  ne  surpasse  pas  9,  on  l'écrit 
«  en  entier  au  bas  de  la  colonne  des  unités  ;  mais-  si  le  produit  sur- 
«  passe  9,  c'est-à-dire  contient  10  une  ou  plusieurs  fois,  on  retient 
«  toutes  ces  dizaines  pour  l'opération  suivante ,  et  on  n'écrit  en  bas 
«  que  l'excédant.  Cela  fait,  on  multiplie  le  deuxième  chiffre  à  gau- 
«  che  dans  le  multiplicande  par  le  chiffre  du  multiplicateur,  on  y 
«  joint  les  dizaines  du  produit  précédent  en  les  comptant  comme 
«  des  unités ,  et  si  le  total  ne  passe  pas  9 ,  on  l'écrit  en  entier 
«  au  bas  de  la  colonne  des  dizaines;  mais  s'il  contient  10  une 
«  ou  plusieurs  fois,  on  retient  toutes  ces  dizaines  pour  les  réunir 
«  comme  des  unités  au  produit  suivant,  et  on  n'écrit  que  l'excé- 
«  dant  au  bas  de  la  colonne  des  dizaines;  ensuite  on  passe  à  la 
«  multiplication  du  troisième  chiffre  du  multiplicande  par  celui  du 
«  multiplicateur,  et  on  continue  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  soit  arrivé 
«  au  dernier  chiffre  à  gauche  du  multiplicande ,  dont  on  écrit  le 
«  produit  au  bas,  toujours  en  entier,  sans  jamais  en  rien  retenir. 
«  Alors  on  a  dans  le  nombre  écrit  au-dessous  du  multiplicateur  le 
«  produit  demandé.  » 

Expliquons  cette  règle  sur  l'exemple  suivant  : 
On  veut  multiplier    5267 
par         4 

21068 

Je  dis  4  fois  7  font  28,  sur  quoi  je  retiens  2  dizaines,  et  je  n'é- 
cris au-dessous  que  l'excédant  8  ;  ensuite  je  dis  :  4  fois  6  dizaines 
donnent  24  dizaines,  en  y  joignant  les  2  dizaines  retenues  tout 
à  l'heure ,  cela  donne  26  dizaines  ;  ce  qui  s'exprime  plus  simple- 
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ment  cil  sons-cntcndant  le  mot  dizaine  et  en  disant  :  4  fois  6  font 
24  et  2  de  retenue  font  2G,  sur  quoi  je  retiens  2  et  ne  pose  que  G  ; 
je  continue,  et  je  dis  :  4  fois  2  font  s  et  2  de  retenue  font  lo,  sur 
quoi  je  retiens  1  et  pose  o  en  bas;  enfin,  4  fois  5  font  20  et 
1  de  retenue  font  21 ,  que  j'écris  en  entier. 

Il  est  d'ailleurs  bien  évident  que  le  nombre  210G8  ainsi  ob- 
tenu est  égal  à  4  fois  le  multiplicande,  puisqu'il  a  été  obtenu  en 
prenant  4  fois  chaque  partie  de  ce  multiplicande,  à  savoir  :  4  fois 
ses  7  unités,  puis  4  fois  ses  6  dizaines,  4  fois  ses  2  centaines,  et, 
enfin,  4  fois  ses  5  mille. 

Passons  maintenant  au  cas  où  le  multiplicateur  et  le  multipli- 
caude  auraient  plusieurs  chiffres. 

Rè(jle  pour  multiplier  un  nombre  quelconque  par  un  multipli- 
cateur composé  de  plusieurs  chiffres  :  «  Dans  ce  cas,  multipliez 
«  successivement  le  multiplicande  par  chaque  chiffre  du  multipli- 
«  cateur ,  en  commençant  par  celui  des  unités ,  et  en  vous  confor- 
«  mant ,  pour  chacun  de  ces  chiffres ,  à  la  règle  précédente.  Vous 
«  aurez  ainsi  autant  de  produits  partiels  qu'il  y  a  de  chiffres  dans 
"  le  multiplicateur,  et  vous  aurez  soin  d'écrire  chaque  produit 
«  sous  le  précédent ,  de  manière  que  son  premier  chiffre  soit  sous 
«  le  second  de  ce  produit  précédent;  sur  quoi  il  faut  observer  qu'ici 
«  nous  comptons  les  rangs  des  chiffres  à  partir  de  la  droite ,  de  ma- 
«  nière  que,  par  premier  chiffre  d'un  nombre,  nous  entendons 
n  celui  qui  est  le  plus  à  droite  ,  après  quoi  on  fait  l'addition  de 
«  tous  ces  produits  partiels.  La  somme  est  le  produit  demandé. 

«  Dans  le  cas  où  l'un  des  chiffres  du  multiplicateur  serait  un 
'<  zéro,  on  l'omettrait;  seulement,  après  avoir  obtenu  le  produit 
«  fourni  par  le  chiffre  qui  précède  ce  zéro,  on  écrirait  dessous,  le 
«  produit  fourni  par  le  chiffre  suivant,  de  manière  que  le  premier 
«  chiffre  de  ce  dernier  produit  soit  sous  le  troisième  chiffre  du  pro- 
«  duit  précédent.  » 

Soit  par  exemple  à  multiplier        5267 

par      40354 

21068 
26335 
15801 
21068 
212544518 
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Je  multiplie  5267  par  4,  et  j'ai,  comme  dans  l'exemple  précé- 
dent, 21068  ;  en  second  lieu,  je  multiplie  5267  par  5,  et  je  place 
le  produit  2G335  sous  le  produit  précédent,  de  manière  que  son 
premier  chil'fre  5  soit  sous  le  second  6  de  ce  produit  précédent; 
la  raison  de  cela  est  toute  simple.  En  effet,  si  j'avais  à  prendre 
5  fois  le  multiplicande,  cela  me  donnerait  26335  unités  ;  mais  c'est 
5  dizaines  de  fois  que  je  dois  prendre  le  multiplicande,  puisque  le 
5  du  multiplicateur  marque  5  dizaines  :  ainsi  le  produit  qu'il  me 
faut  est  donc  26335  dizaines;  par  conséquent  le  premier  chiffre 
de  ce  produit  doit  être  mis  au  rang  des  dizaines,  c'est-à-dire  sous 
le  deuxième  chiffre  du  produit  précédent.  En  troisième  lieu ,  je 
multiplie  5267  par  3,  et  j'écris  le  produit  15801  de  manière  que 
sou  premier  chiffre  l  soit  sous  le  deuxième  du  produit  précédent, 
parce  que  le  chiffre  3  du  multiplicateur  étant  des  centaines,  le 
produit  15801  doit  représenter  15801  centaines;  il  faut  donc  que 
son  premier  chiffre  i  soit  au  rang  des  centaines,  c'est-à-dire  dans 
la  troisième  colonne,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  sous  le  deuxième 
chiffre  du  produit  précédent.  En  quatrième  lieu,  omettant  le  zéro 
du  multiplicateur,  je  passe  à  son  chiffre  suivant  4  ,  par  lequel  je 
multiplie  tout  le  multiplicande;  mais  comme  le  produit  doit  mar- 
quer des  dizaines  de  mille,  puisque  le  4  qui  l'a  formé  marque 
4  dizaines  de  mille,  j'écris  le  premier  chiffre  8  de  ce  produit  au 
rang  des  dizaines  de  mille,  c'est-à-dire  dans  la  cinquième  colonne, 
ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  sous  le  troisième  chiffre  du  produit 
précédent.  Enfin  j'ajoute  tous  ces  produits  partiels,  et  il  est  bien 
clair  que  la  somme  212  544  518  est  égale  à  40  354  fois  le  multi- 
plicande, puisqu'elle  a  été  formée  en  prenant  ce  multiplicande: 
1°  4  fois;  2°  5  dizaines,  ou  50  fois;  3"  3  centaines,  ou  300  fois; 
et,  enfin,  4  dizaines  de  mille  ou  40  mille  fois,  c'est-à-dire 
40  534  fois. 

Reînorque.  —  Quand  le  multiplicateur  est  terminé  par  un  ou 
plusieurs  zéros,  ou  commence  par  faire  la  multiplication  sans 
faire  attention  à  ces  zéros,  mais  on  les  ajoute  ensuite  à  la  droite 
du  produit.  Ainsi,  pour  multiplier  12  par  400,  je  multiplie  d'abord 
12  par  4,  ce  qui  me  donne  48,  à  la  suite  de  quoi  j'ajoute  les  deux 
zéros,  ce  qui  me  donne  4800.  La  raison  de  ceci  est  que,  en  pre- 
nant 12  seulement  4  fois,  au  lieu  de  le  prendre  400  fois,  le  ré- 
sultat, 48,  est  100  fois  trop  petit;  il  faut  donc  le  rendre  100  fois 
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plus  grand,  ce  qui  se  l'ait,  comme  on  a  vu  (page  20,  n"  lo),  en 
mettant  deux  zéros.  Pour  expliquer  la  multiplication  des  décimales, 
nous  avons  besoin  de  la  proposition  suivante  : 

lii.  Proposition.  —  «  Selon  qu'un  des  (acteurs  d'un  produit 
«devient  un  certain  nombre  de  fois  plus  grand  ou  plus  petit,  le 
«  produit  devient  aussi  ce  même  nombre  de  fois  plus  grand  ou  plus 
«  petit.  » 

En  effet,  supposons  d'abord  que  ce  soit  le  multiplicande  qui 
augmente  ou  diminue;  alors,  comme  le  produit  n'est  autre  chose 
qu'un  certain  nombre  entier  ou  fractionnaire  de  quantité  égale 
au  multiplicande,  il  est  bien  clair  que  si  celui-ci  devient  un  certaiji 
nombre  de  fois  plus  grand  ou  plus  petit ,  le  produit  deviendra  aussi 
le  même  nombre  de  fois  plus  grand  ou  plus  petit. 

Ensuite,  supposons  que  c'est  le  multiplicateur  qui  augmente  ou 
diminue;  alors  observons  que  ce  multiplicateur  marque  précisé- 
ment le  nombre  entier  ou  fractionnaire  de  quantité  égale  au  mul- 
tiplicande qu'il  faut  prendre  pour  avoir  le  produit  :  or,  il  est  clair 
que  si,  au  lieu  de  prendre  ce  nombre  entier  ou  fractionnaire  de 
quantité  égale  au  multiplicande,  on  en  prend  un  nombre  entier 
ou  fractionnaire  5  fois  plus  grand ,  par  exemple ,  le  résultat  sera 
aussi  5  fois  plus  grand.  Donc,  quand  le  multiplicateur  devient  un 
certain  nombre  de  fois  plus  grand  ou  plus  petit,  le  produit  aug- 
mente ou  diminue  précisément  de  la  même  manière. 

Il  est  facile  d'éclaircir  ceci  par  des  exemples;  et  d'abord  le  cas 
où  c'est  le  multiplicande  qui  augmente  ou  diminue. 

Ainsi  le  produit  de        3 
par        5 


étant      15, 

on  voit  que  le  produit  qu'on  aurait  en  multipliant  le  double  de  3 , 

c'est-à-dire        6 
par        5 

serait      30,  double  de  15. 

C'est  encore  ainsi  que  si,  après  avoir  multiplié 

18 
par       § 
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c'est-à-dire  après  avoir  pris  les  f  de  18,  on  voulait  multiplier  la 
moitié  de  1 8 , 

ou        9 

par       § 

c'est-à-dire  prendre  les  f  de  9,  on  aurait  moitié  moins  qu'avec 
lesf  de  18. 

On  peut  également  éclaircir  par  des  exemples  le  cas  où  c'est  le 
multiplicateur  qui  augmente  ou  diminue. 

Ainsi,  supposons  qu'on  multiplie, 

j  Dans  un  cas    3o        I  et  dans  l'autre  cas    30 

j  par  '''1  ^^^  ^^  '  ^8^^  ^  ^  ^^^^  ^  ' 

je  dis  que  dans  le  second  cas  le  produit  sera  trois  fois  plus  grand 
que  dans  le  premier  ;  car  s'il  est  vrai  que  2 1  unités  l'ont  trois  lois 
plus  que  7  unités,  il  sera  également  vrai  que  21  quantités  égales 
à  30  leront  trois  fois  plus  que  7  de  ces  quantités. 
De  môme  on  donne,  je  suppose,  à  multiplier, 

j  Dans  un  cas    30         |  et  dans  l'autre  cas    30 

j  par  A        j  Pai'  1 5  égal  à  3  fois  ^  ; 

je  dis  que  dans  le  deuxième  cas  le  produit  sera  trois  fois  plus 
grand  que  dans  le  premier. 

En  effet,  s'il  est  vrai  que  f  d'unité  font  trois  fois  plus  que  ^ 
d'unité,  il  sera  également  vrai  que  f  d'une  quantité  égale  à  30 
feront  trois  fois  plus  que  les  ^  de  cette  même  quantité. 

Remarque Souvent  on  dit,  pour  abréger,  le  produit  de  tel 

nombre  par  tel  autre,  par  exemple,  le  produit  de  3  par  2,  au  lieu 
de  dire  le  produit  de  3  multiplié  par  2  ;  on  sous-entend  le  mot 
multi2)lié. 

Je  passe  maintenant  aux  décimales. 

16.  Règle  pour  multiplier  un  nombre  décimal  par  un  autre. 
«Dans  ce  cas,  multipliez  comme  si  vos  deux  nombres  n'avaient 
«pas  de  virgule,  c'est-à-dire,  comme  si  c'étaient  deux  nombres 
«entiers;  seulement,  séparez  sur  la  droite  du  produit,  par  une 
«virgule,  autant  de  chiffres  décimaux  qu'il  y  en  avait  dans  les 
«  deux  facteurs  réunis.  « 
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Ainsi,  soit  à  multiplier  1,2  par  0,04.  Je  multiplie  12  par  4,  et 
sur  la  droite  du  produit  48  je  séparerai  trois  chiffres  décimaux, 
ce  qui  me  donnera  o,o  18  miliiomcs. 

Pour  comprendre  la  raison  de  ceci,  j'observe  que  la  suppression 
de  la  virgule  dans  le  multiplicande  l'ayant  rendu  lo  fois  plus  grand, 
cela  a  rendu  pareillement  le  produit  10  fois  plus  grand  (n"  I5). 
On  verrait  de  même  que  la  suppression  de  la  virgule  dans  le  mul- 
tiplicateur a  rendu  le  produit  loo  fois  plus  grand.  Ce  produit  est 
donc  en  définitive  10  fois  lOO  fois,  c'est-à-dire  looo  fois  trop 
grand;  il  faut  donc  le  rendre  lOOO  fois  plus  petit;  ce  qui  se  fait 
en  séparant  trois  chiffres  décimaux  sur  sa  droite.  (Voij.  p.  22.) 

Nous  allons  terminer  cet  article  de  la  multiplication  par  le  théo- 
rème suivant. 

17.  Proposition.  —  «  Le  produit  de  plusieurs  nombres  entiers 
«  ne  change  pas,  dans  quelque  ordre  qu'on  les  multiplie  les  uns 
«  par  les  autres.  » 

Pour  démontrer  cette  proposition  plus  aisément,  je  ferai  usage 
des  signes  suivants  : 

X,  =,  qui  signifient  multiplié  par,  égale. 

Cela  posé,  je  distingue  deux  cas,  selon  qu'il  n'y  a  que  deux  ou 
plus  de  deux  facteurs. 

1^  Cas  de  deux  facteurs.  Je  dis  que,  dans  ce  cas,  le  produit  sera 
toujours  le  même  dans  quelque  ordre  que  l'on  multiplie  les  deux 
facteurs  l'un  par  l'autre.  Ainsi  prenons  3  et  5  pour  ces  facteurs , 
par  exemple  :  je  dis  que  3  multiplié  par  .5,  ou  5  multiplié  par  3, 
donne  la  même  chose  ;  ce  qui  peut  s'écrire  ainsi  : 

3X5  =  5X3. 

En  effet,  le  facteur  3,  dans  cet  exemple,  n'est  que  la  réunion 
de  trois  unités,  que  l'on  peut  écrire  à  la  suite  les  unes  des  autres 
sur  une  même  ligne  en  cette  manière  : 


Maintenant,  pour  multiplier  3  par  5,  il  faut  répéter  cette  ligne 
cinq  fois  ;  ce  qui  donne  le  tableau  suivant  : 
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1  1  1 

1  1  1 

1  1  1 

1  1  1 

1  1  1 

OÙ  l'on  a  eu  soin  de  faire  en  sorte  que  toutes  les  premières  unités 
des  cinq  lignes  fassent  une  même  colonne,  et  que  toutes  les 
deuxièmes  unités  fassent  aussi  une  même  colonne,  et  enfm  de 
même  pour  les  dernières  unités.  De  cette  manière ,  nous  avons 
un  tableau  qu'on  peut  envisager  sous  deux  rapports  :  ou  comme 
composé  de  cinq  lignes  placées  les  unes  sous  les  autres ,  ou  comme 
composé  de  trois  colonnes  placées  les  unes  à  côté  des  autres.  Or, 
envisagé  sous  le  premier  rapport,  le  tableau  offre  le  produit  de 
trois  unités  répétées  cinq  fois ,  ou  3  X  5  ;  et ,  sous  le  second  rap- 
port, ce  tableau  offre  les  cinq  unités  de  chaque  colonne  répétées 
trois  fois,  ou  5  x  3.  Mais  la  somme  totale  des  unités  du  tableau 
est  toujours  la  même,  quel  que  soit  le  rapport  sous  lequel  on  l'en- 
visage :  donc  3  X  s  =  5  x  3.  C.Q.F.D. 

2*^  Cas  de  plus  de  deux  chiffres.  Pour  ce  cas,  j'établirai  préli- 
raiuairement  que  le  produit  de  plusieurs  facteurs  ne  change  pas, 
dans  quelque  ordre  que  l'on  prenne  les  deux  derniers  facteurs. 
Ainsi,  supposons  qu'on  ait  7X3X2;  c'est-à-dire,  supposons 
qu'il  faille  multiplier  7  par  3,  ce  qui  donne  2 1 ,  et  ensuite  multi- 
plier 21  par  2,  ce  qui  produit  42  ;  je  dis  qu'on  aura  le  même  ré- 
sultat en  prenant  7X2X3,  c'est-à-dire  en  multipliant  7  par  2, 
ce  qui  donne  14;  et  ensuite  14  par  3,  ce  qui  fait  42.  Ceci  est 
comme  évident  de  soi-même;  car  il  est  bien  clair  que  doubler  une 
chose,  après  l'avoir  triplée,  revient  à  la  sextupler,  et  qu'ainsi  mul- 
tipUer  une  quantité  comme  7,  successivement  par  2  nombres, 
revient  à  la  multiplier  par  le  produit  de  ces  deux  nombres.  Or, 
dans  ce  produit,  on  peut  arranger  ces  deux  nombres  comme  on 
veut;  donc  7X2X3  =  7X3X2.  D'ailleurs,  pour  démon- 
trer ceci,  on  peut  suivre  la  même  marche  que  précédemment. 
Ainsi,  pour  multiplier  7  par  3,  puis  le  résultat  par  2,  on  peut 
écrire  7  trois  fois  sur  une  même  ligne ,  et  répéter  cette  ligne  deux 
fois  eu  cette  manière  : 

7    7  7 
7   7   7 
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On  aura  aiusi  uu  tableau  qu'on  pourra  envisager  sous  doux  rap- 
ports :  d'abord  comme  présentant  une  ligne  de  trois  7,  c'est-à-dire 
une  ligne  égale  à  7X3,  laquelle  ligue  est  répétée  deux  fois;  ce 
qui  donne  bien  7X3X2.  llusuite,  on  peut  considérer  ce  tableau 
comme  composé  de  trois  colonnes  de  deux  7 ,  c'est-à-dire  trois  co- 
lonnes égales  chacune  à  7  X  2  ;  ce  qui  fait  bien  pour  les  trois  co- 
lonnes ensemble 

7X2X3; 
donc 

7X3X2  =  7X2X3. 

Ce  préliminaire  posé,  je  dis  que,  quand  on  a  un  produit  com- 
posé d'autant  de  facteurs  que  l'on  veut,  on  peut  prendre  ces  fac- 
teurs dans  quelque  ordre  que  ce  soit. 

Soit 8X4X3X7X5X2X9.  Pour  montrei"  que  ces  sept 
facteurs  peuvent  être  pris  dans  quelque  ordre  que  ce  soit,  il  suffit 
de  montrer  que  tel  de  ces  facteurs  qu'on  voudra  peut  être  trans- 
porté dans  le  produit  à  tous  les  rangs  possibles ,  sans  changer  la 
valeur  de  ce  produit  -.  ainsi  il  suffit  de  montrer  que  le  facteur  7, 
que  je  prends  au  hasard,  peut  passer  à  telle  place  qu'on  voudra  dans 
le  produit.  Or,  je  dis  qu'en  effet  ce  7,  qui  est  maintenant  le  qua- 
trième facteur,  peut  avancer  ou  reculer  de  une,  ou  deux,  ou  etc., 
places.  En  effet,  commençons  par  montrer  qu'on  peut  le  faire  avan- 
cer, c'est-à-dire  le  faire  passer  avant  le  troisième,  ou  avant  le 
deuxième,  ou  enfin  avant  le  premier  facteur.  Pour  cela,  je 
prends  tous  les  premiers  facteurs  du  produit  depuis  la  gauche  jus- 
qu'à celui  que  je  considère  inclusivement,  c'est-à-dire  jusqu'à  y 
comprendre  7,  mais  pas  plus  loin.  Ces  quatre  premiers  facteurs 
font  un  produit  8X4X3X7,  dont  7  est  le  dernier.  Mais  ou 
peut  changer  l'ordre  des  deux  derniers  facteurs  d'un  produit;  on 
peut  donc  écrire  8X4X7X3.  Ainsi,  au  lieu  de  notre  ancien  pro. 
duit  8X4X3X7X5X2X9,  nousaurous  8X4X7X3X5X2X9, 
et  notre  7  sera  avancé  avant  le  3 ,  qui  était  auparavant  le  troi- 
sième facteur.  Maintenant  il  n'y  a  qu'à  ne  prendre  que  les  trois 
premiers  facteurs  de  ce  nouveau  produit,  à  savoir,  8  x  4  x  7;  et 
comme  7  est  alors  le  dernier,  on  pourra  encore  l'avancer  d'un  rang 
par  le  lemme  précédent  ;  et  ainsi  de  suite. 

Reprenons  notre  ancien  produit  8X4X3X7X5X2X9, 


38  ÉLÉMENTS    DE    MATHÉMATIQUES. 

et  moDtrons  à  présent  que  le  facteur  7,  que  nous  avons  choisi  au 
hasard,  peut  ôtre  reculé  de  place  en  place  jusqu'à  la  dernière. 
Pour  cette  fois,  je  prends  non-seulement,  comme  tout  à  l'heure, 
tous  les  premiers  facteurs  jusqu'à  7  inclusivement,  mais  je  prends 
encore  le  suivant  5.  Ces  facteurs  forment  alors  un  produit  dont 
7  est  l'avant-dernier,  à  savoir,  8X4X3X7X5.  D'après  notre 
lemme,  on  pourra  écrire  8X4X3X5X7:  ainsi,  au  lieu  de 
notre  ancien  produit  8X4X3X7X5X2X9,  nous  aurons 
8X4X3X5X7X2X9,  où  7a  reculé  d'une  place.  Cela 
compris,  en  prenant  les  six  premiers  facteurs,  dont  7  est  mainte- 
nant l'avant-dernier ,  on  verra  aisément  qu'on  peut  encore  le  faire 
reculer  d'une  place ,  et  on  le  fera  reculer  ainsi  d'autant  de  places 
qu'on  voudra  jusqu'à  la  dernière  place.  Un  facteur  quelconque, 
tel  que  7,  peut  donc  occuper  successivement  toutes  les  places. 

C.  Q.  F.  D. 

18.  Corollaire  I.  —  Le  produit  de  plusieurs  nombres  décimaux 
ne  change  pas ,  dans  quelque  ordre  qu'on  les  multiplie  entre  eux. 

En  effet,  pour  faire  cette  multiplication,  on  multiplie  entre  eux 
les  nombres  entiers  résultant  de  la  suppression  des  virgules  des  fac- 
teurs décimaux;  ensuite,  sur  la  droite  de  ce  produit,  on  sépare 
autant  de  chiffres  décimaux  qu'il  y  en  avait  dans  les  facteurs. 
Donc,  puisque  le  produit  de  plusieurs  nombres  entiers  ne  change 
pas  avec  l'ordre  des  facteurs,  il  en  sera  de  même  du  produit  de 
plusieurs  nombres  décimaux. 

Corollaire  II.  —  Multiplier  une  quantité  par  le  produit  de  plu- 
sieurs nombres,  revient  à  la  multipher  successivement  par  chacun 
de  ces  nombres.  Ainsi,  multiplier  5  par  42,  qui  est  le  produit  de 
2  X  3X7,  revient  à  multiplier  5  d'abord  par  2,  ce  qui  donne  lO; 
ensuite  10  par  3,  ce  qui  donne  30  ;  enfin,  30  par  7,  ce  qui  donne 
210.  Quoique  ceci  soit  presque  évident  de  soi-même,  on  peut  le 
déduire  de  la  manière  suivante  de  ce  qui  précède.  Puisque  l'ordre 
des  facteurs  ne  fait  rien  dans  leur  produit ,  on  peut  écrire  : 
5X2X3X7=2X3X7X5, 

ou  5X2X3X7  =  42X5,   puisque  2X3X7 

égale  42. 

Or,  5  X  42  égale  42X5,  donc  on  a5X2X3X7  =  5X42. 
C.  Q.  F.  D. 
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DIVISION 

DES  NOMBRES  ENTIERS  ET  DES  DÉCIMALES. 

19.  Définition.  —  On  appelle  dividon  l'opération  par  laquelle, 
étant  donné  le  produit  de  deux  nombres  et  l'un  de  ces  nombres, 
ou  cherche  l'autre.  Par  exemple,  diviser  o  par  2  signiûerait  qu'é- 
tant donné  G  et  l'un  de  ses  facteurs  2,  il  faudrait  trouver  l'autre, 
qui  est  évidemment  3,  car  3  x  2  =  6. 

Proposition.  —  «  La  division  revient  à  partager  le  produit  donné 
«  en  autant  de  parties  égales  qu'il  y  a  d'unités  dans  celui  de  ses 
«  deux  facteurs  qui  est  connu,  lorsque  celui-ci  est  un  nombre 
«  entier.  " 

Démonstration.  —  En  effet,  étant  donné  15  et  l'un  de  ses  fac- 
teurs 5,  par  exemple,  la  division  a  pour  objet  de  trouver  l'autre 
facteur,  c'est-à-dire  le  nombre  qui,  pris  cinq  fois,  donne  J5.  Mais, 
puisque  ce  nombre  a  besoin  d'être  pris  cinq  fois  pour  donner  lô, 
c'est  donc  qu'il  est  cinq  fois  plus  petit  que  1 5,  ou,  autrement  dit, 
la  cinquième  partie  de  15.  La  question  revient  donc  bien  à  par- 
tager 1 5  en  5  parties  égales. 

Corollaire  I.  —  Multiplier  une  quantité  par  une  fraction  dont  le 
numérateur  est  l'unité  revient  à  la  diviser  par  le  dénominateur  de 
cette  fraction  ;  car,  par  exemple,  multiplier  une  quantité  par  1  re- 
vient, d'après  ce  que  nous  avons  dit  dans  la  multiplication,  à  pren- 
dre la  septième  partie  de  cette  quantité. 

Corollaire  11.  —  La  division  de  deux  nombres  l'un  par  l'autre 
peut  se  représenter  comme  une  fraction.  Par  exemple,  la  division 
de  1 5  par  5  peut  se  représenter  ainsi  ^  ;  car  cette  expression,  d'a- 
près ce  qu'on  a  vu,  signifie  15  cinquièmes,  c'est-à-dire  15  fois  la 
cinquième  partie  de  l'unité  :  or  cela  n'est  bien  évidemment  que  le 
cinquième  de  15  fois  l'unité  entière,  c'est-à-dire,  n'est  que  le  résul- 
tat de  15  divisé  par  5.  Ainsi  ^,  ou  toute  autre  expression  sembla- 
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ble,  peut  se  lire  de  deux  manières  :  ou  en  disant  15  cinquièmes,  ou 
en  disant  15  divisé  par  5. 

Définition.  — Le  nombre  à  partager  ou  à  diviser  s'appelle  divi- 
dende; le  nombre  par  lequel  on  divise  s'appelle  diviseur,  et  le 
résultat  de  l'opération  s'appelle  quotient. 

Le  dividende  et  le  diviseur  s'appellent  encore  les  termes  de  la 
division. 

Remarque. -^Le  nom  de  quotient  vient  de  ce  que,  comme  on 
le  verra  bientôt,  les  unités  entières  du  quotient  marquent  combien 
de  fois  le  diviseur  va  dans  le  dividende. 

20.  Proposition.  —  "  On  peut  multiplier  le  dividende  et  le  divi- 
«  seul"  par  un  même  nombre,  soit  entier,  soit  fractionnaire,  sans 
«  que  cela  change  le  quotient.  » 

Ainsi,  reprenons  l'exemple  ci-dessus  de  6  divisé  par  2  ;  cette 
division  donne  3  pour  quotient,  ce  qui  peut  s'écrire  ainsi  : 

1  =  3. 

Or,  je  prétends  que,  si,  au  lieu  de  6  et  2,  on  prend  les  produits 
de  ces  quantités  par  un  même  nombre,  tel  que  5,  par  exemple, 
3  pourra  encore  servir  de  quotient  à  ces  deux  produits  ;  ce  qui  peut 
s'écrire  ainsi  : 

5  fois  6 

5  fois  2 

c'est-à-dire  que  je  prétends  que  3  multiplié  par  le  nouveau  diviseur 
5  fois  2  redonnera  le  nouveau  dividende  5  fois  6.  En  effet,  nous 
avons  vu,  p.  33,  que  si  ou  multiplie  l'un  des  facteurs  d'une  multipli- 
cation par  un  nombre,  cela  multiplie  le  produit  par  le  même  nom- 
bre :  donc  si,  au  lieu  de  prendre  3  et  2  pour  facteurs,  ce  qui  donne 
r.  pour  produit,  on  prend  3  et  5  fois  2,  cela  donnera  pour  produit 
r,  fois  6  :  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  démontrerait  de  même  que  l'on  peut  multiplier  pareillement 
les  deux  termes  d'une  division  par  un  même  nombre  fractionnaire, 
tel  que  y  ou  f ,  etc. 

Corollaire.  —  On  peut  diviser  le  dividende  et  le  diviseur  par  un 
même  nombre  entier,  tel  que  7  par  exemple,  sans  que  cela  change 
le  quotient.  En  effet,  d'après  la  proposition  que  nous  venons  d'éta- 
blir, on  peut  multiplier  le  dividende  et  le  diviseur  par  une  fraction. 
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pomme  '  ;  or  ceci  revient  à  los  diviser  par  7  [voy.  p.  37,  Cor.  T)  : 
donc,  etc. 

2 1 .  Refile  à  suivre  pour  la  division.  —  «  Pour  diviser  un  nom- 
«  bre  par  un  autre,  écrivez  le  diviseur  à  droite  du  dividende,  et 
«  placez  un  trait  vertical  entre  ces  nombres;  mettez  un  trait  hori- 
«  zontal  sous  le  diviseur  pour  le  séparer  du  quotient  demandé,  que 
«  vous  poserez  au-dessous.  Ne  prenez,  sur  la  gauche  du  dividende, 
«  que  ce  qu'il  faut  de  chiffres  pour  contenir  le  diviseur  ;  ces  chiffres 
«  formeront  le  premier  dividende  partiel  :  cherchez  combien  de  fois 
«  ce  premier  dividende  partiel  contient  le  diviseur  ;  ce  nombre  de 
«  fois  sera  le  premier  chiffre  à  gauche  du  quotient.  Écrivez  ce  pre- 
«  mier  chiffre  du  quotient  sous  le  diviseur;  multipliez  le  diviseur 
«  par  ce  chiffre-,  mettez  le  produit  sous  le  premier  dividende  par- 
«  tiel  ;  placez  un  trait  sous  ce  produit,  et  retranchez-le  du  di- 
«  vidende  partiel.  A  la  droite  du  reste,  abaissez  le  premier  des 
«  chiffres  du  dividende  qui  n'ont  pas  encore  été  employés  ;  vous 
')  obtiendrez  ainsi  un  second  dividende  partiel,  sur  lequel  vous 
«  opérerez  comme  sur  le  premier  ;  ce  qui  déterminera  le  deuxième 
»  chiffre  du  quotient ,  que  vous  écrirez  à  la  suite  du  premier. 
«  Vous  répéterez  les  mêmes  opérations  jusqu'à  l'entier  épuisement 
«  des  chiffres  du  dividende.  Alors,  si  le  dernier  reste  est  zéro,  les 
«  chiffres  trouvés  au  quotient  donneront,  au  complet,  le  quotient 
"  demandé;  mais  si  le  dernier  reste  est  un  nombre,  il  faut  ajouter 
«  aux  chiffres  qu'on  a  trouvés  au  quotient  une  fraction  ayant 
"  pour  numérateur  le  dernier  reste,  et  pour  dénominateur  le  di- 
«  viseur  de  la  division.  » 

Remarque.  —  Pour  qu'un  chiffre  mis  an  quotient  soit  exact ,  il 
faut,  1°  que  le  produit  du  diviseur  par  ce  chiffre  puisse  se  re- 
trancher du  dividende  partiel  :  ceci  est  évident;  et  il  faut,  2°  que 
le  reste  soit  moindre  que  le  diviseur.  En  effet ,  si  le  reste  contenait 
encore  le  diviseur,  c'est  qu'alors  le  dividende  contenait  ce  diviseur 
au  moins  une  fois  de  plus  qu'on  ne  l'avait  marqué  au  quotient,  et 
ainsi  ce  quotient  serait  trop  petit  au  moins  d'une  unité. 

Application.  —  Appliquons  cette  règle  à  un  exemple.  Soit  4752 
k  diviser  par  8.  Je  dispose  le  "calcul  de  cette  manière  : 
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Dividende. 

4752 

40 

8       Diviseur. 

594  Quotient 

1^"^  reste. 

75 

72 

2*  reste. 

32 
32 

Dernier  reste. 

0 

Le  premier  chiffre  du  dividende  ne  suffisant  pas  pour  contenir  le 
diviseur  8,  je  prends  les  deux  premiers  47,  et  je  dis  :  En  47  com- 
bien de  fois  8  ?  5  fois,  que  j'écris  au  quotient.  Je  multiplie  8  par  ce 
chiffre  5,  et  ayant  écrit  le  produit  40  sous  47,  je  fais  la  soustrac- 
tion; ce  qui  me  donne,  pour  premier  reste,  7.  A  côté  de  ce  reste, 
j'abaisse  le  chiffre  suivant  5  du  dividende,  et  je  dis  :  Eu  75  com- 
bien de  fois  8?  Il  y  est  9  fois,  que  j'écris  au  quotient.  Je  multiplie 
encore  le  diviseur  8  par  ce  chiffre  9,  et,  ayant  écrit  le  produit  72 
sous  75,  je  fais  la  soustraction;  ce  qui  me  donne  un  deuxième 
reste  3.  A  côté  de  ce  reste,  j'abaisse  le  chiffre  suivant  2  du  divi- 
dende, et  je  dis  :  En  32  combien  de  fois  8?  11  y  est  4  fois,  que 
j'écris  au  quotient.  Puis,  soustrayant  4  fois  8  ou  32  de  32,  j'ai, 
pour  troisième  reste,  0.  Ainsi  le  quotient  demandé  est  594. 

liemarque.  —  Si  on  avait  voulu  diviser  4759  par  8,  l'opération 
serait  disposée  comme  la  précédente  en  cette  manière  : 


4759 
40 


594 


75 
72 


39 
32 


et  le  reste  eût  été  égal  à  7.  Dans  ce  cas,  le  nombre  entier  594 
trouvé  au  quotient  n'est  pas  la  vraie  valeur  du  quotient;  mais  c'en 
est  la  partie  enlière,  et,  pour  la  compléter,  il  faut  y  ajouter  la 
fraction  |. 
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Démonstration.  —  Pour  démontrer  la  légitimité  de  la  règle  pré- 
cédente, je  vais  d'abord  prouver  que,  dans  tous  les  cas,  soit  que 
le  dernier  reste  soit  zéro  ou  plus  grand  que  zéro,  le  nombre  594 
trouvé  au  quotient  est  le  nombre  do  l'ois  que  le  diviseur  va  dans 
le  dividende.  Pour  se  convaincre  de  ceci ,  il  sulût  d'observer  que 
les  divers  chiffres  de  ce  nombre  594  ont  été  obtenus  en  cherchant 
successivement  combien  de  l'ois  le  diviseur  allait  dans  les  cen- 
taines, puis  dans  les  dizaines,  et  enfin  dans  les  unités  du  dividende. 
Ce  qui  ne  veut  pas  dire  qu'après  avoir  trouvé  d'abord  combien  de 
fois  8  allait  dans  les  47  centaines  du  dividende ,  ou  a  cherché  en- 
suite combien  ce  8  allait  dans  chacun  des  chiffres  suivants,  à  sa- 
voir, dans  le  chiffre  5  des  dizaines,  puis  dans  le  chiffre  9  des 
unités.  C'est  dans  un  sens  plus  exact  que  cela  que  l'on  peut  dire 
que  chaque  chiffre  du  quotient  a  été  obtenu  en  cherchant  combien 
de  fois  s  allait  dans  les  centaines,  puis  dans  les  dizaines,  puis  dans 
les  unités  du  dividende.  Ainsi,  après  avoir  trouvé  les  centaines  5 
du  quotient  en  disant  :  En  47  centaines  qui  commencent  le  divi- 
dende, combien  de  fois  8?  on  a  observé  que  ces  5  centaines  prises 
8  fois  ne  donnaient  que  40  centaines  au  heu  de  47,  et  l'on  a  con- 
verti l'excédant  7  en  dizaines  ;  ce  qui  a  fait  70  dizaines.  Alors  il  a 
bien  fallu  joindre  ces  70  dizaines  au  chiffre  5  des  dizaines  du  di- 
vidende pour  avoir,  au  complet,  le  total  des  dizaines,  qui  s'est 
monté  ainsi  à  75  dizaines,  et  on  a  cherché  combien  de  fois  le  divi- 
seur 8  allait  dans  ces  dizaines  :  l'on  a  trouvé  qu'il  y  allait  9  di- 
zaines de  fois  avec  un  reste  de  3  dizaines  ;  ce  nouveau  reste ,  réuni 
au  chiffre  2  laissé  jusque-là  intact,  nous  a  donné  32  unités.  Enfin, 
on  a  cherché  combien  de  fois  le  diviseur  8  allait  dans  ces  32  unités 
du  dividende ,  et  c'est  ainsi  qu'on  a  eu  le  dernier  chiffre  4  du  quo- 
tient. D'où  l'on  voit  que  les  divers  chiffres  du  quotient  ont  bien 
été  obtenus  en  cherchant  successivement  combien  le  diviseur  8  al- 
lait dans  les  centaines,  puis  dans  les  dizaines,  et  enfin  dans  les 
unités  du  dividende.  Par  conséquent  ce  nombre  entier  trouvé  au 
quotient  marque  bien  le  nombre  de  fois  que  le  diviseur  va  dans 
tout  le  dividende. 

De  la  il  est  aisé  de  conclure  que,  l**  dans  le  cas  où  le  dernier 
reste  de  l'opération  est  nul,  on  a  exactement  la  valeur  du  quotient  : 
car  on  a  le  nombre  de  fois  que  le  diviseur  va  exactement  dans  le 
dividende ,  c'est-à-dire  le  nombre  de  fois  qu'il  faut  répéter  ce  di- 
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viseur  pour  avoir  exactement  le  dividende;  ce  qui  est  bien  le  quo- 
tient d'après  la  définition  de  la  division. 

2°  Dans  le  cas  où  le  dernier  reste  de  l'opération  est  plus  grand 
que  zéro ,  les  raisonnements  ci-dessus  montrent  encore  que  le  nom- 
bre entier  trouvé  au  quotient  marque  combien  de  fois  le  diviseur 
va  dans  le  dividende;  seulement,  dans  ce  cas,  le  dividende,  outre 
ce  nombre  de  fois  le  diviseur,  contient  encore  quelque  chose  de 
plus,  égal  au  dernier  reste  de  l'opération. 

Ainsi,  dans  le  deuxième  des  exemples  ci-dessus,  le  dividende 
4759  contient  594  fois  le  diviseur  8,  plus  un  reste  7  ;  c'est-à-dire 
que  le  dividende  est  égal  à  deux  quantités,  l'une  qui  vaut  8  fois 
594,  et  l'autre  qui  est  7,  ce  qui  peut  s'écrire  ainsi  : 

4759  =  594  X  8 -\- 1 , 

où  cette  croix  4-  signifie  plvs ,  et  les  autres  signes  sont  ceux  de  la 
page  35.  D'après  cela ,  il  est  facile  de  voir  quelle  est  la  valeur  exacte 
du  quotient  de  la  division  de  4759  par  8;  car  cette  division  re- 
vient à  prendre  le  huitième  de  47  59  [voij.  p.  39):  or,  d'abord  le 
huitième  de  594  X  8,  c'est-à-dire  de  8  fois  594,  est  bien  594,  et 
ensuite  le  huitième  de  7  est  bien  |.  Donc  le  quotient  cherché  est 
en  tout  594  plus  |.  C.  Q.  F.  D. 

Remarque  I.  —  Lorsque ,  dans  le  cours  de  la  division ,  on  ren- 
contre un  dividende  partiel  moindre  que  le  diviseur,  on  met  zéro 
au  quotient ,  et,  après  avoir  abaissé  à  droite  de  ce  dividende  par- 
tiel le  chiffre  suivant  du  dividende  donné,  on  continue  l'opéra- 
tion. Ainsi  soit  à  diviser 


1517 


2^  et  3^  divid. 


Reste. 


14 

117 
112 

par  14 


108  -h   Quotient. 


je  dis  :  En  15  combien  de  fois  14?  i  fois,  que  j'écris  au  quotient. 
Ensuite,  une  fois  14  ôté  de  15,  reste  l  ;  à  côté  de  quoi,  abaissant  1, 
j'ai  11  pour  deuxième  dividende.  Comme  il  ne  contient  pas  14, 
j'écris  zéro  au  quotient,  et,  abaissant  le  chiffre  suivant  7,  je  dis  ; 
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En  1 17  combien  de  lois  i  -i  ?  8  lois ,  que  j'écris  au  quotient.  Ce  zéro 
est  nécessaire,  parce  que,  d'après  l'explication  que  nous  avons 
donnée  de  la  division,  les  divers  dividendes  partiels  fournissent, 
par  les  nombres  de  fois  qu'ils  contiennent  le  diviseur,  les  divers  or- 
dres d'unités  du  quotient.  Or,  on  sait  que,  quand  il  manque  quel- 
que ordre  d'unités  3  dans  un  nombre ,  on  doit  tenir  la  place  de  cet 
ordre  par  un  zéro.  (  Voy.  p.  12  et  13). 

Remarque  IL  —  C'est  pour  plus  de  facilité  que  nous  avons 
prescrit  d'écrire  sous  cbaque  dividende  partiel  le  produit  du  divi- 
seur par  le  cliiiïre  du  quotient  qu'on  trouve;  car,  dans  la  pratique, 
on  retranche  immédiatement  du  dividende  partiel  les  produits  des 
chiffres  du  diviseur  par  le  chiffre  qu'on  a  trouvé  au  quotient,  au 
fur  et  à  mesure  que  l'on  calcule  ces  produits. 

Ainsi  pour  diviser 

4759     I  par  49 
349      I  97  ^ 
06 

je  dis  :  En  475  combien  de  fois  49?  9  fois.  Ensuite,  multipliant 
49  par  9,  nous  avons ,  i°  9  fois  9  font  81 ,  qui  ne  peut  s'ôter  du 
dernier  chiffre  5  de  475  ;  mais  j'emprunte  8  sur  47,  ce  qui  vaut  8 
dizaines  par  rapport  à  .5,  et  je  dis  :  Qui  de  85  ôte  81  a  4  pour 
reste,  que  j'écris  au-dessous.  Continuant  à  multiplier  49  par  9, 
nous  avons ,  2°  9  fois  4  qui  font  36  ;  à  quoi  j'ajoute  l'emprunt  8 
fait  sur  47,  ce  qui  donne  44,  et  je  dis  :  44  ôté  de  47,  il  reste  3.  Natu- 
rellement on  serait  porté  à  déduire  de  47  les  8  que  nous  lui  avons 
empruntés,  ce  qui  le  réduirait  à  39,  d'oîi  l'on  ôterait  ensuite  36; 
mais  on  voit  que  ce  que  nous  faisons  revient  au  même ,  car  ôter 
d'abord  8  de  47,  puis  ôter  36  du  reste,  est  bien  la  même  chose  que 
d'ôter  en  une  fois  36  plus  8  ou  44  ;  seulement  cette  dernière  ma- 
nière est  plus  commode.  J'ai  donc  34  pour  reste ,  à  côté  duquel  j'a- 
baisse 9  ;  ce  qui  fait  349  pour  second  dividende,  sur  lequel  j'opère 
comme  sur  le  premier. 

Passons  maintenant  aux  nombres  décimaux. 

22.  Règle  pour  la  division  des  décimales.  «Pour  faire  cette 
«  opération,  il  faut  d'abord  préparer  les  nombres  donnés  de  manière 
«  qu'ils  contiennent  autant  de  chiffres  décimaux  l'un  que  l'autre  ; 
«  ce  qui  se  fait  en  mettant  assez  de  zéros  à  la  suite  de  celui  des 
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«  nombres  qui  a  le  moins  de  chiffres  décimaux  pour  qu'il  en  ait 
«  autant  que  l'autre.  Cela  fait,  supprimez  les  virgules  de  vos  deux 
«  nombres,  et  divisez  l'un  par  l'autre  les  nombres  entiers  qui  ré- 
«  sultent  de  cette  suppression,  le  quotient  que  vous  obtiendrez  ainsi 
«  sera  le  quotient  demandé.  » 

Ainsi,  pour  diviser  23,5  par  1,71 ,  je  commence  par  mettre  un 
zéro  à  la  suite  du  dividende,  ce  que  nous  avons  vu  (page  2l)  être 
permis  dans  les  nombres  décimaux  ;  j'ai  de  cette  manière  à  diviser 

23,50  par  1,71. 

Pour  cela,  je  supprime  les  virgules,  et  je  fais  l'opération  comme 
on  le  voit  ci-dessous  .- 

2350     I      171 


640      I    13  m 
127 

Le  quotient  de  23,5  par  i,7i  est  donc  13  |s|.  La  raison  de  cette 
règle  est  toute  simple  ;  car  on  sait  (p.  40)  qu'en  multipliant  le  di- 
vidende et  le  diviseur  par  un  même  nombre ,  on  ne  change  pas  le 
quotient.  Or,  en  supprimant  la  virgule  dans  les  nombres  23,50 
et  1,71,  je  les  multiplie  tous  deux  par  loo,  comme  on  l'a  vu, 
p.  21  et  22.  Donc,  etc. 

Nous  allons  montrer,  pour  compléter  la  division  des  décimales, 
comment  l'on  peut  changer  la  fraction  ordinaire ,  comme  m,  que 
donne  quelquefois  cette  division ,  en  une  fraction  décimale  équiva- 
lente. 

«  Cette  règle  consiste  à  mettre  d'abord  une  virgule  à  la  droite  des 
«  unités  entières  obtenues  au  quotient.  Ensuite  il  faut,  1°  mettre  un 
«  zéro  à  la  suite  du  dernier  reste,  et  chercher,  après  cela,  com- 
«  bien  de  fois  il  contient  le  diviseur  ;  2°  écrire  ce  nombre  de  fois 
«  à  la  suite  de  la  virgule  mise  au  quotient,  c'est-à-dire,  écrire  ce 
«  nombre  au  rang  des  dixièmes  ;  retrancher,  comme  à  l'ordinaire, 
«le  produit  du  diviseur  par  ce  même  nombre,  du  dividende  sur 
«  lequel  on  vient  d'opérer. 

«  Cela  fait ,  on  opère  sur  le  reste  qu'on  obtient  ainsi ,  comme  sur 
«le  reste  précédent,  c'est-à-dire  que,  i"  on  met  un  zéro  à  sa 
"  droite ,  et  l'on  cherche  après  cela  combien  de  fois  il  contient  le 
«diviseur;  2"  on  met  ce  nombre  de  fois  au  rang  des  centièmes 
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«  dans  le  quotient,  et  on  retranche,  comme  à  l'ordinaire,  le  pro- 
«  duit  du  diviseur  par  ce  nombre,  du  dividende  sur  lequel  on  vient 
«  d'opérer. 

«  Enûn  ,  en  continuant  ainsi  de  suite,  on  aura  successivement 
«  tous  les  chilfres  décimaux  du  quotient.  » 

Pour  donner  la  raison  de  cette  règle ,  reprenons  l'exemple  pré- 
cédent. 

2350     171 
640    13,742 
1270 
730 
460 
118 

Après  avoir  obtenu ,  comme  ci-dessus ,  1 3  unités  entières  au 
quotient  et  127  pour  reste ,  je  cherche  à  combien  de  dixièmes  équi- 
vaut ce  reste.  Or,  il  est  clair  qu'une  unité  valant  dix  dixièmes, 
pour  voir  combien  de  dixièmes  vaut  un  certain  nombre  d'unités, 
il  n'y  a  qu'à  décupler  ce  nombre  ;  ce  qui  se  fait  en  mettant  un  zéro 
à  sa  suite  (p.  20).  Je  trouve  donc  que  127  unités  font  1270  dixiè- 
mes. Ensuite,  pour  diviser  ces  dixièmes  par  171,  je  fais  comme  si 
leur  nombre  1270  était  entier  ;  car  il  est  clair  que  si  la  171*^  partie 
du  nombre  entier  1270  donne  7  pour  quotient  et  7  3  pour  reste, 
alors  la  171^  partie  de  1270  dixièmes  donnera  7  dixièmes  pour 
quotient,  et  73  dixièmes  pour  reste.  Mais  on  voit  bien  que,  pour 
obtenir  les  centièmes  du  quotient,  je  pourrais  raisonner  sur  ce 
reste  73  dixièmes ,  comme  j'ai  fait  sur  1 27  pour  avoir  mes  7  dixiè- 
mes. Ainsi ,  eu  suivant  la  règle  prescrite ,  ou  aura  donc  successive- 
ment tous  les  chiiïres  décimaux  du  quotient. 

25.  Remarque.  —  La  même  règle  s'applique  à  la  transforma- 
tion d'une  fraction  ordinaire  quelconque  en  fraction  décimale 
équivalente. 

Dans  ce  cas ,  «  prenez  le  numérateur  de  votre  fraction  pour  di- 
«vidende  et  le  déiiomuiateur  pour  diviseur  ;  mais  ici,  comme  le 
«  numérateur  est  trop  petit,  il  ne  contiendra  pas  le  dénominateur  : 
«  vous  commencerez  donc  par  mettre  un  zéro  au  quotient  pour 
«  tenir  la  place  des  unités  entières ,  et  une  virgule  pour  le  séparer 
«  des  dixièmes  que  vous  vous  proposez  de  calculer.  Cela  fait,  vous 
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«  écrivez  nn  zéro  à  la  di'oite  du  numérateur  pris  pour  dividende , 
»  et  vous  le  divisez  par  le  dénominateur  ;  ce  qui  vous  donne  le 
«  chiffre  des  dixièmes,  et  vous  continuez  la  division  comme  dans 
«  la  règle  précédente.  » 

Par  exemple,  pour  la  fraction  |,  en  disposant  le  calcul  de  la 
manière  suivante  : 


30 

60 
40 


8 


0,375 


on  trouvera  0,375. 


Remarque. — Quelquefois  l'opération  est  interminable ,  et  on 
trouve  au  quotient  une  suite  de  chiffres  qui  se  répètent  sans  cesse 
dans  le  même  ordre  ;  c'est  ce  qui  arriverait  pour  la  fraction  f ,  pour 
laquelle ,  faisant  le  calcul  de  la  manière  suivante  : 


30 
20 
60 
40 


0,4285714. 


50 

10 
30 


on  trouverait  0,428571      428571      428571,  où  les  chiffres  428571 

se  reproduisent  sans  cesse  dans  le  même  ordre. 

On  appelle  ces  sortes  de  quotient,  ou  de  fractions  décimales,  du 
nom  à.Q périodiques  :  ainsi  nous  retiendrons  la  déûnition  suivante. 

24.  Définition  I.  —  On  appelle  fraction  ou  quotient  pério- 
dique ,  une  fraction  décimale  composée  de  chiffres  décimaux  qui 
se  répètent  continuellement  dans  le  même  ordre. 

Définition  II.  —  La  réunion  des  chiffres  qui  se  répètent  sans 
cesse  dans  une  fraction  périodique  s'appelle  la  période. 

Ainsi,  428571  est  la  période  de  la  fraction  ci-dessus. 

Définition  IIL  —  On  appelle  périodique  simple  toute  fraction 
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périodique  qui  ne  contient  pas  d'autres  chiffres  décimaux  que 
ceux  de  la  période. 

Ainsi  la  fraction  périodique  ci-dessus  0,428J7J     428571     4 

est  une  fraction  périodique  simple. 

DéfmUion  IV.  —  Ow  appelle /mc^/on  périodique  mixte,  toute 
fiaction  qui  contient  quelques  chiffres  décimaux  non  périodiques 
avant  la  première  période. 

Ainsi  la  fraction  o,  2  142857  142857  est  une  fraction  pério- 
dique mixte,  parce  qu'avant  la  période  142857  il  y  a  le  chiffre  2 
qui  ne  se  répèle  pas. 

Remarque  I.  —  Il  est  facile  de  prévoir,  d'après  ce  que  nous  di- 
rons plus  tard,  si  une  fraction  ordinaire  doit  avoir  une  valeur 
décimale  finie  ou  une  valeur  périodique. 

Remarque  //.  —  Comme  il  faudrait  prolonger  à  l'inflni  la  suite 
des  chiffres  décimaux  pour  avoir  exactement  la  valeur  d'une  frac- 
tion périodique,  il  s'ensuit  qu'à  quelque  nombre  de  chiffres  que 
l'on  s'arrête,  on  commet  toujours  une  erreur;  mais  on  peut  aisé- 
ment apprécier  cette  erreur  par  la  proposition  suivante. 

ProjMsilion.  —  «  Toute  la  suite  des  chiffres  qu'on  pourrait  écrire 
«  à  la  suite  d'un  chiffre  décimal  d'un  certain  ordre  ne  vaut  pas 
«  une  unité  de  cet  ordre.  » 

Ainsi,  je  dis  que  tous  les  chiffres  que  je  pourrais  mettre  à  la 
suite  du  chiffre  des  centièmes  d'une  fraction  décimale,  telle  que 
0,43,  par  exemple,  ne  feront  jamais  un  centième.  En  effet,  pre- 
nons les  chiffres  les  plus  grands  qu'on  puisse  prendre ,  c'est-à-dire 
des  9,  et  écrivons  la  suite 

0,4399999..,. 

Je  dis  que,  si  loin  qu'on  prolonge  la  suite  de  ces  9,  cela  n'augmen- 
tera jamais  la  fraction  0,43  d'un  centième;  car  l  centième  vaut  lo 
millièmes  :  ainsi,  pour  augmenter  0,43  de  i  centième,  il  faudrait 
ajouter  l  o  millièmes,  et,  comme  on  n'en  ajoute  que  9,  il  en  manque 
encore  i.  Mais  cette  quantité  l  millième  vaut  lo  dix-millièmes- 
ainsi,  pour  atteindre  notre  but,  il  faudrait  ajouter  lo  dix- 
millièmes,  et,  comme  nous  n'en  ajoutons  que  9,  il  en  manquera 
encore  l.  Pour  suppléer  à  ce  déficit,  il  faudrait  ajouter  l'équiva- 
lent de  cette  quantité  1  dix-millième,  c'est-à-dire,  lo  cent-mil- 
lièmes ;  or,  nous  n'en  ajoutons  que  9,  il  manquera  donc  encore  i 
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cent-millième;  ainsi  cle  suite  :  d'où  l'on  voit  que,  chaque  fois 
qu'on  écrit  9  à  un  certain  ordre ,  il  manque  encore  une  unité  dé- 
cimale de  cet  ordre  pour  que  la  fraction  0,43  soit  augmentée  d'un 
centième.  Donc,  si  loin  qu'on  prolonge  la  série  de  9  à  la  suite  des 
centièmes,  leur  ensemble  ne  fera  jamais  l  centième;  donc,  à  for- 
tiori^ cela  est-il  vrai  pour  des  chiffres  autres  que  9.    C.  Q.  F.  D. 

Corollaire — Quand  on  omet  tous  les  chiffres  décimaux,  à 
partir  d'un  certain  ordre  sur  la  droite  d'une  quantité  décimale, 
l'erreur  que  l'on  commet  est  moindre  qu'une  unité  de  cet  ordre. 

îio.  Proposition. —  a  Quand  le  premier  des  chiffres  que  l'on 
«  omet  sur  la  droite  d'une  quantité  décimale  est  5,  ou  plus  grand 
«  que  5,  il  faut  augmenter  d'une  unité  le  dernier  des  chiffres  que 
«  l'on  conserve  pour  rendre  l'erreur  moindre.  » 

Ainsi,  dans  0,214857  148...,,  si  je  veux  m'arrêter  aux  mil- 
lièmes, alors,  au  lieu  d'écrire  0,214,  j'écrirai  0,215,  et  l'erreur 
sera  moindre.  En  effet,  m'en  tenant  à  0,214,  je  néglige  8  dix- 
millièmes  et  davantage;  je  néglige  donc  plus  de  5  dix-millièmes. 
Maintenant,  si  j'ajoute  l  millième  entier  et  que  je  prenne  0,2 1 5, 
ce  millième  revenant  à  lo  dix-millièmes,  le  résultat  sera  trop 
grand,  puisqu'il  ne  fallait  ajouter  que  8  dix-millièmes  et  quelque 
chose;  mais  l'excès  ne  sera  que  ce  dont  lo  dix-millièmes  sur- 
passent 8  dix-millièmes  et  quelque  chose,  c'est-à-dire,  ne  sera 
qu'au-dessous  de  5  dix-millièmes  :  l'erreur  est  donc  moindre 
qu'auparavant,  puisque  auparavant  elle  était  au-dessus  de  5  dix- 
millièmes. 

Remarque  I.  — D'après  tout  ceci,  l'on  voit  que  pour  avoir  jus- 
qu'à telle  ou  telle  unité  décimale  près  la  valeur  d'un  quotient ,  il 
suffit  de  continuer  la  division  jusqu'à  ce  que  l'on  soit  arrivé  dans 
le  quotient  au  chiffre  de  l'ordre  de  cette  unité  décimale. 

Mais  on  a  souvent  besoin  de  calculer  le  quotient  d'une  division 
assez  approximativement,  pour  qu'en  multipliant  le  diviseur  par 
ce  quotient,  le  résultat  égale  le  dividende  à  telle  unité  décimale 
près.  Pour  cela,  observons  qu'en  généralisant  ce  qui  est  dit  p.  44, 
lig.  3  et  suivantes ,  on  voit  que  le  reste  de  division  fourni  par 
chaque  chiffre  du  quotient,  est  ce  qui  s'en  manque  pour  que  le  pro- 
duit du  diviseur  par  les  chiffres  obtenus  au  quotient  égale  le  divi- 
dende. Donc,  pour  atteindre  la  condition  requise  ici,  il  faudra 
pousser  le  calcul  de  la  division  jusqu'à  ce  que  l'on  obtienne  un 
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reste  dont  le  premicM'  chidre  à  gaiiclic  soit  d'un  ordre  inrérieur  ;i 
Tordre  de  riinitc  décimale  assignée.  l*ar  exemple,  proposous-nous 
de  calculer  le  quotient  de  3i  11,6926  par  2ôl8,  jusqu'à  ce  que 
ce  quotient  multiplié  par  le  diviseur  reproduise  le  disidende  à 
1  dixième  près,  c'est-a-dire,  redonne  tous  les  premiers  chiiïres 
3141,0  du  dividende  jusqu'au  chiffre  des  dixièmes  exclusivement. 
L'opération  se  disposera  ainsi  : 


314159260 

2518000 

6235 

1,24765 

11199 

19272 

16466 

13580 

990 

Arrivé  au  reste  990,  je  m'arrête,  parce  que  le  premier  chiffre  à 
gauche,  à  savoir  9  dans  ce  reste,  tomhe  dans  l'ordre  du  chiffre  2 
du  dividende  qui  est  de  deux  rangs  inférieur  au  chiffre  5  qu'on  a 
assigné  dans  ce  dividende,  et  je  suis  sur  que  le  quotient  1,24765 
remplira  la  condition  requise,  parce  que  pour  obtenir  le  produit 
que  donnerait  ce  quotient  multiplié  par  le  diviseur,  on  voit,  d'a- 
près la  page  44  citée  tout  à  l'heure,  que  je  n'ai  qu'à  soustraire  le 
reste  990  du  dividende.  Or,  cette  soustraction  laisse  intact  le 
chiffre  des  dixièmes  5  du  dividende.  Donc  le  produit  du  diviseur 
et  du  quotient  remplira  bien  la  condition  voulue. 

Remarque  II.  —  Ce  qui  précède  donne  donc  le  moyen  d'obte- 
nir la  valeur  approchée  d'un  quotient  périodique  ;  mais  la  règle 
suivante  donne  le  moyen  d'en  trouver  la  valeur  exacte. 

Règle. — «  Pour  trouver  la  valeur  exacte  d'un  quotient  pério- 
«dique,  écrivez  l'expression  qu'on  obtient  en  transportant  la 
»  virgule  après  la  première  période  du  quotient  donné  ;  ensuite  écri- 
«  vez  sous  cette  quantité  celle  qu'on  obtient  en  transportant  la  vir- 
«  gule  de  ce  quotient  avant  la  première  période,  et  retranchez  ces 
«  expressions  Tune  de  l'autre;  enfin,  donnez  au  reste,  pour  dé- 
«  nominateur,  autant  de  9  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  la  période, 
«  suivis  d'autant  de  zéros  qu'il  y  a  de  chiffres  entre  la  virgule  et 
«  la  première  période.  >> 

4. 
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Ainsi,  on  veut  trouver  la  valeur  de  4,2183183... ,  je  trausporte 
la  virgule  avant  et  après  la  première  période,  ce  qui  me  donne 
42,183183183...  et  42183,  183183183...  ;  jc  retranche  ces  résul- 
tats l'un  de  l'autre ,  et  j'ai 

42183,183183... 
42,183183... 

pour  reste    42i4i,oooooo... 

Enfln,  sous  ce  reste,  je  place  pour  dénominateur  9990,  où  l'on 
voit  trois  9,  parce  qu'il  y  a  trois  chiffres  dans  la  période  183,  et 
ces  9  sont  suivis  d'un  zéro,  parce  qu'il  y  a  un  chiffre  2  entre  la 
virgule  et  la  première  période  du  quotient  4,2183183...,-  j'ai 
ainsi 

42141 


9990 


pour  valeur  du  quotient  périodique  donné. 

En  effet ,  on  se  rappelle  bien  que  l'on  multiplie  un  nombre  dé- 
cimal par  10,  100,  1000,  etc.,  selon  qu'on  avance  la  virgule  d'un, 
de  deux,  de  trois,  etc.,  rangs  (p.  21  et  22).  Or,  en  transportant  la 
virgule  après  la  première  période,  nous  avons  avancé  cette  virgule 
de  quatre  rangs  vers  la  droite  :  ainsi,  par  ce  premier  transport  de 
virgule,  j'ai  pris  loooo  fois  le  quotient  donné.  On  voit  également 
que ,  par  le  deuxième  transport,  je  l'ai  pris  10  fois;  donc  le  reste 
42141,  obtenu  en  soustrayant  ces  deux  résultats  l'un  de  l'autre, 
égale  10000  fois  moins  10  fois,  c'est-à-dire  9990  fois  le  quotient 
donné.  Ainsi  ce  quotient ,  pris  une  seule  fois,  ne  vaudra  que 

42141 


9990  C.   Q.  F.  D. 

Remarque.  —  Quand  la  fraction  ou  le  quotient  périodique  est 
simple,  la  règle  ci-dessus  se  réduit  à  prendre  pour  numérateur 
la  période,  et  pour  dénominateur  autant  de  9  qu'il  y  a  de  chiffres 
dans  cette  période. 
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DES  FRACTIONS  ET  DES  NOMBRES  FRACTIONNAIRES. 

26.  La  différence  d'un  nombre  fraclionnaire  à  une  fraction  est 
que  dans  celle-ci  le  numérateur  est  plus  petit  que  le  dénomina- 
teur,  tandis  que  dans  celui-là  le  numérateur  est,  au  contraire, 
plus  grand  que  le  dénominateur  ;  par  exemple,  la  quantité  |  est 
une  fraction  ,  et  la  quantité  ^  est  un  nombre  fractionnaire.  Ainsi, 
une  fraction  est  toujours  plus  petite  que  l'unité,  et  un  nombre  frac- 
tionnaire est,  au  contraire,  plus  grand  que  1,  c'est  ce  que  nous 
avons  déjà  dit  n"  1. 

Nous  nous  proposons  ici  de  donner  les  règles  d'addition ,  de 
soustraction ,  de  multiplication  et  de  division  qui  conviennent  aux 
fractions  et  aux  nombres  fractionnaires;  mais  auparavant  nous 
allons  donner  quelques  détails  sur  la  manière  de  simplifier  une 
fraction. 

27.  Définition.  — Par  simplifier  une  fraction  on  entend  la  rem- 
placer par  une  fraction  équivalente,  mais  exprimée  par  des  termes 
plus  simples.  La  simplification  des  fractions  repose  sur  une  vérité 
que  nous  avons  déjà  au  moins  implicitement  établie  en  commen- 
çant la  division;  mais  nous  allons  la  donner  ici  plus  explicitement. 

Proposition  I.  —  «  Quand  on  rend  le  numérateur  d'une  fraction 
«  un  certain  nombre  de  fois  plus  grand  ou  plus  petit ,  la  fraction 
«  devient  ce  même  nombre  de  fois  plus  grand  ou  plus  petit.  >> 

Ainsi,  soit  la  fraction  |,  et  rendons  le  numérateur  deux  fois 
plus  grand,  par  exemple  :  cela  donnera  |,  et  ce  résultat  est  deux 
fois  plus  grand  que  f . 

La  raison  de  ceci  est  que,  le  numérateur  marquant  de  combien 
de  parties  d'unité  est  composée  la  fraction,  il  est  bien  clair  que  si 
ce  numérateur  devient  deux  fois  plus  grand,  alors,  comme  on 
prend  deux  fois  plus  de  parties,  on  aura  une  fraction  deux  fois  plus 
grande. 

On  verrait  de  même  qu'en  rendant  le  numérateur  un  certain 
nombre  de  lois  plus  petit ,  on  rend  la  fraction  ce  même  nombre  de 
fois  plus  petite. 
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Proimsition  IL  —  «  Quand  on  rend  le  dénominateur  d'une  frac- 
«  tion  un  certain  nombre  de  fois  plus  grand  ou  plus  petit,  on  rend 
«  au  contraire  la  fraction  ce  nombre  de  fois  plus  petite  ou  plus 
«  grande.  » 

Ainsi,  en  multipliant  par  2  le  dénominateur  de  |,  on  a  -^  ;  ce  qui 
fait  deux  fois  moins  que  |. 

La  raison  de  ceci  est  que ,  le  dénominateur  marquant  en  com- 
bien de  parties  l'unité  a  été  divisée  pour  former  la  fraction ,  il  est 
bien  clair  que  si  ce  dénominateur  devient  deux  fois  plus  grand , 
alors ,  comme  on  divise  l'unité  en  deux  fois  plus  de  parties ,  cha- 
cune est  nécessairement  deux  fois  plus  petite. 

On  verrait  de  même  qu'en  divisant  le  dénominateur  d'une 
fraction  par  un  nombre ,  on  rend  la  fraction  ce  nombre  de  fois 
plus  grande. 

Proposition  III.  —  «  Quand  on  divise  ou  qu'on  multiplie  les 
«  deux  termes  d'une  fraction  par  un  même  nombre,  on  ne  change 
«  pas  la  valeur  de  cette  fraction.  » 

Ainsi,  divisons  les  deux  termes  de  la  fraction  f  par  2 ,  nous  au- 
rons § ,  que  je  dis  valoir  autant  que  f . 

En  effet,  en  divisant  le  numérateur  de  la  fraction  |  par  2 ,  cela 
la  rend  deux  fois  plus  petite,  comme  on  l'a  vu  dans  la  première 
des  deux  propositions  ci-dessus  ;  mais  quand  on  divise  le  dénomi- 
nateur par  2 ,  cela  rend  la  fraction  2  fois  plus  grande.  Ces  deux 
opérations  se  compensent  donc  exactement  et  ne  changent  pas  la 
valeur  de  la  fraction. 

On  verrait  de  même  qu'on  peut  multiplier  les  deux  termes  d'une 
fraction  par  un  même  nombre. 

Remarque.  — Ces  trois  propositions  pouvaient  au  reste  se  con- 
clure du  n°  20. 

Corollaire.  —  Toutes  les  fois  qu'il  y  a  un  nombre  qui  peut  divi- 
ser les  deux  termes  d'une  fraction ,  on  peut  s'en  servir  pour  sim- 
plifier la  fraction  en  divisant  ces  deux  termes  par  ce  nombre.  On 
appelle  celui-ci  un  diviseur  ou  un  facteur  commun  aux  deux  ter- 
mes dont  il  s'agit. 

Définition  I.  — On  appelle  diviseur  commun  ou  facteur  com- 
mun  à  plusieurs  nombres,  un  autre  nombre  qui  peut  diviser  cha- 
cun d'eux  exactement,  c'est-à-dire  de  manière  à  donner  un  quotient 
entier. 
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Drfinitioji  II.  —  On  (lit  qu'un  nombre  est  imilliple  d'un  autre 
lo^^qu■il  ooiitiont  colui-ci  un  nombre  exact  (ïo  lois,  ou  autrement 
lors([ue  celui-ci  est  un  de  ses  diviseurs. 

linnnrque .  —  Il  arrive  souvent  que  les  deux  termes  d'une  Trac- 
tion n'ont  pas  de  diviseur  commun  :  on  dit  alors  qu'ils  sont  pre- 
miers entre  eux. 

28.  Définition  I.  —  On  appelle  nombres  premiers  entre  eux 
ceux  qui  n'ont  pas  de  diviseur  commun. 

Définition  II.  —  On  appelle  nombre  ^rem/er  absolument ,  celui 
qui  n'est  divisible  exactement  par  aucun  autre  nombre  entier. 

Ainsi  dans  les  nombres  i,  2,  3,  5,  7,  il,  13,  17,  etc.,  chacun 
d'eux  est  un  nombre  premier,  parce  que  13,  par  exemple,  n'est 
divisible  exactement  ni  par  2,  ni  par  3,  ni  par  4,  ni  par  .5,  ni  par 
6,  ni  par  aucun  autre  nombre  entier.  Quand  nous  disons  exacte- 
tement,  nous  voulons  dire  de  manière  à  donner  un  nombre  entier 
pour  quotient. 

Remarque.  —  Lorsque  les  deux  termes  d'une  fraction  sont  pre- 
miers entre  eux  ,  ou  ne  peut  pas  la  simplifier  ;  autrement ,  le  seul 
moyeu  de  simplifier  une  l'raclion  est  de  diviser  les  deux  termes 
par  un  même  nombre  :  c'est  ce  que  nous  démontrerons  en  algèbre , 
n°42. 

Définition  I.  —  On  appelle  irréductible  une  fraction  qu'on  ne 
peut  pas  simplifier,  c'est-à-dire ,  dont  on  ne  peut  représenter  la  va- 
leur par  deux  autres  termes  plus  petits  que  les  siens. 

Définition  II.  —  On  dit  qu'une  fraction  est  réduite  à  sa  plus 
simple  expression  quand  elle  est  exprimée  en  termes  aussi  petits 
que  possible. 

Ainsi  une  fraction  réduite  à  sa  plus  simple  expression  est  la  même 
chose  qu'une  fraction  irréductible. 

Remarque.  —  Le  moyen  le  plus  direct  pour  réduire  une  fraction 
à  sa  plus  simple  expression ,  est  de  chercher  ce  qu'on  appelle  le  p/ws 
grand  diviseur  commiin  à  ses  deux  termes,  c'est-à-dire,  le  plus 
grand  nombre  qui  puisse  diviser  les  deux  termes. 

*2M.  Cette  recherche  repose  sur  la  proposition  suivante  : 

Proposition.  —  «  Les  diviseurs  communs  à  deux  nombres  sont 
«  les  mêmes  que  ceux  communs  au  plus  petit  de  ces  nombres  et  au 
«  reste  de  leur  division.  » 

Démonstration.  —  Par  exemple ,  si  l'on  prend  les  deux  nombres 
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186  et  78  dont  le  quotient  est  2  avec  un  reste  égal  à  30,  de  ma- 
nière qu'on  ait 

186  =  2X  78  +  30  ; 

je  prétends  que  tout  nombre  qui  divisera  186  et  78  divisera  aussi 
30,  et  réciproquement  tout  nombre  qui  divisera  30  et  78  divisera 
aussi  186.  D'abord  supposons  un  nombre  qui  divise  186  et  78  ,  tel 
que  6 ,  par  exemple ,  et  observons  que  si  l'on  divise  par  6  les  deux 
quantités  égales  ci-dessus  ;  savoir,  186  d'une  part,  et  2  X  78  +  30 
d'autre  part ,  il  devra  y  avoir  égalité  entre  les  deux  quotients  :  ainsi 
nous  pouvons  écrire  : 

186  _  2  X  78+30 
6     ~  6 

Le  quotient  -—  étant  égal  à  un  nombre  entier  par  la  supposi- 
tion que  6  divise  186,  il  faudra  donc  que  le  second  quotient 

2  X  78    I     30 

se  réduise  aussi  à  un  nombre  entier.  Or,  pour  pren- 
dre le  sixième  de  2  x  78  +  30 ,  on  prendra  d'abord  le  sixième  de 
2  X  78  ,  et  ensuite  le  sixième  de  30;  c'est-à-dire,  que  l'on  peut 
écrire 

2  X  78 +  30  __  2  X78  30 

6  6         "^  T* 

2  X  78 

Mais ou  2  fois  78  divisé  par  6  donne  un  nombre  entier 

6 

pour  quotient,  puisque,  par  hypothèse,  78  est  divisible  par  6;  il 

3C 


30 

faut  donc  que  — :-  se  réduise  à  un  entier  ;  sans  quoi  le  quotient 


2  X  78  +•  30 

ne  pourrait  se  réduire  à  un  nombre  entier,  parce 

2  X  78 

qu'une  quantité  comme  — - —  qui  se  réduit  à  un  entier ,  étant 

ajoutée  à  une  autre  --  qui  donnerait  une  fraction ,    ne  pourrait 

donner  un  entier.  Ainsi,  tout  nombre  tel  que  6  qui  divise  186  et 
78  divisera  30. 

La  réciproque  est  encore  plus  facile  à  voir.  En  effet,  partons 
maintenant  de  la  supposition  que  6  divise  30  et  78,  dès  lors  6  divi- 
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..     .     ,       ,  .  2  X  78         30 

sera  2  ><  'S.  Ainsi,  los  dcuxqiiolients  — - —  et  —  seront  en- 

f)  6 

2X78  30  2X78  +  30 

tiers.  Donc  lenr  somme  — 1 — -  ou  ; se   re- 

()  (<  (i 

■        ,,  •     2X  78  +  30         ,     ,     „       , 

finira  à  un  nombre  entier.  Mais est  égal,  d après  ce 

,     ,  180  180         ,,  . 

qui  précède,  a  —7-.  Donc  — -  se  réduira  a  un  nombre  entier. 

h  o 

C.  Q.  F.  D. 

Par  le  moyen  de  cette  proposition,  nous  allons  aisément  rendre 
compte  de  la  règle  qu'on  suit  pour  trouver  le  plus  grand  diviseur 
commun  à  deux  nombres  donnés.  Cette  règle  peut  s'énoncer  de 
la  manière  suivante. 

Règle  du  plvs  grand  commun  diviseur.  —  «  Pour  trouver  le 
«  plus  grand  diviseur  commun  à  deux  nombres,  divisez  le  plus 
'■  grand  par  le  plus  petit,  puis  celui-ci  par  le  reste  de  cette  pre- 
«mière  division;  ensuite  divisez  ce  premier  reste  par  celui  de  la 
«  deuxième  division,  et  continuez  ainsi  à  diviser  les  restes  de  di- 
«  visions  les  uns  par  les  autres,  jusqu'à  ce  que  vous  arriviez  à  une 
«  dernière  division  qui  se  fasse  exactement  et  sans  reste  :  le  diviseur 
'(  de  cette  dernière  division  sera  le  plus  grand  diviseur  commun 
«  aux  deux  nombres  proposés.  » 

Prenons  pour  exemples  les  deux  nombres  186  et  78  :  on  pourra 
disposer  l'opération  de  la  manière  suivante 


2 
186  78 
30  18 

2 

30 

12 

1 

18 

~6 

1 

12 

0 

2 
6~ 

Je  divise  par  78 ,  et  je  trouve  pour  quotient  2 ,  que  j'écris  au- 
dessus  de  78  avec  un  reste  30.  Je  divise  en  second  lieu  78  par  30, 
et  je  trouve  pour  quotient  2,  que  j'écris  au-dessus  de  30,  avec  un 
reste  18  ;  je  divise  en  troisième  lieu  30  par  18,  et  je  trouve  pour 
quotient  1,  que  j'écris  au-dessus  de  I8,  avec  un  reste  12  ;  je  divise 
en  quatrième  lieu  18  par  12,  et  je  trouve  pour  quotient  l,  que  j'é- 
cris au-dessus  de  12,  avec  un  reste  6  ;  je  divise  enfin  12  par  6,  et 
cette  dernière  division  se  faisant  sans  reste,  j'en  conclus  que  6  est 
le  plus  grand  diviseur  commun  à  186  et  78. 

On  va  de  suite  comprendre  la  raison  de  cette  règle.  En  effet, 
comme  aucun  diviseur  commun  à  186  et  78  ne  peut  évidemment 
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surpasser  78,  il  est  naturel  de  diviser  186  par  78  pour  voir  si  co 
nombre  7  s  ne  serait  pas  lui-même  le  plus  grand  diviseur  commun 
que  l'on  cherche,  ou  pour  ramener  la  question  à  de  moindres  nom- 
bres, dans  le  cas  où  cette  première  division  devrait  avoir  un  reste. 
Cardans  ce  cas,  qui  est  le  nôtre,  puisque  nous  avons  trouvé  30  pour 
reste,  on  voit  par  la  proposition  précédente  que  la  recherche  du 
plus  grand  diviseur  commun  à  186  et  78  se  réduit  à  celle  du  plus 
grand  diviseur  commune  78  et  30.  Maintenant,  pour  trouver  celui- 
ci,  on  divisera  78  par  30  par  la  même  raison  que  tout  à  l'heure , 
c'est-à-dire,  pour  voir  si  30  ne  serait  pas  lui-même  ce  plus  grand 
diviseur  commun,  ou  pour  ramener  la  question  à  de  moindres 
nombres  ;  et  comme  cette  division  donne  un  reste  18,  on  en  con- 
clut que  la  question  revient  à  chercher  le  plus  grand  diviseur  com- 
mun à  30  et  18.  En  continuant  ainsi,  on  voit  que  la  recherche  du 
plus  grand  diviseur  commun  à  186  et  78  se  trouve  toujours  rame- 
née à  celle  du  plus  grand  diviseur  commun  au  plus  petit  des  nom- 
bres que  l'on  considère  et  à  leur  reste  de  division,  jusqu'à  ce  que 
l'on  arrive  à  une  division  sans  reste ,  comme  celle  de  1 2  par  6  qui 
termine  l'opération  précédente.  Alors  6  étant  évidemment  le  plus 
grand  diviseur  commun  à  1 2  et  6 ,  il  le  sera  par  conséquent  aussi 
à  186  et  78. 

Proposition.  —  «  Quand  on  a  divisé  les  deux  termes  d'une  frac- 
«  tion  par  leur  plus  grand  diviseur  commun,  la  fraction  est  pour 
«  lors  irréductible.  » 

78 

Ainsi  soit  la  fraction  -—  dont  les  deux  termes  ont  6  pour  plus  grand 

186 

13 

diviseur  commun,  en  les  divisant  par  6  on  trouve  —  qui  est  irré- 

o  1 
1 3 

ductible.  En  effet,  si  — •  était  réductible,  d'après  la  2*^  remarque  de 

O  1 

la  p.  55 ,  ses  deux  termes  seraient  divisibles  par  un  même  nombre. 
Mais  si  nous  supposons  1 3  et  31  divisibles  par  un  même  nombre, 

31  13 

tel  que  2  par  exemple ,  alors  —  et  —seront  des  nombres  entiers. 
Cela  étant,  remarquons  que  l'on  a 

186  78 

et  divisons  ces  quantités  égales  toutes  par  2  ;  les  résultats  seront 
encore  égaux,  et  l'on  aura 


ARITHMÉTIQUE  59 

3(     _    l«fi         13   _   78 
~2     ~  ~V2    ^      2    ~    Ï2' 

1 86         7S 

car  on  a  vu  (p.  ô4),  que  pour  diviser  —  et  —  par  2,  il  suffit 
démultiplier  leurs  dénominateurs  G  par  2,  ce  qui  donne  —^  et 

78 
12" 

r.  Ï86         78  ,  ,  .  31         13 

Donc  -— -  et  — ■  seront  des  nombres  entiers  comme  —  et  — . 

12  12  2  2 

Aiusi  les  nombres  180  et  78  auraient  un  diviseur  12  plus  grand 
que  G ,  ce  qui  est  impossible.  Donc  il  est  également  impossible 

de  réduire  — ••  C.  Q.  F.  D. 

O  1 

Remarque.  —  Comme  le  calcul  nécessaire  pour  trouver  le  plus 
grand  diviseur  commun  aux  deux  termes  d'une  fraction  est  long , 
nous  allons  donner  quelques  règles  pour  trouver  les  diviseurs  pre- 
miers d'un  nombre,  au  moyen  desquelles  on  pourra  souvent  réduire 
plus  rapidement  la  fraction  donnée  à  sa  plus  simple  expression. 

50.  Règle  I.  —  «  Tout  nombre  dont  le  dernier  chiffre  est  pair 
«  ou  zéro  est  divisible  par  2.  » 

Ainsi  le  nombre  356  ayant  son  dernier  chiffre,  6,  pair,  je  dis 
que  ce  nombre  356  est  divisible  par  2. 

En  effet ,  ce  nombre  peut  se  décomposer  en  35  dizaines  et  6  uni- 
tés. Or,  la  première  de  ces  deux  parties,  35  dizaines,  est  divisible 
par  2  ,  puisqu'elle  est  toute  composée  de  dizaines  dont  chacune  est 
bien  divisible  par  2,  car  la  moitié  de  10  est  exactement  5.  D'ail- 
leurs l'autre  partie,  6  unités,  étant  exprimée  par  un  chiffre  pair, 
est  aussi  divisible  par  2.  Donc  356  est  divisible  par  2,  comme  étant 
composé  de  deux  parties  divisibles  chacune  par  2. 

On  démontrerait  de  même  la  règle  suivante  : 

Règle  IL  —  «  Tout  nombre  est  divisible  par  5  quand  son  der- 
«  nier  chiffre  est  5  ou  zéro.  » 

Règle  III.  —  «  Un  nombre  est  divisible  par  3  quand  la  somme 
«  de  ses  chiffres,  additionnés  comm*  s'ils  représentaient  des  unités 
«  simples,  donne  un  multiple  de  3.  « 

Ainsi,  en  additionnant  les  chiffres  de  471,  je  trouve  12,  et 
comme  12  est  multiple  de  3,  puisque  12  =  4  X  3,  je  conclus  que 
471  est  divisible  par  3. 
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Pour  démontrer  cela,  il  faut  partir  de  ce  qu'une  unité  d'un  certain 
ordre  est  égale  à  l'unité  simple,  plus  un  certain  nombre  de  9.  Ainsi  : 

Une  dizaine  ou      lo  =  1  +  9- 
Une  centaine  ou  loo  =  i  +  99. 
Un  mille  ou       1000  =  1+999. 
Donc  4  centaines  ou         400  =  4  -f-  un  certain  nombre  de  9 , 
7  dizaines  ou  70  =  7  +  un  certain  nombre  de  9 , 

à  quoi  l'on  peut  ajouter  que     1  =  1. 

En  ajoutant  toutes  ces  trois  égalités ,  on  peut  donc  dire  que 
400  -1-70  +  1  ou  47 1  =  4  +  7  +  1  +  certain  nombre  de  9 , 
c'est-à-dire 

471  =  12  +  certain  nombre  de  9. 

Donc  si  la  première  partie  12  de  471  est  divisible  par  3,  alors 
comme  l'autre  partie  l'est  toujours ,  puisque  9  est  bien  divisible 
par  3,  il  s'ensuivra  que  tout  le  nombre  471  sera  divisible  par  3. 

C.  Q.  F.  D. 

Règle  IV.  —  «  Pour  trouver  tous  les  facteurs  premiers  d'un 
«  nombre,  il  faut  commencer  par  le  plus  petit  nombre  premier  que 
«  l'on  voit  ou  que  l'on  soupçonne  diviser  le  nombre  donné.  Après 
«  s'être  assuré,  en  essayant  la  division,  que  ce  diviseur  premier 
«  réussit ,  on  l'écrit  à  la  droite  du  nombre  donné ,  et  l'on  tire  en- 
«  Ire  eux  nne  barre  verticale  que  l'on  prolonge  en  bas  indéiiniment. 
«  Ensuite  on  écrit  sous  ce  nombre  donné  le  quotient  de  la  division 
«  qu'on  a  essayée,  et  l'on  opère  sur  ce  quotient  comme  on  a  fait 
«  sur  le  nombre  donné ,  c'est-à-dire  qu'on  essaye  de  diviser  ce  dit 
«  quotient,  ou  par  le  même  diviseur  premier  que  tout  à  l'heure, 
«  ou,  en  cas  que  cela  soit  impossible,  par  un  autre  diviseur  pre- 
«  mier  plus  grand.  On  continue  ainsi  jusqu'à  ce  que  l'on  soit  arrivé 
«  à  un  quotient  égal  à  l'unité ,  et  pour  lors  on  a  à  droite  de  la  barre 
«  une  colonne  de  nombres  qui  offre  tous  les  facteurs  premiers  de- 
«  mandés.  » 

Ainsi  proposons-nous  de  trouver  les  facteurs  premiers  de  924. 

Je  dispose  l'opération  ainsi  : 


924>t 

2 

462 

2 

231* 

3 

77" 

'  7 

11 

11 

1 
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Je  prévois  que  2  divisera  le  nombre  924,  je  le  mets  donc  à  sa 
droite,  et,  faisant  la  division,  je  mets  le  quotient,  4G2,  sous  924. 
Ensuite  je  vois  que  2  divise  encore  4G2  ;  je  l'écris  donc  de  nouveau 
à  droite  de  4G2,  et,  faisant  la  division  par  2,  j'écris  le  quotient  231 
sous  462.  Cela  fait,  voyant  que  2  ne  peut  plus  servir,  je  prends  le 
nombre  premier  immédiatement  plus  grand ,  qui  est  3  ;  et  comme 
je  prévois  qu'il  réussira,  je  l'écris  à  droite  de  231  ;  puis,  faisant  la 
division  ,  j'écris  le  quotient,  77  ,  sous  231.  Ensuite,  comme  3  ne 
peut  plus  diviser  77  ,  je  passe  au  nombre  premier  suivant  5;  mais 
comme  il  ne  peut  diviser  77,  je  passe  encore  au  suivant  7  ,  et, 
comme  il  réussit,  je  l'écris  à  droite  de  77  ;  je  fais  la  division  de  77 
par  7,  et  j'ai  1 1  pour  quotient,  que  j'écris  au-dessous  de  77.  Alors 
le  nombre  premier  plus  grand  que  7  étant  II,  je  l'écris  à  droite  de 
la  barre  ;  et  comme  le  quotient  de  1 1  par  1 1  est  l ,  l'opération  est 
terminée,  et  il  est  aisé  de  voir  que  les  facteurs  premiers  mis  en  co- 
lonne à  droite  de  la  barre  étant  tous  multipliés  entre  eux  repro- 
duiraient le  nombre  donné  924.  En  effet ,  en  reprenant  nos  calculs, 
ils  nous  montrent  que  : 

1°  924  =  462  X  2  : 
Or,  462  =  231  X  2,  donc 

2**  924  =  231  X2  X2; 

Mais  231  =  77  X  3,  donc 

3°  924  =  77  X  3  X  2  X  25 

Enfin  77  =  11  X  7,  donc 

4°  924  =  11  X7  X3X  2  X  2. 

31.  Remarque  1. — On  voit  qu'un  même  nombre  premier, 
comme  ici  2,  peut  être  plusieurs  fois  facteur  d'une  même  quantité. 

Remarque  IL  —  Nous  verrons  en  algèbre  (n°  13,  corol.  III), 
que  les  facteurs  premiers  obtenus  par  la  méthode  précédente  sont 
les  seuls  qu'ait  le  nombre  donné ,  parce  que  nous  montrerons  que 
quand  plusieurs  facteurs  premiers  reproduisent  un  nombre  en  les 
multipliant  entre  eux ,  ils  sont  les  seuls  facteurs  ou  diviseurs  pre- 
miers que  possède  ce  nombre. 

Remarque  III.  —  Il  est  facile  de  voir  comment  on  fera  usage 
des  règles  précédentes  pour  simplifier  les  fractions  ;  pour  cela  il 
suffira  d'appliquer  ces  règles  à  chaque  terme  de  la  fraction  donnée. 
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et  qiiaud  il  y  en  aura  udb  qui  réussira  également  bien  pour  les 
deux  termes,  elle  fournira  un  diviseur  commun  à  ses  deux  termes, 
de  sorte  qu'en  les  divisant  tous  deux  par  ce  diviseur ,  on  aura  sim- 
plifié la  fraction.  Par  exemple  :  je  trouve,  d'après  la  deuxième  rè- 
gle, que  5  est  un  diviseur  commun  aux  deux  termes  de  J|,  Je  di- 
vise donc  ces  deux  termes  par  5,  et  j'ai  ^;  ensuite  je  vois  que  nos 
deux  nouveaux  termes  sont  divisibles  par  3,  je  fais  donc  cette  nou- 
velle division ,  et  je  réduis  i^  à  i. 

Remarque  IV.  —  Pour  rendre  une  fraction  irréductible ,  on 
peut,  au  lieu  de  recourir  au  plus  grand  diviseur  commun ,  décom- 
poser chacun  de  ses  termes  en  ses  facteurs  premiers  par  la  règle  IV 
ci-dessus,  et  supprimer  ensuite  de  ces  deux  termes  tous  les  fac- 
teurs communs.  Ainsi  prenant  la  fraction  ^,  nous  avons  trouvé 
ci-dessus  924  r=  2  x  2  x  3  X  7  x  u.  Or  on  trouverait  de 
même  150  =  2  X  3  x  5  X  5  ;  on  aura  donc 

150  _        2  X  3  X  5X5 


924        2X2X3X7XU' 

et  en  supprimant  les  facteurs  communs  aux  deux  termes    on 
trouve 

150  _        5X5        _  25 
924  "~  2  X  7  X  1 1  ~ Ï54  ' 

ce  qui  est  une  fraction  irréductible,  parce  que  ses  termes  n'ont 
plus  de  diviseur  commun  (  Voy.  Alg.,  n"  42,  corol.  II.) 

L'opération  connue  sous  le  nom  de  réduction  au  même  déno- 
minateur étaut  indispensable  pour  faire  l'addition  et  la  sous- 
traction des  fractions,  nous  allons  nous  en  occuper  immédia- 
tement. 

RÉDUCTION  DES   FRACTIONS   AU  MÊME  DÉNOMINATEUR. 

52.  Définition.— La  réduction  de  plusieurs  fractions  au  même 
dénominateur  a  pour  but  de  remplacer  ces  fractions  par  des  frac- 
tions équivalentes  ayant  toutes  le  même  nombre  pour  dénomi- 
nateur. 

Règle  I.  —  «  Quand  il  n'y  a  que  deux  fractions  à  réduire  au 
«  même  dénominateur ,  l'opération  consiste  à  multiplier  les  deux 
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«  termes  de  la  première  par  le  dénominateur  de  la  seconde,  et  les 
«  deux  termes  de  la  seconde  par  le  dénominateur  de  la  première.  » 
Ainsi ,  soient  les  liactions  f  et  l,  je  multiplierai  les  deux  termes  de 
la  première  par  9,  qui  est  le  dénominateur  de  la  seconde,  ce  qui 
me  donnera  ff.  Ensuite  je  multiplierai  les  deux  termes  de  |  par  le 
dénominateur  5  de  la  première  ;  j'aurai  ainsi  |f,  et  nos  deux  frac- 
tions auront  toutes  deux  ^5  pour  dénominateur. 

L'iniaillibilité  de  cette  règle  est  évidente:  car  d'abord  il  est  bien 
clair  que  les  nouvelles  fractions  ff  et  H  sont  équivalentes  aux  an- 
ciennes, puisqu'on  les  a  obtenues  en  multipliant  les  deux  termes 
de  chacune  de  ces  anciennes  fractions  par  un  même  nombre  ;  à 
savoir,  les  deux  termes  de  la  première  par  le  nombre  9,  et  les  deux 
termes  de  la  deuxième  par  5.  Or  on  ne  change  pas  la  valeur  d'une 
fraction  en  multipliant  ses  deux  termes  par  un  même  nombre. 
{^'ol/.  p.  54.)  Donc,  1°  ff  et  If  ont  même  valeur  que  f  et  |. 

En  second  lieu ,  il  était  infaillible  qu'en  suivant  notre  règle  nous 
tomberions  sur  le  même  dénominateur  pour  les  deux  fractions; 
car  ces  deux  dénominateurs  proviennent  de  la  multiplication  des 
mêmes  facteurs  pris  tantôt  dans  un  ordre  et  tantôt  dans  un  autre 
ordre  :  ainsi  le  premier  dénominateur  provient  de  5  multiplié 
par  9,  tandis  que  le  second  provient  de  9  multiplié  par  5.  Or,  en 
intervertissant  l'ordre  des  facteurs,  on  ne  change  pas  la  valeur  de 
leur  produit  [voij.  p.  35);  donc  il  était  infaillible  que  les  deux  nou- 
velles fractions  auraient  même  dénominateur. 

Règle  IL  —  «Quand  on  a  plus  de  deux  fractions,  on  suit  en- 
"  core  la  même  règle,  c'est-à-dire  qu'alors  on  multiplie  les  deux 
«  termes  de  chacune  par  le  produit  des  dénominateurs  de  toutes  les 
«  autres.  »  Ainsi  soient 

4       7       2  8 

5'     9'     3   ^*  ÏT' 

on  multipliera  d'abord  les  deux  termes  de  f  par  tous  les  autres 
dénominateurs  9,  3  et  1 1,  c'est-à-dire  par  leur  produit  9X3X11, 
ce  qui  vaut  297,  et  l'on  aura  {||f  :  en  second  lieu ,  je  multiplie  les 
deux  termes  de  |  par  .5  X  3  X  1 1 ,  c'est-à-dire  par  16-5,  et  j'ai  j{^; 
en  troisième  lieu,  il  faut  multiplier  les  deux  termes  de  f  par 
5  X  9  X  1 1 ,  c'est-à-dire  par  495,  et  il  vient  ^^.  Euflu ,  en  mul- 
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tipliant  les  deux  termes  de  -^  par  3  X  9  X  5  ou  135,  on  obtient 
1^.  Ainsi ,  à  la  place  des  fractions  données  ci-dessus ,  on  aura  : 

1188 •  1155   990    1080 
1485'  1485'  1485  ^  1485* 

Du  reste,  on  démontrerait,  comme  tout  à  l'heure,  que  ces  nou- 
velles fractions  sont  équivalentes  aux  anciennes,  et  que,  d'après 
le  calcul  que  nous  avons  suivi,  elles  devraient  infailliblement  avoir 
toutes  même  dénominateur.  En  effet,  d'après  le  corollaire  2  de  la 
page  38 ,  ce  dénominateur  est  le  produit  de  tous  les  dénomina- 
teurs des  fractions  proposées,  pris  tantôt  dans  un  ordre,  et  tantôt 
dans  un  autre,  et  un  produit  ne  change  pas  avec  l'ordre  de  ses 
facteurs. 

Remarque. — Quand  les  dénominateurs  ont  des  facteurs  com- 
muns, on  peut,  par  une  règle  différente  de  la  précédente,  obtenir 
un  dénominateur  commun  plus  simple.  Cela  se  fait  par  l'emploi 
de  ce  qu'on  appelle  le  plus  petit  nombre  divisible  par  tous  les  dé- 
nominateurs (k)unés,  lequel  s'obtient  par  la  règle  suivante  : 

55.  Règle  du  plus  petit  nombre  divisible  par  plusieurs  autres 
nombres.  —  «  Commencez  par  décomposer  chaque  nombre  en  ses 
«  facteurs  premiers  d'après  la  règle  IV,  donnée  page  60 ,  à  la  sim- 
<<  plification  des  fractions.  Eusuite  faites ,  avec  tous  les  nombres 
«  premiers  divers  que  vous  offrent  ces  facteurs ,  un  produit  où  cha- 
«  cun  de  ces  nombres  entre  comme  facteur  autant  de  fois  que  dans 
«  celui  des  nombres  donnés  où  il  entre  le  plus.  Ce  produit  sera 
«  le  plus  petit  nombre  divisible  qu'on  demande.  » 

Ainsi,  soient  les  nombres  42,  90  et  165  :  je  les  décompose  en 
leurs  facteurs  premiers ,  ce  qui  me  donne 

42  =  2  X  3  X  7 

90  =  2X3X3X5 
165=  3X5X11. 
Je  fais  un  produit  de  tous  les  nombres  premiers,  2,3,  5,  7, 
et  11,  que  m'offrent  ces  facteurs  ;  seulement,  vu  que  3  entre  deux 
fois  comme  facteur  dans  90,  je  ferai  aussi  entrer  ce  3  deux  fois 
comme  facteur  dans  mon  produit,  ce  qui  fera 

2X3X3X5X7X11  =  6930  , 
et  6930  sera  le  plus  petit  nombre  divisible  par  les  trois  nombres 
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42,  90  et  160;  car  nous  verrons  en  algèbre  (n"  43,  corollaire  V), 
que  si  une  quantité  divise  exactement  un  dividende,  il  faut  que  ce 
dividende  contienne  tous  les  facteurs  premiers,  égaux  et  inégaux, 
de  cette  quantité;  ainsi  il  faut  bien  que,  pour  être  divisible  par  di- 
verses quantités,  un  dividende  contienne  tous  les  facteurs  de  ces 
quantités,  et  même  contienne  chacun  autant  de  fois  comme  facteur 
que  celle  de  ces  quantités  qui  le  contient  le  plus. 

Maintenant,  quand  on  a  ainsi  le  plus  petit  nombre  divisible  par 
tous  les  dénominateurs  des  fractions  qu'on  veut  traiter,  il  faut 
écrire  au-dessus  de  chacune  le  quotient  de  ce  nombre  ou  dividende 
commun  par  le  dénominateur  de  cette  fraction.  Quand  cela  est 
fait,  il  ne  reste  qu'à  multiplier  les  deux  termes  de  chaque  fraction 
par  le  quotient  placé  au-dessus  d'elle,  car  il  est  clair  qu'alors  elles 
acquerront  toutes  pour  dénominateur  le  dividende  commun,  puis- 
qu"en  multipliant  le  quotient  par  le  diviseur  on  retrouvera  le  di- 
vidende commun  qu'on  a  employé. 

Ainsi  soient  les  fractions  H,  ^  etj^^  on  écrira  au-dessus  les 
quotients  de  G930  par  chaque  dénominateur  en  cette  manière  : 

165      77      42 

11       JL        4  , 

42^      90>      I65> 

et  multipliant  chaque  terme  par  le  quotient  placé  au-dessus  de 
lui,  j'ai 

2805     539     ir>8 
0030»   6!)30>   6930» 

tandis  que  par  la  marche  ordinaire  les  fractions  auraient  eu  pour 
dénominateur  commun  623700. 

ADDITION  DES  FRACTIONS. 

54.  La  règle  pour  additionner  plusieurs  fractions  est  «  de  les 
«  réduire,  avant  tout,  au  même  dénominateur,  et  ensuite  d'ajouter 
«  les  numérateurs  pour  donner  à  leur  somme  un  dénominateur 
«  égal  au  dénominateur  commun.  « 

Ainsi,  pour  trouver  la  somme  de  f ,  plus  |,  plus  f ,  je  réduis 
ces  fractions  au  même  dénominateur,  ce  qui  me  donne  -j^, 
plus  ^,  plus  Y^,  et  j'ajoute  les  numérateurs  de  la  manière 
suivante  : 

5 
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70 
84 
30 


184 


Enfin,  je  mets  105  pour  dénominateur  à  ce  résultat,  et  j'ai  |§f 
pour  la  somme  des  trois  fractions  données. 

Bemarque  I.  —  La  somme  trouvée  \^  étant  un  nombre  frac- 
tionnaire plus  grand  que  l'unité,  on  peut  se  proposer  d'en  ex- 
traire les  unités  entières  qu'il  contient;  c'est  ce  qui  se  fait  «eu 
«  divisant  le  numérateur  par  le  dénominateur,  car  cette  division 
«  donnera  un  quotient  composé  d'unités  entières  et  d'une  fraction 
«  équivalentes  au  nombre  fractionnaire  donné ,  »  ainsi  qu'on  le 
voit  ci-dessous  : 


Dividende.    184 
Reste.      79 


105     Diviseur. 


1  ^^ 

*     105 


Onadonc  i!f=H-^- 

Remarque  IL  —  On  peut  désirer  d'additionner  des  unités  en- 
tières avec  des  fractions  pour  n'en  faire  qu'un  seul  nombre  frac- 
tionnaire, comme,  par  exemple,  additionner  27  avec  |.  A  cet  ef- 
fet, «  multipliez  d'abord  le  nombre  entier  par  le  dénominateur  de 
«  la  fraction ,  puis  ajoutez  le  produit  au  numérateur  de  la  fraction, 
«  et  donnez  à  la  somme  un  dénominateur  égal  à  celui  de  cette 
«  fraction.  » 

Ainsi,  pour  l'exemple  précédent  de  27  +f,  ou  multipliera  27 
par  9,  et  au  produit  243  on  ajoutera  5,  et  enfin  à  la  somme  248 
on  donnera  9  pour  dénominateur,  ce  qui  produira  -^  pour 
27  -f-  -|,  La  raison  de  cette  règle  est  très-simple ,  car  on  voit  qu'elle 
consiste  à  calculer  ce  que  le  nombre  entier  donné  vaut  de  parties 
d'unités  pareilles  à  celles  qui  composent  la  fraction,  pour  l'ajouter 
ensuite  à  cette  fraction.  En  effet,  1  unité  valant  9  neuvièmes, 
27  unités  vaudront  27  fois  9  neuvièmes,  ce  qui  conduit  à  multi- 
plier, comme  nous  l'avons  fait,  27  par  9,  pour  avoir  243  neu- 
vièmes à  la  place  de  27  unités;  mais  on  a  de  plus  | ,  il  faut  donc 
ajouter-^  à  |,  ce  qui  se  fera  en  additionnant  5  et  243,  comme 
nous  l'avons  fait  encore,  et  on  aura  •^. 
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Remarqne  III.  -  Ce  qui  précède  donne  le  moyen  d'évaluer  un 
nombre  entier  en  Traction  d'espèce  assignée,  d'évaluer,  par  exem- 
ple 27  unités  en  9-'.  A  cet  eiïet  il  sulïit,  comme  on  voit,  de  mul- 
tiplier le  nombre  entier  par  le  dénominateur  qu'on  se  propose,  et 
de  donner  au  produit  ce  dénominateur  môme.  Ainsi,  pour  changer 
38  unîtes  en  5-%  par  exemple,  il  suffit  de  multiplier  38  par  .5 
ce  qui  donne  I90,  et  de  donner  5  pour  dénominateur  à  ce  produit' 
ce  qui  lait  ifû  au  lieu  de  38. 

Quand  on  ne  se  propose  pas  de  dénominateur  particulier  la  ma- 
Diere  la  plus  simple  de  mettre  un  nombre  entier  sous  la  forme 
d  une  fraction  est  de  lui  donner  l'unité  pour  dénominateur  Ainsi 
au  heu  de  38  on  peut  écrire  ^,  ce  qui  se  lit  en  disant  38  divisé 
par  1. 

SOUSTBACTION   DES   FRACTIONS. 

53.  «  Pour  calculer  la  différence  de  deux  fractions ,  réduisez  au 
«même  dénominateur,  puis  prenez  la  différence  des  numérateurs 
«des  tractions  ainsi  réduites,  et  donnez-lui  le  dénominateur  com- 
«mun.« 

Ainsi ,  pour  calculer  la  différence  entre  |  et  | ,  je  réduis  ces  frac- 
tions au  même  dénominateur,  ce  qui  donne  ^^  et -;% ,  et  je  trouve 
T2  pour  différence. 

MULTIPLICATION  DES   FRACTIONS. 

36.  «  Pour  faire  le  produit  de  plusieurs  fractions ,  il  faut  mul- 
«  tipher  leurs  numérateurs  entre  eux  et  leurs  dénominateurs  eiitre 
«  eux. » 

Ainsi,  pour  multiplier  |  par  f ,  je  calcule 

2X6  .,.,12 

J3^,  ce  qui  fait-. 

En  effet,  multiplier  f  par  f  revient,  d'après  ce  que  nous  avons 
dit  p.  27 ,  à  prendre  les  f  de  |  ;  or ,  le  7°'«  de  f  se  prend  eu  multi- 
pliant sou  dénominateur  par  7,  comme  nous  l'avons  vu  p.  54  ; 
cela  donne  ^,  et  ensuite,  pour  prendre  cette  7°^*  partie  6  fois,  il 
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faut  en  multiplier  le  numérateur  par  6  (p.  53),  ce  qui  donne  bien 
^,  comme  ou  Ta  aunoucé. 

Proposition.  —  «  On  ne  change  pas  le  produit  de  plusieurs  frac- 
«  tions  en  changeant  l'ordre  de  ces  fractions.  » 

Ainsi  je  dis  que  |  X  f  et  ô  X  |  donnent  la  même  chose.  En 

3X5 

effet ,  la  première  multiplication  donne  ,  et  la  seconde  donne 
.  Or,  3X5  =  5X3,  et  4X7  =  7X4,  d'après  ce  qu'on 

7X4  »        r  ^ 

a  vu  dans  la  multiplication  des  nombres  entiers,  p.  35. 
3X5       5X3 


Donc 


4X7         7X4' 


et  par  conséquent  f  X  f  =  f  X  |. 

Remarque.  —  Ce  qui  précède  conduit  à  ce  qu'on  appelle  des 
fractions  de  fractions:  on  entend  par  là  des  parties  d'une  fraction 
ou  des  parties  de  certaines  parties  d'une  fraction,  et  on  les  exprime 
en  écrivant  en  chiffres,  à  la  suite  les  unes  des  autres,  les  fractions 
qui  désignent  ces  parties ,  ayant  soin  de  les  séparer  chacune  de  la 
suivante  par  la  particule  de  ou  l'article  des.  Ainsi, 

les  §  des  |  des  ^  de  f 

nous  offrent  l'exemple  d'une  fraction  de  fraction.  «  Pour  calculer 
«  ces  fractions  de  fractions ,  je  dis  qu'il  suffît  de  les  multiplier 
«  entre  elles.  »  En  effet ,  multiplier  f  par  ^ ,  c'est ,  d'après  ce  que 
nous  avons  vu  p.  27 ,  prendre  les  -n^  de  f ,  et  multiplier  ce  résultat 
par  f ,  c'est  prendre  les  f  de  ces  -jt  de  f  ;  enfin,  multiplier  ce  der- 
nier\-ésultat  par  f ,  c'est  prendre  les  f  des  |  des  ^  de  f .  Donc,  pour 
prendre  les  f  des  f  des  -^  de  f ,  il  faut  multiplier  ces  quatre  frac- 
tions entre  elles ,  et  à  cette  fin  multiplier  les  numérateurs  entre  eux 
et  les  dénominateurs  entre  eux ,  ce  qui  donne  ■^. 

DIVISION   DES   FRACTIONS. 

37.  «  Pour  diviser  une  fraction  par  une  autre,  il  faut  multiplier 
«  la  fraction  dividende  par  la  fraction  diviseur  renversée.  » 

Ainsi,  pour  diviser  f  par  f ,  il  faut  multiplier  |  par  |  ce  qui 
donne  f^.  En  effet,  si  j'avais  |  à  diviser  par  6,  et  non  par  f,  cela  se 
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ferait,  commo  on  a  vu  p.  r,\,  en  multipliant  son  dénominateur 
par  G,  et  l'on  aurait  -^,  pour  quotient;  mais,  au  lieu  de  6  pour  di- 
viseur, nous  avons  -^ ,  et,  comme  on  va  le  voir  dans  la  proposi- 
tion suivante,  lorsque  le  di\iseur  devient  uu  certain  nombre  de 
fois  plus  petit,  le  quotient  devient,  au  contraire,  ce  même  nombre 
de  lois  plus  grand  ;  ainsi ,  le  diviseur  f  doit  donner  un  quotient 
7  fois  plus  grand  que  celui  donné  par  G,  c'est-à-dire  que  37,;  il  faut 
donc  multiplier  cette  dernière  valeur  ^  par  7,  et  l'on  a  f^  pour 
quotient  de  f  par  f.  Nous  allons  maintenant  démontrer  la  proposi- 
tion sur  laquelle  nous  nous  sommes  appuyé. 

Proposition.  —  «  Lorsque  le  diviseur  d'une  division  devient  un 
«  certam  nombre  de  fois  plus  petit,  le  quotient  devient  ce  même 
«  nombre  de  fois  plus  grand.  » 

En  effet,  soit  la  division  de  f  par  6 ,  et  admettons,  comme  je 
l'ai  avancé  tout  à  l'heure ,  que  le  quotient  de  cette  division  soit  ^. 
On  aura  donc 

4:  J-  •V'    fi 

Or  nous  avons  (vu  p.  33)  que  si  l'un  des  facteurs  d'un  produit 
devient  un  certain  nombre  de  fois  plus  grand  ou  plus  petit ,  ce  pro- 
duit devient  aussi  le  même  nombre  de  fois  plus  grand  ou  plus  petit  ; 
d'où  l'on  conclut  aisément  que  si  les  deux  facteurs  deviennent,  l'un 
un  certain  nombre  de  fois  plus  petit,  et  l'autre  le  même  nombre  de 
fois  plus  grand ,  le  produit  ne  changera  pas. 

D'après  cela ,  dans  notre  multiplication  ci-dessus ,  si  le  facteur  G 
devient  7  fois  plus  petit ,  c'est-à-dire  égal  à  f ,  en  même  temps  que 
l'autre  facteur  ^  devient  7  fois  plus  grand,  c'est-à-dire  égal  à  |§ , 
le  produit  sera  toujours  le  même  et  égal  à  f  ;  de  sorte  que  l'on  aura 

4  28  S/-  â 

5  30  -^  7" 

Cette  égalité  fait  voir  que  si  l'on  avait  à  diviser  |  par  f ,  7  fois 
plus  petit  que  le  premier  diviseur  6,  alors  le  quotient  serait  -f^,  7  fois 
plus  grand  que  l'ancien  quotient  ^.  C.  Q.  F.  D. 

llemarque  I.  — On  verrait  de  même  que  «  si  le  diviseur  devient 
«  un  certain  nombre  de  fois  plus  grand,  le  quotient  devient  ce 
«  même  nombre  de  fois  plus  petit.  » 

Remarque  IL  —  Cette  proposition  n'est  au  reste  qu'une  géné- 
ralisation de  celle  de  la  p.  54. 
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CALCUL  DES  QUANTITÉS  COMPOSÉES  d'UNITÉS  ENTIÈRES  ET  DE  FRACTIONS. 

38.  «  On  réduit  ce  calcul  à  celui  des  fractions  ordinaires  en  ré- 
«  duisant  chaque  quantité  à  une  seule  expression  fractionnaire  par 
«  les  11^  et  II I^  remarques  faites  à  l'addition  des  fractions ,  p.  66.  » 
Ainsi ,  pour  multiplier 

on  remplacera  ces  quantités  par 

61  of  59 
9     '^''   I  I  > 

et  l'on  aura  ^^  pour  le  produit  de  ces  deux  expressions.  Ce  pro- 
duit peut,  au  reste,  se  décomposer  en  3G  +  ||,  d'après  la  re- 
marque I  faite  à  l'addition,  p.  66. 

De  même,  pour  diviser  7  parf,  on  remplacera  ces  expressions 
par  celles-ci,  f  ^t  |;  alors  tout  le  calcul  se  réduira  à  multiplier 

j  par  f ,  ce  qui  donne  ^  =  ii  i. 

Ainsi  on  voit  que  diviser  un  nombre,  comme  7,  par  une  fraction 
telle  que  f  ,  revient  à  le  multiplier  par  le  dénominateur  8  et  à  di- 
viser le  produit  56  par  le  numérateur  5. 

Nous  allons  terminer  cette  théorie  des  fractions  par  montrer, 
comme  nous  l'avons  promis,  comment  on  peut  reconnaître  les  cas 
où  une  fraction  ordinaire  doit  donner  naissance  à  une  fraction  dé- 
cimale périodique,  et  nous  dirons  ensuite  un  mot  des  fractions 
appelées  fractions  continues. 

DES  FRACTIONS  DONT  LES  VALEURS  EN  DÉCIMALES  SONT  PÉRIODIQUES. 

59.  Proposition  I.  —  «  Toute  fraction  irréductible  dont  le  déno- 
«  minateur  contient  d'autres  facteurs  que  ceux  de  10,  c'est-à-dire 
«  que  2  et  5,  donne  naissance  à  une  suite  interminable  de  chiffres 
«  décimaux  quand  on  veut  l'évaluer  en  décimales.  » 

3 

Ainsi  prenons  yï}  c'est-à-dire ;  je  dis  qu'eu  appUquant 

2  ^    7 

sur  cette  fraction  les  règles  de  division  données  plus  haut  (p.  47) , 
cette  division  ne  finira  jamais. 
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Kii  clïct,  colle  rôgic  consiste  à  mettre  à  la  suite  de  chaque  reste 
(le  division  un  zéro,  et  à  continuer  la  division  ainsi  qu'on  le 
voit  ici  : 

30  14 

20       0,2142 
60 
40 

Reste.    12 

Or,  je  dis  que  dans  cette  division  on  ne  trouvera  jamais  de  reste 
nul;  car  supposons,  par  exemple,  qu'au  lieu  de  trouver  12  on  eût 
trouvé  0  au  cinquième  reste,  de  manière  que  le  quotient  s'arrêtât 
au  quatrième  chiffre  :  on  aurait  donc  employé  quatre  zéros  à  la 
recherche  de  ce  quotient  ;  mais  il  est  bien  clair  qu'au  lieu  de  met- 
tre ces  zéros  au  fur  et  à  mesure  à  la  suite  des  restes  de  division,  on 
eût  pu  les  mettre  tous  les  quatre  à  la  fois  à  la  suite  du  dividende  3, 
ce  qui  eût  donné  le  nombre  soooo,  qu'on  aurait  compté  pour 
30000  dix-millièmes,  afin  que  cela  ne  fit  toujours  qu'une  quantité 
équivalente  à  trois  unités;  setrlemeut,  pour  diviser  ce  nombre 
30000  par  14,  on  eût  abaissé  chaque  zéro  à  son  tour  à  droite  de 
chaque  reste  de  division  qu'on  aurait  obtenu.  Or,  par  les  quatre 
zéros  mis  à  la  suite  du  dividende  3  on  ne  lui  a  pas  fait  acquérir 
d'autres  facteurs  que  2  et  5,  cest-à-dire,  d'autres  facteurs  que  ceux 
de  10,  puisqu'à  chaque  zéro  que  l'on  met  à  la  suite  dun  nombre 
on  le  multiplie  par  lO.  Ceci  semble  assez  évident  par  soi-même; 
mais,  au  reste,  on  en  trouvera  une  preuve  rigoureuse  eu  algèbre, 
Cor.  IV  du  n**  43.  Ces  zéros  ne  peuvent  donc  faire  acquérir  au  di- 
vidende les  facteurs  autres  que  2  et  5  que  le  diviseur  est  supposé 
renfermer.  Ces  zéros  ne  peuvent  donc  rendre  le  dividende  capable 
de  contenir  exactement  le  diviseur  ;  car,  pour  cela,  il  est  néces- 
saire, comme  nous  le  verrons  en  algèbre  (n°  43,  Corol.  V),  que  le 
dividende  ait  parmi  ses  facteurs  tous  ceux  du  diviseur  ;  donc  la 
division  donnera  un  reste,  et  c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Ainsi,  quand  une  fraction  irréductible,  comme  -^,  renferme  à  son 
dénominateur  d'autres  facteurs  que  2  et  5,  le  calcul  de  sa  valeur 
en  décimales  est  interminable. 

Nous  supposons  que  la  fraction  est  irréductible,  parce  que,  dans 
une  fraction  réductible,  la  proposition  pourrait  être  fausse. 
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6        2X3 

En  effet,  si  on  avait  uoe  fraction,  comme  — = ,  qui  ren- 

1  o       5  X.  3 

fermât  à  son  dénominateur  un  facteur  3  autre  que  2  et  5,  et  qu'elle 
le  renfermât  également  à  son  numérateur,  c'est  comme  si  elle  ne  le 
renfermait  pas,  puisqu'on  peut  supprimer  un  facteur  commun  aux 
deux  termes  d'une  fraction.  Ainsi,  en  cherchant  la  valeur  déci- 
male de  YE,  on  trouverait  la  quantité  0,4  qui  se  termine  au  pre- 
mier chiffre. 

Proposition  IL  —  «  Lorsqu'une  fraction  irréductible  contient  à 
«  son  dénominateur  des  facteurs  autres  que  2  et  5,  sa  valeur  déci- 
«  maie  est  périodique.  » 

En  effet,  on  vient  de  voir  que  la  division  de  son  numérateur  par 
son  dénominateur  donne  alors  une  suite  interminable  de  restes. 
Or^  ces  restes  de  division  doivent  être  tous  moindres  que  le  divi- 
seur (p.  41),  c'est-à-dire  que  le  dénominateur  de  la  fraction.  Donc, 
après  un  nombre  de  restes  tout  au  plus  égal  au  nombre  des  unités 
de  ce  dénominateur  diminué  de  l,  on  retrouvera  quelqu'un  des 
restes  déjà  obtenus  précédemment.  Ce  reste,  en  reparaissant  ainsi 
pour  la  seconde  fois,  reproduira  à  sa  suite  les  mêmes  restes  que 
ceux  qui  l'avaient  suivi  la  première  fois,  et  ces  différents  restes, 
en  revenant  dans  le  même  ordre  qu'auparavant,  reproduiront  une 
seconde  fois  les  mêmes  chiffres  que  la  première  fois  au  quotient. 

Par  exemple ,  le  calcul  de  la  réduction  de  f  en  décimales  est  tel 
qu'on  le  trouve  ici. 


1* 

2* 

3*^ 
4^ 

6^ 

7« 

8^ 

9« 

10'' 

11" 


reste.  3o 

20 

60 

40 


0,428571  4285 


50 

10 
.    30 
..    20 

60 

40 


Or,  on  voit  qu'après  le  sixième  reste  on  retrouve  le  même  nom- 
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brc  3  pour  septième  reste,  que  l'on  avait  déjà  trouvé  pour  premier 
reste  :  ce  reste  donne  le  même  dividende  30,  et  par  conséquent  le 
même  cliilIVo  J  au  quotient  à  la  seconde  l'ois,  qu'a  la  première,  avec 
le  môme  nombre  '2  pour  reste  suivant  :  ce  reste  suivant  2  donnera 
aussi  à  cette  seconde  fois  le  même  dividende  20  avec  le  même 
chiffre  au  quotient,  et  le  même  reste  6  qu'à  la  première  fois,  et 
ainsi  de  suite  ;  de  sorte  que  les  mêmes  chiffres  se  reproduiront 
sans  cesse.  C.  Q.  F.  D. 

DES  FRACTIONS  CONTINUES. 

'iO.  Ou  appelle  fraction  continue^  toute  fraction  dont  le  numé- 
rateur est  un  nombre  entier,  tandis  que  sou  dénominateur  est  un 
entier,  plus  une  fraction  dont  le  numérateur  est  un  entier  et  le 
dénominateur  un  entier  plus  une  fraction,  et  ainsi  de  suite.  Voici 
un  exemple  de  pareilles  fractions  : 


3   +   7 


9  +  etc. 


Ce  qui  se  lit  en  disant  :  2  divisé  par  3  plus  7  divisé  par  5  plus 
4  divisé  par  9. 

Le  trait  qui  est  sous  2  doit  couvrir  3  et  7 ,  celui  qui  est  sous  7 
ne  doit  pas  passer  sous  3,  mais  doit  couvrir  5  et  4  ;  le  trait  qui  est 
sous  4  ne  doit  pas  passer  sous  .5,  mais  doit  couvrir  9  +  etc.  Ainsi 
de  suite. 

Définition  I.  —  On  appelle /me^207i  partielle  chacune  des  frac- 
tions ordinaires  qui  composent  une  fraction  continue.  Ainsi 
f  >  5>  9  >  etc.,  sont  les  fractions  partielles  de  l'exemple  précédent. 

Définition  II.  —  On  appelle  fraction  intégrante  la  quantité  ex- 
primée par  la  réunion  de  plusieurs  fractions  partielles  successives 
depuis  la  première  jusqu'à  celle  à  laquelle  on  veut  s'arrêter. 

Selon  que  l'on  s'arrête  à  la  première,  ou  à  la  deuxième,  ou  à  la 
troisième,  etc.,  fraction  partielle,  on  a  ce  que  l'on  appelle  la  pre- 
mière, ou  la  deuxième,  ou  la  troisième,  etc.,  fraction  intégrante. 
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Ainsi,  dans  l'exemple  précédent,  la  première  fraction  intégrante 
est  f ,  la  deuxième  est 

2  la  troisième  est    2 


3-1-7 


5  +  4 


Problème.  —  «  On  demande  de  trouver  la  valeur  en  fraction 
«  ordinaire  d'une  fraction  intégrante  quelconque.  » 

Solution.  —  Pour  calculer  la  valeur  d'une  fraction  intégrante, 
il  faut  commencer  par  ajouter  la  dernière  fraction  partielle  avec  le 
nombre  entier  qui  la  précède,  afin  de  n'en  faire  qu'une  fraction 
ordinaire  qui  se  trouvera  servir  de  diviseur  au  numérateur  de 
l'avant-dernière  fraction  partielle;  ensuite  on  ajoutera  le  nombre 
entier  qui  précède  cette  avant-dernière  fraction  partielle  avec  le 
résultat  de  cette  division,  pour  ne  faire  du  tout  qu'une  seule  frac- 
tion ordinaire ,  et  on  remontera  ainsi  successivement  d'une  fraction 
partielle  à  la  précédente  jusqu'à  ce  qu'on  soit  arrivé  à  la  pre- 
mière, et  l'on  aura  ainsi  la  valeur  demandée.  Par  exemple,  pour 
calculer  la  valeur  de 


3  +  7 


5  +  4 


9 

je  commence  par  ajouter  |  à  5,  ce  qui  donne  ^;  j'ai  donc 

2 


3   +   7/f . 

Or,  7  /  ^  donne  la  même  chose  que  7  X  ^ ,  c'est-à-dire  f|  ;  il 
vient  donc 

2 

3  +  63 


49    ' 

alors  j'ajoute  f|  h  3,  ce  qui  donne  ^.  Ainsi  j'ai  2  /  ^,  ce  qui 
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est  la  môme  chose  que  2  X  ^  ou  que  tth;  -,  et  telle  est  la  valeur 
demandée. 

Remarque. — Ordinairement  chaque  numérateur  des  fractions 
partielles  est  l'unité,  comme  dans  la  iractiou  suivante  : 

1 

7  +  1 


3  -t-  1 


8  +  1 
9 


Pour  lors  le  calcul  précédent  dévient  un  peu  plus  simple. 

41.  Problème.  —  «  On  demande  de  développer  une  fraction  or- 
«  dinaire  en  fraction  continue.  » 

Solution. —  A  cet  effet,  divisez  le  dénominateur  de  la  fraction  par 
son  numérateur,  puis  divisez  celui-ci  par  le  reste  de  cette  première 
division,  ensuite  divisez  ce  premier  reste  par  celui  de  la  deuxième 
division,  et  continuez  ainsi  à  diviser  chaque  reste  de  division  par 
le  suivant  ;  alors,  pour  avoir  la  fraction  continue  demandée,  il 
faudra  la  composer  de  fractions  partielles  ayant  toutes  pour  nu- 
mérateurs l'unité  et  pour  dénominateurs  les  quotients  des  diverses 
divisions  qu'on  aura  faites.  Ainsi,  proposons-nous  de  dévelop- 
per i^oVmfu  ^^  fraction  continue  :  on  pourra  disposer  le  calcul  de  la 
manière  suivante  : 


1* 


100000 

14159 

887 

854 

33 

25  1 
4 

29 

M 
1 

4 

0 

reste.   887 

7  1 
5289 

15  1 
33 

1  1 
194 

1 


2^  reste.        854  29 

Moyennant  quoi  on  peut  écrire  : 

14159         1 


100000 


7  +  1 


15  +  1 


1  +  1 


25  +  1 
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La  raison  de  cette  règle  est  très-simple  :  en  effet,  on  peut  divi- 
ser, comme  nous  savons  (p.  40,  Corol.^,  les  deux  termes  d'une  divi- 
sion par  un  même  nombre;  on  peut  donc  diviser  les  deux  termes  de 
Tuû'rfou  par  14159,  ce  qui  donne  l  pour  dividende  et  7  +  jlf^g  pour 
diviseur.  Ainsi  on  a 

14159     1 


100000    7  +  877 


14159 


Or,  on  peut  encore  diviser  les  deux  termes  de  lirh  P^ï"  ^87, 
et  cela  donne 

887      1         ^    14159     1 

Donc 


14159    15  +  854        lOOOOO    7  +  1 


887  15  +  854 


887 


De  même  on  peut  diviser  les  deux  termes  de  f|f  par  854,  ce  qui 
donne 


854    1 

887    1  +  33 

854 

14159     1 

•^^"^100000^  7  +  1 

15+  1 

1  +  33 

854 

Ainsi  de  suite. 

Remarque.  — ■  L'exemple  précédent  suffit  pour  montrer  l'utilité 
des  fractions  continues.  Cette  espèce  de  fraction  sert  à  trouver  à 
quelle  valeur,  facile  à  concevoir  par  sa  simplicité,  est  à  peu  près 
égale  une  fraction  dont  les  deux  termes  sont  des  nombres  considé- 
rables, telle  qu'est  la  fraction  -rmuunJ-  Pour  arriver  à  cette  valeur 
simple ,  il  suffit  d'arrêter  la  fraction  continue  à  la  première  frac- 
tion partielle,  ou  à  la  deuxième,  ou  à  la  troisième,  etc.,  selon 
que  Ton  veut  une  valeur  plus  ou  moins  simple  :  ainsi  dans  l'exem- 
ple ci-dessus ,  en  s'arrêtant  à  la  première  fraction  partielle ,  on 
trouve  que  j\fomfo  est  à  peu  près  égal  à  ^  :  je  dis  à  peu  près,  car, 
à  parler  rigoureusement  ^  nous  avons  trouvé 
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1  i I 50         1 

100000"~7   H-    887 


14159 

De  môme  ,  en  s'en  tenant  aux  deux  premières  fractions  partielles, 
ou  a  à  peu  près 

14159         J 15 

lOOOOo"    7    +    1    ~~     lOG    ■ 
15 

Je  dis  encore  à  peu  près,  parce  qu'à  la  rigueur  c'est  à 
1 

7  -h  1 


15  -1-854 


887 


qu'est  égale  la  quantité  i  „Vi)oo  • 

42.  Proposition.  —  «  La  valeur  d'une  fraction  continue  totale 
«  est  toujours  comprise  entre  deux  Iraclious  intégrantes  consécu- 
«  tives.  » 

En  effet ,  reprenons  l'exemple  ci-dessus  :  il  est  facile  de  voir  que 
la  première  fraction  intégrante  ^  est  trop  grande,  car  le  dénomi- 
nateur 7  est  trop  petit,  puisque  c'est  7  -H  jlftg  qu'il  faudrait.  Or, 
quand  le  diviseur  d'une  division  diminue,  le  quotient  augmente 
(p.  69 )  ;  donc  la  fraction  \  est  trop  grande. 

Je  dis ,  en  second  lieu ,  que  la  deuxième  fraction  intégrante 

1  15 


7   +    1  106 

15 


est  trop  petite.  Car  le  diviseur  15  de  ^5  est  trop  petit,  puisque 
c'est  15  -i-  fff  qu'il  faudrait  ;  la  fraction  -^  est  donc  trop  grande  ; 
le  dividende  7  +  -(L  est  donc  trop  grand  dans  l'expression 


7+1 


15  ' 

cette  expression  est  donc  trop  petite.  On  prouverait ,  en  troisième 
lieu,  par  un  raisonnement  semblable,  que  la  troisième  fraction 
intégrante 
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_1 16_ 

7  4-1      ~  113 
15  +  1 


est  trop  grande ,  et  ainsi  de  suite. 

Corollaire.  —  Pour  avoir  une  limite  de  l'erreur  commise  en 
prenant  une  des  fractions  intégrantes  pour  valeur  de  la  fraction 
continue  totale ,  on  n'a  qu'à  calculer  la  différence  de  cette  fraction 
intégrante  à  la  suivante. 

Ainsi  l'erreur  commise  en  prenant  i  pour  valeur  de  l'oVu^Jo  û'est 
pas  de  yfâ ,  puisque  c'est  là  la  différence  de  ^  à  f^,  et  que  la  frac- 
tion continue  totale  est  comprise  entre  ces  deux  quantités. 


DES  MESURES  ET  DES  NOMBRES  CONCRETS. 

43.  Définition  I.  —  Dans  chaque  espèce  de  grandeur,  on  prend 
une  ou  plusieurs  quantités  de  valeurs  bien  connues  de  tout  le 
monde,  et  on  s'en  sert  ensuite  pour  évaluer  les  autres  quantités 
de  même  espèce  :  c'est  là  ce  qu'on  appelle  mesure  ou  unité,  comme 
nous  l'avons  dit  en  déûnissant  l'unité. 

Définition  IL  —  Mesurer  une  quantité ,  n'est  autre  chose  que 
chercher  quel  nombre  entier  bu  fractionnaire  de  mesures  de  son 
espèce  elle  peut  contenir. 

Remarque.  —  On  voit  donc  qu'il  y  a  autant  d'espèces  de  me- 
sures qu'il  y  a  d'espèces  différentes  de  quantités  :  nous  allons  les 
faire  connaître  successivement  en  commençant  par  les  mesures 
dont  on  se  servait  autrefois  ;  après  quoi  nous  parlerons  des  me- 
sures dont  on  se  sert  aujourd'hui. 

DES  MESURES   ANCIENNES  ET  DES   NOMBRES   COMPLEXES. 

1**  Mesures  de  longueur.  —  Les  mesures  de  longueur  anciennes 
sont  : 

La  toise,  qui  vaut    6  pieds; 
Le  pied 12  pouces  ; 
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Le  pouce,  qui  vaut  1 2  lignes  ; 

La  ligne 12  points. 

L'aune  de  Paris  vaut  3  pieds  7  pouces  lo  lignes  |. 

Il  y  avait  encore  d'autres  mesures ,  mais  nons  nous  contentons 
de  donner  les  principales. 

Les  mesures  de  surface  et  de  volume  étaient  trop  variables  d'une 
province  à  l'autre  pour  que  nous  entreprenions  de  les  dire  ici. 

2°  Mesures  de  poids.  — Les  mesures  de  poids  anciennes  sont  : 

La  livre ,  qui  vaut  2  marcs  ; 

Le  marc 8  onces  ; 

L'once 8  gros; 

Le  gros 3  deniers  ou  72  grains. 

3"  Pour  les  mesures  de  temps  y  elles  sont  encore  telles  qu'elles 
étaient  ;  et  comme  tout  le  monde  les  connaît,  nous  sommes  dispen- 
sés d'en  dire  quelque  chose  ici. 

4°  Les  mesures  de  monnaie  anciennes  sont  : 

La  livre  tournois,  qui  vaut  20  sous; 
Le  sou 12  deniers. 

Définition.  —  On  appelle  nombres  complexes  une  collection  de 
nombres  de  mesures  de  même  espèce,  mais  de  grandeurs  diffé- 
rentes. 

Ainsi  le  nombre  qui  représente  ci-dessus  la  longueur  de  l'aune  j 
savoir  :  3  pieds  7  pouces  lo  ligues  |,  est  un  nombre  complexe. 

Nous  allons  faire  connaître  les  règles  à  suivre  pour  calculer  avec 
ces  nombres. 

ADDITION   DES   NOMBRES   COMPLEXES. 

44.  Pour  faire  l'addition  de  plusieurs  nombres  complexes,  «il 
«  faut  les  écrire  les  uns  sous  les  autres,  de  manière  que  les  nombres 
«  de  mesures  de  même  valeur  soient  dans  une  même  colonne.  En- 
«  suite  on  additionne  tous  les  nombres  qui  sont  dans  une  même  co- 
«  lonne  d'après  les  règles  ordinaires,  en  commençant  par  la  droite, 
«  c'est-à-dire  par  les  mesures  les  plus  petites.  Si  la  somme  des  nom- 
«  bres  d'une  même  colonne  n'est  pas  assez  grande  pour  former  une 
«  mesure  immédiatement  supérieure ,  on  écrit  cette  somme  sous  la 
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«colonne  qui  l'a  produite;  mais  si  cette  somme  est  assez  grande 
«  pour  former  une  ou  plusieurs  mesures  supérieures,  on  retient  ces 
«  mesures  pour  la  colonne  suivante  à  gauche,  et  on  n'écrit  que 
«  l'excédant  sous  la  colonne  qu'on  a  additionnée.  »  AppUquons  ceci 
à  l'exemple  suivant  : 


7  heures 

4 
2 

3  minutes      5  secondes. 

15                    49 
1                      58 

112 

al     13  heures 

20  minutes    52  secondes, 

La  première  colonne  à  droite  donne  112  secondes;  or,  il  ne 
faut  que  60  secondes  pour  faire  une  minute;  112  secondes  valent 
donc  1  minute  plus  52  secondes  :  je  garderai  cette  minute  pour  la 
colonne  des  minutes,  et  je  n'écrirai  sous  la  colonne  des  secondes 
que  52  secondes.  Ensuite,  passant  à  la  colonne  des  minutes,  je 
trouve  qu'elle  me  donne  19  minutes,  à  quoi  j'ajoute  la  minute 
retenue  sur  la  colonne  précédente,  et  j'ai  20  minutes  que  j'écris  en 
entier  sous  la  colonne  des  minutes.  Enfin ,  pour  les  heures ,  je 
trouve  13  heures,  que  j'écris  sous  la  colonne  des  heures. 

SOUSTRACTION  DES  NOMBRES  COMPLEXES. 

«  Pour  soustraire  un  nombre  d'un  autre,  on  l'écrit  sous  cet  autre 
«  de  manière  que  les  unités  ou  mesures  de  même  grandeur  soient 
«  eu  colonne.  Ensuite  on  retranche  chaque  nombre  de  mesures  du 
«  nombre  qui  est  au-dessus,  en  commençant  par  la  droite,  c'est-à- 
«  dire,  par  les  mesures  les  plus  petites.  Si  la  soustraction  est  possi- 
«ble,  on  écrit  le  reste  sous  la  colonne  qui  l'a  produit;  mais  si  le 
«  nombre  inférieur  est  plus  fort  que  le  supérieur ,  on  emprunte 
«  sur  la  gauche  une  mesure  d'une  plus  grande  valeur ,  à  l'instar  de 
«  ce  qui  se  pratique  dans  la  soustraction  ordinaire.  Ainsi 

de  7  toises  3  pieds  o  pouce  9  lignes  5  points, 
on  veut  ôter  2  5         il  lo  3 


il  reste  4  toises  3  pieds  o  pouce  1 1  lignes  2  points. 
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Je  dis  :  3  points  ôtés  de  5  points ,  il  reste  2  points  que  j'écris,  lin 
second  lieu,  lo  lignes  ne  peuvent  se  soustraire  de  0  lignes  ;  j'em- 
prunte donc  à  gauche;  mais  comme  la  première  colonne  à  gauche 
n'a  qu'un  o,  je  passe  à  la  deuxième  colonne,  sur  laquelle  j'em- 
prunte 1  pied  qui  vaut  12  pouces;  de  ces  12  pouces  j'en  laisse  il 
sur  la  colonne  des  pouces,  et  j'en  retiens  i  qui  vaut  I2  lignes,  que 
je  réunis  aux  9  que  j'ai  déjà,  ce  qui  l'ait  21 ,  et  je  dis  :  lo  lignes 
ôtées  de  21,  il  reste  1 1,  que  j'écris  au-dessous.  En  troisième  lieu,  je 
passe  à  la  colonne  des  pouces;  je  compte  le  o  de  cette  colonne 
pour  1 1  à  cause  de  l'opération  précédente,  et  je  dis  :  1 1  ôtés  de  1 1, 
il  ne  reste  rien  ;  j'écris  donc  0  au-dessous;  en  quatrième  lieu,  je 
passe  aux  pieds,  et  comme  j'en  ai  emprunté  l ,  je  ne  compte  les 
3  pieds  que  pour  2,  et  je  dis  :  5  pieds  ne  peuvent  se  soustraire  de 
2  pieds  ;  j'emprunte  donc  à  gauche  l  toise  qui  vaut  6  pieds ,  les- 
quels ajoutés  avec  les  2  pieds  que  nous  avons  déjà  font  8  picfls  ; 
alors,  de  8  ôtez  5,  il  reste  3  ,  que  j'écris  au-dessous.  Enfin  ,  je  ne 
dirai  pas  de  7,  mais  de  6  ôtez  2  toises,  il  reste  4,  que  j'écris  au- 
dessous.  Le  reste  est  donc  de  4  toises  3  pieds  o  pouce  1 1  lignes 
2  points. 

MULTIPLICATION   DES   NOMBRES   COMPLEXES. 

4o.  Il  y  a  deux  manières  de  faire  cette  multiplication  :  la  pre- 
mière est  très-simple  en  théorie,  mais  ordinairement  fort  longue 
dans  la  pratique. 

Cette  manière  consiste  «  à  transformer  chaque  facteur  en  une 
«  fraction  équivalente ,  et  à  faire  le  produit  de  ces  deux  fractions.  » 

Ainsi,  supposons  que  certain  ouvrage  coûte  5  livres  1.5  sous 
8  deniers  la  toise ,  et  que  l'on  demande  le  prix  de  7  toises  5  pieds 
de  cet  ouvrage.  Il  est  clair  que  pour  résoudre  ce  problème  il  faut 
multiplier 

•5  livres    i  .5  sous    s  deniers 
par  7  toises      5  pieds. 

A  cet  effet  on  réduira  chacun  de  ces  deux  nombres  complexes 
en  fraction  dont  le  numérateur  marquera  combien  ce  nombre 
complaxe  vaut  de  fois  la  plus  petite  des  mesures  dont  il  est  com- 
posé ,  et  le  dénominateur  combien  il  faut  de  ces  mêmes  mesures 

6 
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pour  former  la  plus  grande  mesure  de  cette  espèce.  Ainsi  on  cher- 
chera d'abord  combien  5  livres  15  sous  8  deniers  font  de  deniers, 
ce  qui  se  fait  en  multipliant  successivement  chaque  ordre  d'unités 
ou  de  mesures,  à  partir  des  plus  grandes ,  par  le  nombre  de  fois 
qu'une  d'elles  vaut  la  mesure  immédiatement  inférieure,  et  ajou- 
tant au  produit  les  unités  ou  mesures  de  cet  ordre  immédiatement 
inférieur  qui  entrent  dans  le  nombre  complexe  donné.  Ainsi,  comme 
il  faut  20  sous  pour  faire  une  livre,  on  multipliera  par  20  nos 
5  livres,  afln  de  voir  ce  qu'elles  font  de  sous,  et  l'on  trouvera  loo 
sous,  auxquels  on  ajoutera  15  sous,  ce  qui  fera  115  sous.  Mainte- 
tenant,  comme  il  faut  12  deniers  pour  faire  i  sou,  on  multipliera 
par  12  le  nombre  115  sous,  afin  de  voir  ce  qu'il  fait  de  deniers,  et 
l'on  trouvera  1380  deniers  auxquels  on  ajoutera  8  ,  ce  qui  fera  en 
tout  1388  deniers  pour  valeur  de  5  livres  15  sous  8  deniers.  Or,  la 
livre  vaut  240  deniers,  donc  i  denier  égale  -^  de  livre,  donc 
1388  deniers  égalent  -^2^  de  livre,  donc  : 

5  livres  15  sous  8  deniers  =  -^f  de  livre. 

On  trouvera  de  même  que  7  toises  5  pieds  =  ^  de  toise. 

Maintenant,  pour  multiplier  ces  deux  fractions,  on  suivra  la 
règle  ordinaire,  et  le  produit  sera  le  prix  cherché;  ce  sera  ^^  de 

livre. 

Pour  voir  ce  que  cela  fait  de  livres ,  sous  et  deniers ,  il  faut  sa- 
voir diviser  65236  livres  par  1440.  Or,  en  général,  pour  diviser  un 
nombre  d'anciennes  mesures  en  parties  égales,  on  peut  se  servir 
de  la  règle  suivante,  laquelle  s'applique  au  cas  où  le  dividende 
serait  complexe,  c'est-à-dire  renfermerait  des  mesures  de  diverses 
grandeurs. 

Règle  pour  diviser  un  nombre  d'anciennes  mesures  par  un  nom- 
bre entier.  —«Divisez  d'abord  les  plus  grandes  unités  ou  mesures 
"  du  dividende  ;  ensuite ,  après  avoir  converti  le  reste  de  la  divi- 
«siou  en  mesures  immédiatement  inférieures,  en  le  multipliant 
«par  le  nombre  qu'il  faut  de. celles-ci  pour  faire  une  unité  ou  me- 
«  sure  supérieure,  ajoutez-le  au  nombre  de  ces  mesures  inférieures 
«  que  renferme  le  dividende ,  et  divisez  la  somme  par  le  diviseur  : 
«  agissez  avec  le  reste  de  cette  division  comme  avec  celui  de  la  di- 
«  vision  précédente ,  et  continuez  ainsi  jusqu'à  la  plus  petite  espèce 
<-  d'unités  ou  mesures  du  dividende.  » 
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Ainsi ,  pour  divisor  14  livres  c.  sous  9  deniers  par  3,  on  dira  :  le 
tiers  de  ij  livres  est  de  t  livres  pour  12  livres,  et  il  reste  2  livres 
que  je  eonvertis  en  sous  en  les  multipliant  par  20 ,  ce  qui  donne 
40  sous  qui,  ajoutés  avec  les  G  sous  du  dividende,  donnent 
46  sous.  Le  tiers  de  4G  sous  est  de  15  sous  pour  1.»  sous,  et  il  reste 
f  sou  que  je  convertis  en  deniers  en  le  multipliant  par  12,  ce  qui 
donne  1 2  ;  j'y  ajoute  les  9  deniers  du  dividende,  et  j'ai  2 1 ,  dont  le 
tiers  est  7.  Ainsi  j'ai  : 

14  1.  6  s.  9  d. 

=  4  I.  15  s.  7  d. 

On  peut  appliquer  cette  règle  à  l'exemple  précédent  ^rr^  Jiv. 
de  la  manière  suivante  ; 


65236  liv. 

7636 

1*"*"  reste     436  liv. 
Multiplié  par     20 

8720   s. 

2*^  reste       80 
Multiplié  par     12 


1440 


45  1.  6  S.  0  d.  tïi  ou  § 


960  d. 


Ainsi  7  toises  5  pieds  d'ouvrage  coûteraient  45  livres  6  sous 
0  denier  §. 

La  seconde  manière  de  faire  la  multiplication  est  connue  sous  le 
nom  de  méthode  des  parties  aliquotes. 

Définition. —  On  entend  par  partie  aliquoie  d'une  quantité,  une 
partie  qui  va  exactement  un  nombre  entier  de  fois  dans  cette  quan- 
tité, tel  que  la  sixième  partie  juste,  ou  la  septième,  etc. 

Règle  dans  le  cas  d'un  tmiltiplicateur  incomplexe.  —  «  Pour 
«multiplier  un  nombre  complexe  par  un  nombre  entier  incom- 
«  plexe,  multipliez,  par  le  multiplicateur,  d'abord  les  plus  grandes 
«unités  ou  mesures  du  multiplicande,  que  j'appellerai  mesures  du 
<•  premier  ordre. 

«  Ensuite  pour  les  nombres  de  mesures  d'ordres  inférieurs  qui 
«entrent  dans  le  multiplicande,  ou  les  décompose  chacun  eu  plu- 
«  sieurs  parties ,  et  on  fait  en  sorte  que  chacune  de  ces  parties  soit 
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«  une  partie  aliqnote  de  la  mesure  du  premier  ordre,  ou  une  partie 
«  aliquote  d'une  autre  partie  du  multiplicande  dont  on  ait  déjà  cal- 
«  culé  le  produit.  Dans  le  premier  cas,  considérant  le  multiplica- 
«  teur  comme  un  nombre  de  mesures  du  premier  ordre  du  multi- 
«  plicande,  on  le  divise  par  2  ou  3,  ou  4,  ou  5,  ou,  etc.,  suivant  que 
«  la  partie  aliquote  dont  il  s'agit  est  |  ou  |,  ou  |,  ou  l,  ou,  etc.,  de 
«  la  mesure  du  premier  ordre.  Dans  le  second  cas,  c'est  le  produit 
<c  fourni  par  cette  autre  partie  du  multiplicande ,  dont  je  suppose 
«  qu'on  a  déjà  fait  le  calcul,  qu'il  faut  diviser  par  2  ou  3,  ou,  etc., 
«  suivant  que  la  partie  aliquote  dont  il  s'agit  est  |  ou  ^,  ou,  etc., 
«  de  cette  autre  partie.  » 
Ainsi  soit  à  multiplier 

5  liv.     15  sous  8  deniers 
par    7 


pour  5  liv.  on  a  35  liv. 
pour  10  sous. . .    3 

pour  5 1 

pour  6  deniers .    o 
pour  2 0 


10  sous 

15 

3  6  deniers 

1  2 


40  liv.       9  sous  8  deniers. 

Je  multiplie  d'abord  5  livres  par  7,  ce  qui  donne  S.""*  livres.  En- 
suite, pour  les  15  sous  du  multiplicande  je  les  décompose  en  10 
sous,  qui  font  I  de  la  livre,  et  en  5  sous,  qui  sont -^  de  10  sous. 
Pour  10  sous,  je  divise  le  multiplicateur  par  2  en  le  considérant 
comme  représentant  7  livres ,  et  j'ai  3  livres  10  sous  ;  puis,  pour  5 
sous,  je  divise  par  2  ces  3  livres  10  sous,  ce  qui  donne  1  livre  15 
sous.  La  raison  de  la  première  de  ces  deux  divisions  est  que  si  ou 
avait  1  livre  à  multiplier  par  T,  cela  donnerait  7  livres;  mais 
comûie  on  a  seulement  10  sous  qui  ne  font  que  i  livre,  cela  doit 
donner  seulement  |  livres,  c'est-à-dire,  3  livres  lo  sous.  Quant  à  la 
deuxième  division,  la  raison  est  évidente,  parce  qu'il  est  clair  que 
si  10  sous  ont  donné  3  livres  lo  sous,  alors  5  sous  n'en  donneront 
que  la  moitié.  {Voy.  prop.  de  la  p.  33.) 

En  second  lieu,  pour  les  8  deniers,  je  les  décompose  en  6  de- 
niers, qui  font  t^j  de  5  sous,  et  en  2  deniers,  qui  font  |  de  6  de- 
niers. Ainsi,  pour  h  deniers,  je  divise  d'abord  par  lo  le  produit 
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de  5  sous,  c'est-à-dire,  i  livre  15 sous,  ce  qui  donne  o  livre  3  sous 
6  deniers,  et  ensuite,  pour  2  deniers ,  je  divise  ces  o  livre  3  sous  G 
deniers  par  3,  ce  qui  donne  t  sou  2  deniers.  Réunissant  enfm 
tous  ces  produits  partiels,  je  trouve  40  livres  9  sous  8  deniers  pour 
le  produit  définitif. 

Supposons  à  présent  que  le  multiplicateur  soit  complexe  en 
raôme  temps  que  le  multiplicande,  et  désignons  encore  par  le  nom 
d'ordre  les  diverses  unités  ou  mesures  de  ce  multiplicateur  :  ainsi 
appelons  mesures  du  premier  ordre  celles  de  la  plus  grande  valeur, 
et  mesures  du  deuxième  ordre,  du  troisième  ordre,  etc.,  les  autres. 

Règle.  —  «  Dans  ce  cas,  multipliez  d'abord  tout  le  multiplicande 
«  par  les  mesures  de  premier  ordre  du  multiplicateur,  et  cela  d'a- 
«  près  la  règle  précédente. 

«Ensuite,  pour  les  nombres  de  mesures  d'ordres  inférieurs  du 
«multiplicateur,  décomposez-les  en  diverses  parties,  et  faites  en 
«  sorte  que  chaque  partie  soit  une  partie  aliquote  de  la  mesure  du 
«  premier  ordre  de  votre  multiplicateur,  ou  une  partie  aliquote 
«  d'une  autre  partie  dont  le  produit  ait  déjà  été  calculé.  Dans  le 
«premier  cas,  divisez  tout  le  multiplicande  par  2,  ou  3,  ou  4, 
«  ou,  etc.,  suivant  que  votre  partie  aliquote  sera  ^,  ou  ^,  ou  {,  etc., 
«de  la  mesure  du  premier  ordre.  Dans  le  deuxième  cas,  c'est  le 
«  produit  fourni  par  cette  autre  partie  du  multiplicateur,  dont  je 
«suppose  qu'on  ait  déjà  fait  le  calcul,  qu'il  faudra  diviser  par  2, 
«  ou  3,  ou  4,  ou,  etc.,  selon  que  votre  partie  aliquote  sera  |,  ou  ^, 
«  ou  ;|,  etc.,  de  cette  autre  partie.  » 


Voici  un  exemple  : 

A  raison  de    5 

livres 

15 

sous 

8  deniers 

la 

toise , 

on  demande  le  prix  de    7 

toises 

5 

pieds 

s  pouces 

/    35 

livres 

i       3 

10 

sous 

pour  7  toises. . .   <     i 

0 

15 
3 

6  deniers 

l     0 

1 

2 

pour  3  pieds 2 

pour  2  pieds i 

17 

18 

10 
6 

2 
3 

pour  8  pouces o 

12 

10 

2 

9 

45  livres    is  sous  lo  deniers  f 
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Je  cherche  d'abord  le  prix  de  7  toises  par  la  règle  précédente. 
Ensuite,  pour  5  pieds,  je  les  décompose  en  deux  parties  :  l'une 
pieds,  et  l'autre  2  pieds;  la  première  étant  la  moitié  d'une  toise, 
ne  devra  coûter  que  la  moitié  du  prix  d'une  toise  -.  je  prends  donc 
la  moitié  de  tout  le  multiplicande,  5  livres  15  sous  8  deniers,  et 
j'ai  2  livres  17  sous  10  deniers.  Par  une  raison  semblable,  pom' 
trouver  le  prix  de  2  pieds,  je  prends  le  tiers  du  multiplicande,  ce 
qui  me  donne  l  livre  18  sous  6  deniers  |.  Enfin  je  prends  le  tiers 
de  ce  résultat  pour  avoir  le  prix  de  8  pouces ,  parce  que  8  pouces 
sont  le  tiers  de  2  pieds.  {Voy.  proposition  de  la  page  33.)  En  ras- 
semblant tous  ces  produits  partiels,  j'ai  donc  45  livres  18  sous 
10  deniers  f  pour  le  prix  cherché. 

DIVISION  DES  NOMBRES  COMPLEXES. 

46.  Il  faut  distinguer  deux  cas,  suivant  que  le  quotient  doit  être 
de  même  espèce  que  le  dividende  ou  d'espèce  différente,  et  on 
reconnaît  cela  aisément  par  le  problème  qui  conduit  à  faire  la 
division. 

Nous  allons  examiner  successivement  chacun  de  ces  deux  cas. 

1°  Cas  où  le  quotient  et  le  dividende  sont  de  même  espèce. 
«  Dans  ce  cas,  si  le  diviseur  est  un  nombre  entier  incomplexe,  on 
«  se  conformera  à  la  règle  de  la  page  82;  mais  si  le  diviseur  est  un 
«  nombre  complexe,  on  le  changera  d'abord  en  une  fraction  équi- 
«valente  d'après  la  règle  de  la  page  81.  Ensuite,  conformément 
«à  la  théorie  des  fractions,  n°  37,  on  multipliera  le  dividende 
«  par  le  dénominateur  de  cette  fraction ,  et  on  divisera  le  nombre 
«  complexe  résultant  de  cette  multiplication  par  le  numérateur  de 
«  cette  même  fraction.  Du  reste,  on  devine  bien  que  cette  division 
«  se  fera  encore  par  la  règle  de  la  page  82.  » 

Par  exemple,  on  demande  le  prix  de  la  toise  d'ouvrage ,  sachant 
que  7  toises  5  pieds  ont  coûté  45  livres  6  sous  o  denier  |. 

A  cet  effet,  au  lieu  de  7  toises  5  pieds  qui  doivent  servir  ici  de 
diviseur,  on  prendra  ^  (page  82),  puis  on  multipliera  d'abord 


45  livres    6  sous    o  denier  | 


par        6 


ce  qui  donne    271  livres  16  sous    4  deniers. 
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Jo  divise  ensuite  ce  produit  par  47  en  la  manière  suivante  ; 

271  liv.     iG  s.     4  d.      47 
1*"'  reste.     3 g 
Multiplié  par    20 


5  iiv.     15  s.     8  d. 


720  S.  4-   10  S.  =  73G 
266 

2^  reste.      31  s. 
A  multiplier  par      12 


372  d.   -f-  4  d.  =  376 

3^  reste,  oo 

et  je  trouve  que  le  prix  demandé  est  de  5  livres  15  sous  8  deniers. 

2°  Quand  le  quotient  doit  être  d'espèce  différente  de  celle  du 
dividende.  Observons  que  dans  ce  cas  le  dividende  est  en  général 
de  même  nature  que  le  diviseur,  parce  que  le  dividende  n'étant 
que  le  produit  du  diviseur  par  le  quotient,  il  faut  bien  qu'il  soit 
en  général  de  môme  nature  que  Tun  ou  l'autre  de  ces  deux  fac- 
teurs ;  si  donc  ce  n'est  pas  le  quotient  qui  est  de  même  nature  que 
lui ,  il  faut  que  ce  soit  le  diviseur. 

J'ai  dit  en  général,  parce  qu'il  peut  absolument  arriver  pour 
quelques  questions  particulières  que  le  produit  ne  soit  de  même 
espèce  avec  aucun  des  deux  facteurs;  c'est  ainsi,  comme  on  le  verra 
en  géométrie ,  que  daus  la  question  de  mesurer  un  carré  de  3  pieds 
de  long,  par  exemple,  sur  une  largeur  de  l  pied  5  pouces,  il  faut 
multiplier  3  pieds  par  1  pied  5  pouces ,  et  le  produit  est  composé 
de  4  pieds  carrés  -h  3 G  pouces  carrés ,  où  les  unités  sont  des  carrés, 
les  uns  d'un  pied  et  les  autres  d'un  pouce  en  longueur  et  en  largeur, 
lesquelles  unités  ne  sont  de  même  espèce  ni  avec  celles  du  multi- 
plicande ni  avec  celles  du  multiplicateur. 

Mais  laissant  ces  questions  particulières  de  côté,  nous  allons  nous 
occuper  des  divisions  où  le  dividende  et  le  diviseur  étant  de  même 
espèce,  le  quotient  doit  être  d'une  espèce  différente.  «  Dans  ce  cas, 
«  pour  faire  la  division ,  on  commence  par  convertir  le  dividende 
«  et  le  diviseur  chacun  en  unités  de  la  plus  petite  espèce ,  et  consi- 
«  dérant  la  valeur  qu'on  obtient  ainsi  pour  le  dividende  comme 
«  exprimant  un  nombre  de  même  espèce  que  le  quotient ,  on  le  di- 
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«  vise  par  la  nouvelle  valeur  du  diviseur,  considérée  comme  un 
"  nombre  abstrait.  » 

Ainsi  on  demande  combien  on  lera  faire  de  toises  d'ouvrage 
pour 

45  liv.      6  sous    0  denier  f 
à  raison  de  5  15  8  deniers  de  la  toise. 

On  convertira  ces  deux  nombres  en  tiers  de  denier. 

Le  premier  égalera  32618  tiers  de  denier,  et  le  second  4164 
tiers  de  denier. 

Cela  fait,  on  regardera  le  premier  de  ces  nombres  comme  expri- 
mant des  toises ,  et  l'on  divisera 


32618  toises 
3470  toises 

6 

20820  pieds. 

0000 


par  4164  nombre  abst. 


7  toises  5  pieds 


On  trouvera  ainsi  que  l'on  pourra  faire  faire  7  toises  5  pieds 
d'ouvrage.  Cela  est  évident,  car  la  question  revient  à  celle-ci  : 
Combien  fera-t-on  faire  de  toises  d'ouvrage  pour  32618  tiers  de 
denier  à  raison  de  4164  tiers  de  denier  par  toise?  Or ,  il  est  clair 
que  si  pour  4164  tiers  de  denier  on  fait  faire  une  toise,  pour  i 
tiers  de  denier  on  ne  fera  faire  que  ^-^  de  toise,  et  par  conséquent 
pour  32618  tiers  de  denier,  on  fera  faire  ^^^^  de  toise  :  il  faut 
donc,  pour  avoir  la  solution  de  la  question  proposée,  calculer  ce 
que  valent  les  -^i^  de  toise ,  et  c'est  ce  que  nous  avons  fait. 

DES  MESURES   NOUVELLES. 

47.  Les  mesures  nouvelles  dérivent  toutes  d'une  mesure  princi- 
pale qu'on  appelle  inètre  ;  c'est  une  longueur  convenue  dont  le 
doigt  du  milieu  dans  la  main  d'un  homme  ne  représente  guère  que 
la  dixième  partie.  Ces  nouvelles  mesures  forment  donc  un  vrai 
système  dont  toutes  les  parties  sont  liées  entre  elles. 

Dans  chaque  espèce  de  quantité,  il  y  a  une  mesure  ou  unité  prin- 
cipale ,  et,  de  plus,  des  unités  multiples  et  des  sous-unités ,  c'est-à- 
dire  des  unités  égales  à  un  certain  nombre  de  fois  l'unité  princi- 
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pale,  et  des  iinitôs  qui  no  sont  qnc  des  parties  aliquotes  de  l'unité 
principale. 

On  a  choisi,  pour  celle  subdiAision  des  mesures  nouvelles,  la 
subdivision  décimale,  c'est-à-dire  que  chaque  mesure  est  dix  fois 
plus  petite  que  celle  qui  lui  est  immédiatement  supérieure. 

Enfin  ,  la  nomenclature  des  nouvelles  mesures  est  la  môme  pour 
toutes.  Ainsi ,  dans  chaque  espèce  de  quantité ,  après  avoir  choisi 
un  nom  particulier  pour  la  mesure  ou  unité  principale ,  on  met 
devant  ce  nom  les  mots  dérivés  du  latin  deci,  centi,  milli,  pour 
nommer  les  sous-unités  ;  et  ensuite,  pour  les  unités  multiples,  on 
met  les  mots  dérivés  du  grec  deçà ,  hecto,  kilo ,  mi/ria,  devant  le 
nom  de  l'unité  principale. 

Expliquons  ceci  en  détail  pour  chaque  espèce  de  mesures  succes- 
sivement. 

i"  Mesures  de  longueur.  L'unité  principale  choisie  pour  les 
longueurs  s'appelle  mètre ,  et  elle  est  égale  à  la  dix-millionième 
partie  de  la  distance  du  pôle  à  l'équateur. 

Les  sous-unités  sont  le  décimètre  ==  J^  de  mètre, 
le  centimètre  =  y^  de  mètre, 
le  millimètre  =  j^  de  mètre. 

Les  unités  multiples  sont  le  décamètre    :=       lo  mètres, 
l'hectomètre     =:      loo  mètres. 
le  kilomètre     :=    looo  mètres. 
le  myriamètre.  =  loooo  mètres. 

2°  Memres  de  superficie.  L'unité  principale  est  un  carré  de  lo 
mètres  de  long  sur  lo  mètres  de  large;  on  l'appelle  are.  Les  sous- 
unités  sont  le  déciare  =  ^  d'are,  et  le  centiare  =z  ^  d'are.  On 
ne  fait  pas  usage  du  milliare. 

Les  unités  multiples  sont  le  décare  =■  lo  ares,  et  V hectare 
=  100  ares.  On  ne  fait  pas  usage  des  autres. 

3°  Mesures  de  volume  pour  le  bois,  les  pierres,  etc.  On  a  pris 
pour  unité  un  volume  carré  appelé  c;/6e  en  géométrie,  ayant  un 
mètre  en  tous  sens,  longueur,  largeur  et  hauteur.  Cette  unité  a 
été  appelée  stère;  les  noms  des  sous-unités  dérivent  de  celui  de 
stère ,  eu  plaçant  toujours  devant  lui  les  mots  latins  deci,  centi. 
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milli;  et  ceux  des  unités  multiples ,  en  y  plaçant  les  mots  grecs  cor- 
respondants. Ainsi  on  dit  :  décistère,  etc.,  décastère,  etc. 

4°  Mesures  de  capacité  pour  les  liquides,  les  grains,  etc. 
L'unité  principale  est  un  vase  carré  qui  a  un  décimètre  en  longueur, 
sur  un  décimètre  de  largeur,  et  un  décimètre  de  hauteur.  Ou  lui 
a  donné  le  nom  de  litre ,  duquel  on  a  dérivé ,  comme  pour  les  au- 
tres mesures,  les  sous-unités  et  les  unités  multiples,  décilitre,  etc., 
décalitre ,  etc. 

â"  Mesures  de  poids.  On  a  pris  pour  unité  principale  parmi  les 
poids  celui  d'un  centimètre  cube  d'eau  distillée,  et,  comme  on 
dit  en  physique,  réduite  à  son  maximum  de  densité,  et  on  l'a 
appelé  gramme.  Les  poids  plus  petits  sont  le  décigramme,  etc., 
et  les  poids  plus  grands  sont  le  décagramme,  etc.  J'observerai  seu- 
lement que  l'usage  a  prévalu  de  dire  simplement  kilo  au  lieu  de 
kilogramme. 

6"  Monnaies.  L'unité  de  monnaie  est  une  pièce  composée  de 
9  dixièmes  d'argent,  plus  i  dixième  de  cuivre,  et  pesant  5  grammes. 
On  appelle  cette  pièce  franc;  les  sous-unités  sont  le  décime  =  -1^ 
de  franc,  et  le  centime  =  jm  ^^  franc.  On  n'a  pas  adopté  d'unités 
multiples. 

On  voit  que  les  cinq  sortes  de  mesures  précédentes  suivent  une 
sorte  de  subordination  décimale;  car  la  dimension  de  l'arc  est 
de  10  mètres,  celle  du  stère  est  de  i  mètre,  celle  du  litre  est  de 
■^  de  mètre,  enfin  le  volume  d'eau  pesant  un  gramme  a  pour  di- 
mension -j-^  de  mètre. 

CALCUL   DES   NOMBRES  DE   NOUVELLES  MESURES. 

48.  Comme  les  différentes  mesures  d'une  môme  espèce  de  quan- 
tité suivent  la  même  subordination  que  les  différents  ordres  d'unités 
dans  la  numération  des  nombres  abstraits,  soit  entiers,  soit  déci- 
maux, c'est-à-dire  ces  mesures  étant  de  10  en  to  fois  plus  petites, 
il  s'ensuit  que  l'on  doit  employer  les  mêmes  règles  pour  écrire  un 
nombre  de  nouvelles  mesures  que  pour  écrire  un  nombre  abstrait 
composé  d'unités  entières  et  de  parties  décimales;  car  la  mesure 
principale  et  les  mesures  multiples ,  dans  chaque  espèce  de  quan- 
tités, sont  comme  les  unités  entières  des  nombres  abstraits,  et  les 
sous-mesures  sont  comme  les  parties  décimales.  Ainsi,  pour  écrire 
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213  mètres  et  7r.  niillimèfrcs,  on  écrira  2!  3"", 07r,,  comme  si  c'étaient 
213  unités  et  75  millièmes;  de  môme,  pour  2745  grammes  et 
15  centigrammes,  on  écrira  2745»,  15.  Cette  expression  peut  aussi 
se  lire  en  disant  2  kilogrammes,  plus  7  hectogrammes,  plus  4  dé- 
cagrammes,  plus  5  grammes,  plus  1  décigramme,  plus  5  centi- 
grammes ;  puisque  dire  2  kilogrammes,  c'est  dire  2  mille  grammes, 
et  de  môme  pour  les  autres  chiiïres. 

Il  suit  encore  du  même  principe  que  les  mômes  règles  d'addi- 
tion, soustraction,  multiplication  et  division,  qu'on  a  données 
pour  les  nombres  entiers  et  décimaux,  serviront  aussi  pour  les 
nombres  de  nouvelles  mesures.  C'est  ce  que  l'on  peut  voir  dans  les 
exemples  suivants  : 


ADDITION. 

SOUSTRACTION. 

257'"''35 

3024S"'"75 

18     015 

491       807 

401      7 

25326'^'"943 

677'"''065 

Le  prix  d'un  mètre  de  drap  est  25  fr.  75  ;  on  demande  le  prix 
de  42  mètres,  4  ;  il  faut  pour  cela  faire  la  multiplication  suivante  : 

Multiplier        25f'75 
par        42  4 


10  300 
51  50 
1030  0 

lOOl'^'SOO 


Ainsi  les  mètres  en  question  coûteront  1091  francs  80  centimes. 

Supposons  qu'on  demande,  au  contraire,  le  prix  du  mètre  de 
drap,  sachant  que  42  mètres  4  décimètres  ont  coûté  1091  francs 
8  décimes  ;  il  faudra  diviser  ce  dernier  nombre  par  le  précédent , 
ce  qui  se  fera  abstraction  faite  de  la  virgule,  parce  qu'ils  ont  au- 
tant de  chiffres  décimaux  l'un  que  l'autre  : 


25,75 
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DIVISION. 

10918       424 
2438 

1^*'  reste.     3180 
2^   reste.       2120 
Dernier  reste.      000 
Ainsi  le  prix  du  oaètre  est  de  25  francs  75  centimes. 

RAPPORT    DES   MESURES   NOUVELLES   AUX   ANCIENNES. 

49.  1  "  D'après  la  mesure  qu'on  a  faite ,  dans  ces  derniers  temps, 
des  dimensions  de  la  terre ,  la  distance  du  pôle  à  l'équateur  a  été 
trouvée  de  5130740  toises,  ou  de  30784440  pieds;  donc,  comme 
le  mètre  n'est  que  la  dix-millionième  partie  de  cette  distance ,  il 
s'ensuit  que 

1  mètre  =  0  toise,  5130740, 
ou  1  mètre  =  3  pieds,  0784440 , 
ou  1  mètre  =  3  pieds  0  pouce  1 1  lignes  296  millièmes  de  ligne. 

La  dernière  de  ces  valeurs  surpasse  l'avant-dernière  de  moins  d'un 
millième  de  ligne. 

2*^  D'après  les  expériences  faites  pour  peser  l'eau ,  on  a  trouvé 
que 

1  gramme  :=  18  grains,  82715. 

3''  Quant  aux  monnaies ,  les  expériences  avaient  établi  le  rap- 
port de  80  à  81  entre  la  livre  tournois  et  le  franc;  de  sorte  que 
80  francs  =  81  livres  :  mais  ou  n'en  fait  pas  usage,  parce  que  le 
gouvernement  a  fixé  ce  que  chaque  pièce  de  monnaie  ancienne 
vaudrait  de  francs. 

Au  moyen  des  rapports  ci-dessus ,  on  peut  aisément  calculer  ce 
qu'un  nombre  quelconque  de  mesures  anciennes  vaut  de  mesures 
nouvelles,  et  réciproquement.  Nous  laisserons  au  lecteur  cette 
occasion  de  s'exercer  au  calcul. 


ALGEBRE. 


1.  Définition  I.  —  L'algèbre  est  la  science  des  signes  algébri- 
ques. 

Définition  IL  —  On  entend  par  signes  algébriques  des  signes 
d'écriture  dont  on  convient  pour  représenter,  soit  les  quantités 
qu'on  a  à  traiter  dans  une  question  du  ressort  des  mathématiques, 
soit  les  opérations  de  calcul  qui  se  rencontrent  à  faire  avec  ces 
quantités,  soit  enfin  quelle  relation  existe  entre  elles. 

Remarque.  —  Il  y  a  donc  deux  sortes  de  signes,  les  signes  qui 
représentent  des  quantités ,  et  les  signes  qui  représentent  des  opé- 
rations de  calcul  et  la  relation  de  plusieurs  quantités  entre  elles. 
Les  premiers  sont  les  nombres ,  ou,  à  leur  défaut,  les  lettres  de 
l'alphabet.  Ainsi,  quand  on  connaît  la  valeur  d'une  quantité,  c'est- 
à-dire  le  nombre  entier  ou  fractionnaire  d'unités  qu'elle  renferme, 
ce  nombre  est  le  signe  qu'on  emploie  pour  la  représenter;  mais, 
quand  ce  nombre  n'est  pas  connu,  ou  que  sa  complication  est  ca- 
pable de  gêner,  on  le  remplace  par  une  lettre  de  l'alphabet,  qui 
est  alors  le  signe  quon  emploie  pour  représenter  la  quantité  dont 
il  s'agit. 

Quant  à  la  deuxième  espèce  de  signes ,  c'est-à-dire  aux  signes 
d'opération  et  de  relation  des  quantités ,  nous  en  avons  déjà  vu  les 
principaux  en  arithmétique.  Pour  l'addition ,  la  soustraction ,  la 
multiplication,  la  division ,  et  les  relations  d'égalité  ou  d'inégalité, 
on  emploie  les  signes  qu'on  voit  dans  la  ligne  suivante,  où  Ton  a 
mis  sous  chaque  signe  sa  signification  : 

+      —      Xou.  f  =>  < 

Plus ,  moins ,  multiplié  par ,  2  divisé  par  3 ,  égal ,  plus  grand ,  plus  petit. 

Nous  ajouterons  seulement ,  pour  la  multiplication,  que,  quand 
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au  moins  l'un  des  facteurs  est  représenté  par  nue  lettre,  on  ne 
met  rien  entre  les  facteurs  :  ainsi  en  représentant  le  nombre  de 
pouces  que  la  présente  page,  par  exemple,  a  en  longueur  par  a, 
et  le  nombre  de  pouces  qu'elle  a  en  largeur  par  h ,  si  l'on  voulait 
désigner  le  produit  de  ces  deux  nombres,  on  écrirait  a&  au  lieu 
de  «  X  6 ,  ou  de  a  .  6.  De  même ,  pour  prendre  a  deux  fois ,  on 
écrirait  2a  au  lieu  de  a  X  2 ,  ou  de  a  .  2.  Nous  aurons  encore 
d'autres  choses  pareilles  à  dire  sur  la  multiplication  ;  mais ,  aupa- 
ravant, nous  allons  donner,  par  le  problème  suivant,  une  idée 
de  l'usage  des  signes  algébriques  dans  les  questions  mathémati- 
ques. 

Problème.  — «  Trouver  deux  nombres  dont  la  somme  fasse  15 
«  et  dont  la  différence  soit  7.  » 

Ne  connaissant  pas  ces  nombres,  je  représente  le  plus  petit  par 
une  lettre,  par  x  par  exemple,  et  le  plus  grand  par  une  autre 
lettre,  telle  que  y,  et  je  vais  raisonner  sur  ces  lettres  comme  je 
raisonnerais  sur  les  nombres  mêmes ,  s'ils  étaient  connus  ;  ainsi  je 
dirai  :  la  somme  des  deux  nombres  devant  être  égale  à  15,  je  puis 
donc  écrire 

x-'ftj  =  15. 

De  même,  la  différence  des  deux  nombres  étant  7,  cela  veut  dire 
que  le  plus  grand ,  c'est-à-dire  ij,  égale  le  plus  petit  x  augmenté 
de  7  ;  je  puis  donc  écrire  encore 

^Jz=zx-\-^. 

3Iais  si  y,  c'est-à-dire  le  plus  grand  nombre,  égaler  plus  7,  on 
peut  donc  mettre  x  -\-T  h\à  place  de  y  dans  notre  première  éga- 
Uléd'-f-y=  15,  moyennant  quoi  cette  égalité  se  changera  eu 
celle-ci  : 

x-\-x-^l  =^  1 5  ; 

QX  ,x-\-x  égale  2x,  nous  pouvons  donc  écrire 

2a;  H- 7  =  15  : 

mais,  si  2x  plus  7  égalent  15,  alors  ix  seulement  égaleront  15 
moins  7,  ou  8  ;  écrivons  donc 

2.^"  =  8 . 
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Enfin ,  si  2,r  égalent  8,  il  est  bien  clair  qu'une  seule  fois  x  égalera 
la  moitié  de  s,  ou  4  ;  ainsi 

X=i  4. 

Maintenant,  puisque  le  plus  petit  nombre  est  -l ,  comme  le  plus 
grand  est,  avons-nous  dit,  égal  au  plus  petit  augmciilé  de  7,  ce 
plus  grand  nombre  sera  donc  égal  à  1 1  :  elTectivement,  les  deux 
nombres  4  et  il  sont  bien  tels  qu'on  les  voulait,  puisque  leur 
somme  donne  15,  el  que  leur  différence  donne  7. 

On  voit ,  par  cet  exemple ,  l'utilité  de  l'emploi  des  signes  algébri- 
ques dans  une  question  de  mathématiques  :  en  effet ,  le  développe- 
ment d'une  pareille  question  ne  consiste  que  dans  une  suite  de 
raisonnements,  dont  le  but  est  d'arriver  à  quoi  est  égale  certaine 
quantité  inconnue ,  s'il  est  question  d'un  problème,  ou  dans  le  but 
d'arriver  à  certaine  vérité  mathématique,  s'il  s'agit  d'une  proposi- 
tion à  démontrer,  laquelle  vérité  ne  consiste  jamais  qu'en  ce  que 
certaine  combinaison  de  telles  et  telles  quantités  est  égale  à  telle 
autre  combinaison  de  quantités,  ou,  ce  qui  est  plus  rare,  est  plus 
grande  ou  plus  petite  que  cette  combinaison.  Ainsi,  ordinairement, 
la  suite  des  raisonnements  qu'on  fait  dans  une  question  du  ressort 
des  mathématiques  n'a  pour  but  que  d'arriver  à  certaine  égalité 
entre  les  quantités  sur  lesquelles  roule  cette  question.  A  cet  effet , 
on  fait  un  premier  raisonnement  sur  l'énoncé  môme  de  la  question , 
pour  en  déduire  une  première  égalité  ,  et  si  cette  égalité  était  celle 
qu'on  désire ,  la  question  serait  terminée  du  premier  coup  ;  mais 
ce  n'est  pas  ce  qui  arrive  ordinairement  :  alors  on  raisonne  sur 
cette  première  égalité,  pour  en  déduire  une  seconde  égalité  qui  se 
rapproche  davantage  de  celle  qu'on  désire,  et  après  quelques  rai- 
sonnements pareils,  dont  chacun  fournit  son  égahté,  ou  arrive 
enfin  à  l'égalité  demandée  ;  c'est  ce  que  Ton  voit  dans  la  question 
ci-dessus.  En  effet,  en  raisonnant  sur  l'énoncé  même  de  la  ques- 
tion ,  nous  avons  trouvé  ces  égalités 

a;-|-?/  =  15ety=a;-+-7; 

puis,  par  un  second  raisonnement ,  nous  en  avons  déduit  cette 
autre  égalité 

vt'  +  ^'-h7  =  15  j 
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un  troisième  raisonnement  nous  a  fait  déduire  de  là  cette  nouvelle 
égalité 

2.3?  =  8; 

enfin ,  un  dernier  raisonnement  nous  a  menés  à  ces  dernières  éga- 
lités 

x-=  4  ety  =  11, 

qui  étaient  celles  qu'on  voulait. 

Mais  ou  conçoit  que  si  la  question  était  compliquée/ainsi  que  les 
raisonnements  et  les  égalités  fournies  par  chacun  d'eux,  on  serait 
fort  embarrassé  pour  en  suivre  les  développements,  si  Ton  n'avait 
pas  un  moyen  abrégé  d'écrire  chaque  égalité  à  mesure  qu'on  l'ob- 
tient :  Teffort  qu'on  serait  obligé  de  faire  pour  se  rappeler  chaque 
égalité  clairement  empêcherait  l'attention  de  se  porter  en  entier  sur 
le  raisonnement  qui  doit  en  déduire  l'égalité  suivante.  Or,  c'est  à 
quoi  remédient  les  signes  algébriques ,  puisqu'à  chaque  égalité  ils 
nous  donnent  un  moyen  abrégé  de  l'écrire  très  en  raccourci.  Par 
ce  moyen,  on  naplus  aucun  travail  de  mémoire ,  il  ne  nous  reste 
que  le  travail  d'intelligence ,  qui  consiste  dans  le  raisonnement  à 
faire  sur  l'égalité  qu'on  a  devant  les  yeux  pour  en  déduire  l'éga- 
lité suivante. 

Nous  entrevoyons  par  là  l'utilité  des  signes  algébriques  ;  mais  ce 
n'est  que  quand  nous  saurons  la  manière  de  calculer  avec  ces  si- 
gnes ,  aussi  bien  que  les  propriétés  des  égalités  écrites  en  signes 
algébriques,  que  nous  la  comprendrons  parfaitement. 

2,  C'est  précisément  cette  manière  de  calculer  et  ce  sont  ces 
propriétés  qui  font  l'objet  de  l'algèbre  que  nous  allons  faire  con- 
naître; mais,  auparavant,  nous  allons  achever  ce  que  nous  nous 
proposions  de  dire  sur  la  manière  de  représenter  la  multiplication. 

1"  Quand  une  quantité  représentée  par  une  lettre,  ou  par  le  pro- 
duit de  plusieurs  lettres ,  doit  être  multipliée  par  un  nombre  écrit 
en  chiffres,  on  écrit  toujours  ce  nombre  à  gauche  de  la  lettre  ou  des 
lettres;  ainsi,  ayant  une  quantité  représentée  par  a,  ou  par  le  pro- 
duit ab ,  si  on  veut  la  multiplier  par  2  ,  on  écrira  2«,  ou  2ab  :  ce 
chiffre  s'appelle  alors  coefficient. 

Définition.  —  On  appelle  donc  coefficient  un  nombre  écrit  à  la 
gauche  dune  quantité  ,  et  qui  marque  combien  de  fois  cette  quan- 
tité doit  être  prise. 
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Remarque.  — Quand  une  quantité  n'olTre  pas  de  coel'licient, 
clic  est  toujours  censée  en  avoir  nn  égal  à  l  ;  ainsi  a  revient  à  i«. 

2"  Quand  les  l'actcurs  d'un  produit  sont  égaux  à  une  même  qnan- 
tité,  on  n'écrit  cette  quantité  qu'une  l'ois,  et  on  met  sur  sa  droite 
et  nn  peu  en  haut  nn  chilTre  qui  marque  combien  de  lois  cette  quan- 
tité doit  être  prise  comme  l'acteur.  Ainsi,  pour  représenter  aXa, 
on  écrira  a";  pour  représenter  eXeX  eXeXe,  on  écrira  e'. 
De  môme,  3aV>  signifie  3«x  ay<b.  Ce  chiffre,  placé  en  haut 
d'une  lettre,  s'appelle  exposant. 

Définition.  —  On  appelle  donc  exposa7it  un  nombre  place  à 
droite  et  en  haut  d'une  lettre,  et  qui  marque  combien  cette  lettre 
est  multiplicateur  dans  le  produit  où  elle  entre. 

Remarque  I.  —  Il  faut  faire  attention,  dans  cette  définition,  à  ce 
qu'en  vertu  de  la  remarque  précédente,  lors  même  qu'une  lettre 
est  seule,  sans  aucun  multiplicande  à  sa  gauche,  elle  est  alors  cen- 
sée avoir  un  multiplicande  égal  a  l  ;  ainsi  a'  revient  à  la",  et  si- 
gnifie a  deux  fois  multiplicateur  de  l'unité. 

Remarque  IL  —  Quand  une  lettre  n'a  pas  d'exposant,  elle  est 
censée  en  avoir  un  égal  à  i  ;  ainsi  a  =.  a\ 

Remarque  III.  —  Il  y  a,  comme  on  voit,  une  grande  diffé- 
rence entre  le  coefficient  et  l'exposant,  car  le  coefficient  marque  eu 
général  une  addition  de  la  même  lettre  à  elle-même,  tandis  que 
l'exposant  marque  en  général  une  multiplication  de  la  même  lettre 
par  elle-même.  Ainsi 

Zb  —  b-\-b-\-b,  et  b^  =  b.b.b. 

Pour  passer  aux  calculs  des  quantités  algébriques,  il  faut  savoir 
ce  qu'on  entend  par  termes,  par  monômes,  binômes,  trinômes,  etc. 

3.  Définition  I.  —  On  appelle  termes  dans  une  expression  algé- 
brique les  diverses  quantités  qui .  dans  cette  expression ,  sont  sépa- 
rées par  les  signes  +  ou  —  ;  ainsi,  dans  l'expression  x-^ij  —  2, 
il  y  a  trois  termes  ;  à  savoir  ,x,-\-yQi  —  2,  sur  quoi  on  doit  ob- 
server que  plusieurs  lettres  ou  chiffres ,  multipliés  ou  divisés  les  uns 
par  les  autres,  ne  font  qu'un  terme  ;  ainsi  2>ab  ne  fout  qu'un  terme, 

b 
de  même  —  ne  fait  encore  qu'un  terme  algébrique  ;  ainsi  dans 
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b 
l'expressiou  oiib  -\-  ~  —  <:/,  il  n'y  a  que  trois  termes,  quoiqu'il  y 

ait  quatre  lettres  et  un  chiffre. 

Définition  II.  —  Les  termes  précédés  du  signe  +  sont;  appelés 
posififs,  et  les  termes  précédés  du  signe  —  sont  appelés  négatifs. 

Remarque.  —  Quand  un  terme  n'a  pas  de  signe ,  ce  qui  a  lieu 
ordinairement  pour  le  premier  terme ,  il  est  censé  avoir  le  signe 
plus  -\-. 

Définition  IIl.  —  Une  expression  algébrique  porte  le  nom  de 
monôme,  ou  binôme,  ou  trinôme,  ou  etc.,  selon  que  le  nombre  de 
ses  termes  est  i,  ou  2,  ou  3,  ou  etc. 

Définition  IV.  —  On  appelle  polynôme  toute  expression  algé- 
brique composée  de  plusieurs  termes. 

4.  Remarque.  —  On  se  permet ,  en  algèbre ,  de  changer  comme 
on  veut  l'ordre  des  termes  d'un  polynôme,  et  de  transporter  indif- 
féremment d'une  place  à  une  autre  un  terme  quelconque,  pourvu 
qu'on  transporte  en  même  temps  le  signe  -t-  ou  le  signe  —  qui  le 
précède,  lequel  signe  est  inséparable  de  ce  terme;  ainsi,  dans 
a  —  6  +■  c  on  peut  mettre,  si  l'on  veut ,  le  dernier  terme  au  se- 
cond rang  en  cette  manière  :  a-{-c  —  b. 

Et  en  effet,  il  est  évident  que  la  valeur  définitive  d'un  polynôme 
se  réduit  à  la  somme  de  ses  termes  positifs ,  diminuée  de  la  somme 
de  ses  termes  négatifs  ;  donc  il  est  certain  que  cette  valeur  demeu- 
rera toujours  la  même,  pourvu  que  ces  termes  demeurent  les 
mêmes,  quelles  que  soient  d'ailleurs  leurs  places. 

On  étend  cela  jusqu'à  mettre  quelquefois  au  premier  rang  un 
terme  négatif  ;  ainsi,  au  lieu  d'écrire  a  —  6,  on  se  permet  souvent 
d'écrire  — b-\-a;  ceci  peut  être  regardé  comme  une  convention , 
et  une  convcntiou  dont  on  est  bien  maître ,  car  on  est  bien  maître 
de  convenir  que ,  pour  désigner  qu'il  faut  diminuer  une  quantité 
a  de  b,  ou  mettra  —  b  h  côté  de  cette  quantité  a,  soit  à  droite,  soit 
à  gauche. 

Passons  à  présent  aux  règles  de  calcul  des  quantités  algébri- 
ques connues  sous  les  noms  de  réduction ^  addition,  soustrac- 
tion, etc. 
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RÉDUCTION   DES   TERMES   SEMBLABLES. 

5.  DcJiniWm  I.  -On  appelle  terme,  semblables  ceux  qui  ue 
dillerent  au  plus  que  par  les  coelïicients  et  les  signes 

Ainsi  dans  Za^b  -  ab  +  2«'/; ,  le  premier  et  le  troisième  termes 
sont  semblables;  mais  le  deuxième  terme  n'est  pas  semblable  aux 
autres,  parce  qu'il  n'a  pas  le  même  exposant  de  a  qu'eux 

Définition  II.  -  La  réduction  a  pour  objet  de  réduire  en  un 
seul  tous  les  termes  semblables. 

Règle  „  Pour  réduire  à  un  seul  plusieurs  termes  semblables 
'<  faites  deux  sommes,  l'une  des  termes  semblable,  positifs,  et  l'au- 
«tre  des  termes  semblables  négatifs,  puis  calculez  la  différence 
«de  ces  deux  sommes.  Enfin,  donnez  à  cette  différence  le  signe 
«  de  la  plus  grande  somme ,  et  le  résultat  ainsi  obtenu  sera  le  ter- 
«  me  unique  qui  doit  remplacer  tous  les  fermes  semblables  que  l'on 
«  avait.  >.  ^ 

Ainsi  soit  le  polynôme  ^a^b-\-d~i(C-b^ab-^^.a^b^c-a^b 
j;y  VOIS  plusieurs  termes  semblables  au  premier.  Ceux  qui  ont  le 
signe  -t-  sont  3«»6  +  2a^b,  dont  la  somme  est 

-h  Sceb. 

Les  termes  négatifs  semblables  au  premier  terme  sont  -  la^b 
—  a^b ,  dont  la  somme  est 

—  Sa^b. 

Or,  la  différence  de  5a^b  à  Sa^b  est  Za'b,  et  comme  la  règle 
prescrit  de  donner  à  cette  différence  le  signe  de  la  plus  grande 
somme ,  cela  fera  -  M^b ,  et  c'est  là  ce  qu'il  faut  mettre  à  la  place 
de  tous  les  termes  semblables  au  premier  dans  le  polynôme  lequel 
deviendra  ainsi  '     ^ 

—  Zceb  -\-  d  -^  ab  -\-  c. 

Et  en  effet,  il  est  bien  clair  que,  si,  après  avoir  fait  entrer 
dans  la  valeur  du  polynôme  Za^b  -f-  ^  -  la^b  +  ab  +  -^a^b  -h 
c  -  a^b  trois  fois  la  quantité  a^b,  par  son  premier  terme  fon  l'y 
lait  entrer  deux  autres  fois  par  son  cinquième  terme,  il  s'ensuivra 
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qu'on  aura  fait  entrer  cette  quantité  a^'b  en  tout  cinq  fois  dans  le 
polynôme.  De  même  si ,  par  le  troisième  terme  —  la'b  du  poly- 
nôme, on  marque  que  la  valeur  de  ce  polynôme  doit  être  diminuée 
de  sept  fois  la  quantité  ceb,  et  que  par  le  dernier  terme  on  marque 
qu'elle  doit  être  diminuée  d'une  fois  la  même  quantité,  cela  re- 
viendra bien  à  diminuer  la  valeur  du  polynôme  de  ^ceb,  et  il  est 
bien  clair  que  diminuer  ainsi  celte  valeur,  après  y  avoir  fait  en- 
trer StcCb ,  revient  à  la  diminuer  seulement  de  l'excès  de  8a'6  sur 
bceb ,  c'est-à-dire,  de  3a'6,-  ce  qui  se  fait  en  écrivant  —  3a^6  dans 
le  polynôme. 

Remarque.  —  Il  est  évident  que  les  raisonnements  précédents 
auraient  encore  lieu,  quand  bien  même  on  ne  prendrait  pas  tous 
les  termes  semblables,  mais  seulement  quelques-uns  de  ces  termes 
pour  les  réduire  en  un  seul.  Ainsi ,  reprenons  le  polynôme  3fl'6  -h 
d  —  Ta'b  -}-  ab  H-  2a'6  -f-  c  —  ci'b ;  ou  peut,  si  on  le  veut,  ne 
réduire  que  le  dernier  et  rantépénultiôme  terme  —  ci'b  et  2a'6  en 
un  seul  égal  à  -{-  a^b ,  de  sorte  que  je  dis  que 

3a'6  -{-  d  —  TcCb  H-  ab  -h  2«'ô  -{-  c  —  a^b 
=  -àa'b  -\-d—  Ta'b  -h  ab -h  c -\-  a^b; 

car  il  est  clair  que,  ajouter  deux  fois  la  quantité  aHi  par  le  moyeu 
du  terme  ~\-  2a''b  pour  soustraire  ensuite  a'b  par  le  terme  —  a'^b, 
revient  à  ajouter  a"b  uniquement,  ce  qui  se  fait  en  écrivant  -\-  a'b 
dans  le  polynôme. 

ADDITION  ALGÉBRIQUE. 

6.  Définition.  —  «  Additionner  une  quantité  à  une  autre ,  c'est 
«  faire  subir  à  cette  autre  la  suite  de  variations ,  soit  augmentation , 
«  soit  diminution ,  successivement  représentées  par  chacun  des  ter- 
«  mes  de  cette  quantité.  Le  résultat  s'appelle  somme  algébrique.  » 

Ainsi,  si  à  4  on  voulait  additionner  7  —  3  -|-  l  —  4,  ce  serait 
vouloir  augmenter  4  de  7,  ensuite  le  diminuer  de  3,  puis  l'aug- 
menter de  1,  et  enfin  le  diminuer  de  4. 

D'après  cela,  il  est  clair  qu'il  n'y  a  d'autre  règle  à  pratiquer  que 
la  suivante  pour  faire  cette  addition. 

Règle.  —  «  Pour  additionner  une  quantité  à  une  autre,  écrivez 
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«  à  la  suite  de  celle-ci  tous  les  termes  de  cclie-I;\,  chacun  avec  son 
«  signe  H-  ou  —  ,  après  quoi  laites  la  réduction  des  termes  sem- 
«  blables,  s'il  y  en  a.  » 

Exemple  :  a-\-  h  —  2  e  -\- d 

2b  —  a  -\-  c  —  2d 


Somme  a-\-b  —  le  -\-  d  -^  2b  —  a  -{-  c  —  2d 

Réduction  36  —  c  —  d 

Proposition.  —  «  L'addition  d'un  polynôme  à  une  quantité  re- 
«  vient  à  l'addition  de  la  valeur  de  ce  polynôme.  » 

Cela  est  évident.  Ainsi,  dans  l'exemple  précédent,  je  dis  que  si, 
dans  le  cas  où  on  remplacerait  chaque  terme  du  second  polynôme 
par  un  nombre  écrit  eu  chiffres ,  les  règles  de  la  réduction  rédui- 
saient ce  polynôme  à  un  certain  nombre  que  je  représenterai  par  n , 
alors  ou  peut  être  sur  que  la  somme  trouvée  dans  ledit  exemple 
revient  à  celle  qu'on  aurait  trouvée  en  ajoutant  n  au  premier  po- 
lyuôme  a  -\-  h  —  2c  -\~  d,  c'est-à-dire,  en  écrivant  a-{-  b  — 
26'  -f-  (Z  +  n.  En  effet,  si  les  règles  de  la  réduction  réduisent  à  n 
les  quatre  termes  qui  composent  le  second  polynôme  2b  —  a-\-  c 

—  2d ,  ces  règles  réduiront  aussi  à  n  les  quatre  derniers  termes 
de  la  somme  ci-dessus ,  c'est-à-dire  de 

a-\-b—2c-^d-\-2b  —  a-\-c  —  2d, 

car  ils  sont  les  mêmes  en  valeur  et  eu  signes  que  ceux  de  ce  se- 
cond polynôme  ;  ainsi ,  cette  somme  revient  à 

a-\-  b  —  2c-\-d  +  n, 

ce  qu'il  fallait  prouver. 

Remarque.  — La  définition  que  nous  avons  donnée  pour  l'addi- 
tion algébrique  et  la  règle  qui  s'ensuit  sont  tellement  générales , 
qu'elles  sont  encore  applicables  au  cas  où  les  termes  algébriques 
que  l'on  donne  cesseraient  de  représenter  des  opérations  pratica- 
bles. Ainsi ,  que  l'on  donne  à  additionner  —  3  à  7,  par  exemple  , 
il  est  certain  que  —  3  offre  une  opération  impraticable.  En  effet 

—  3  sigaifierait  3  à  ôter  de  rien,  puisqu'il  n'y  a  rien  avec  ce  terme. 
Or ,  quoique  ôter  3  de  o  soit  impraticable ,  néanmoins  la  définition 


102  ÉLÉMENTS    DE    MATHÉMATIQUES, 

et  la  règkî  ci-dessiis  sont  encore  applicables  au  cas  présent;  ainsi, 
nous  dirons  qu'additionner— 3  à  7,  c'est  faire  subir  à  7  la  varia- 
tion de  grandeur  représentée  par  le  terme  —  3,  lequel  signifiant  3 
unités  à  soustraire,  indique  une  diminution.  Ainsi,  pour  faire  no- 
tre addition,  il  faut  diminuer  7  de  3,  ce  qui  donne  7  —  3. 

SOUSTRACTION. 

7.  Définition.  —  «  Soustraire  une  quantité  d'une  autre ,  c'est  en 
«  chercher  une  troisième,  qui,  additionnée  à  cette  quantité,  repro- 
«  duirait  cette  autre.  » 

Cette  troisième  quantité  s'appelle  re^^e  ou  différence. 

Règle.  —  «  Pour  soustraire  une  quantité  d'une  autre,  écrivez  à 
«  la  suite  de  celle-  ci  chaque  terme  de  celle-là ,  avec  un  signe  con- 
«  traire  à  celui  qu'il  avait ,  après  quoi  faites  la  réduction  des  ter- 
«  mes  semblables,  s'il  y  en  a.  » 

Exemple  :      De  36  —  c  —  d 

Soustraire  26  —  a  +  c  —  2d 


Reste  36  —  c  —  d  —  lb-^ru  —  c  ■+  2d 

Réduction       6  +  «  —  2c +  d. 

La  raison  de  cette  règle  est  évidente;  autrement  dit,  il  est  clair 
que  le  reste  obtenu  par  cette  règle  satisfait  à  la  condition  indiquée 
par  la  déûnition ,  c'est-à-dire,  à  la  condition  de  reproduire  la  pre- 
mière quantité  quand  on  y  ajoute  la  seconde;  car  ce  reste,  dans 
l'exemple  précédent ,  n'est  que  la  première  quantité  36  —  c  —  d, 
suivie  de  termes  égaux  et  de  signes  contraires  à  ceux  de  la  seconde  : 
donc,  si  ou  ajoute  à  ce  reste,  des  termes  égaux  et  des  signes  pa- 
reils à  ceux  de  cette  seconde  quantité,  tous  ces  termes  détruiront 
ceux  qui  leur  sont  égaux  et  de  signes  contraires ,  et  il  ne  restera 
que  36  —  c  —  d. 

Proposition.  —  «  Soustraire  un  polynôme  d'une  quantité  re- 
'(  vient  à  soustraire  la  valeur  de  ce  polynôme.  « 

Cela  est  évident;  ainsi,  dans  l'exemple  précédent,  je  dis  que 
si ,  dans  le  cas  où  l'on  remplacerait  chaque  terme  du  second  poly- 
nôme par  un  nombre  écrit  en  cbilfres ,  les  règles  de  la  réduction 
réduisaient  ce  polynôme  à  un  certain  nombre ,  que  je  représen- 
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ferai  par  n,  alors  on  peut  ôlre  sûr  que  le  reste  trouvé  dans  ledit 
exemple  revient  à  celui  qu'un  aurait  trouvé  en  soustrayant  n  du 
premier  polynôme  36  —  c  —  d. 

En  effet,  si  les  règles  de  la  réduction  réduisent  à  n  les  quatre 
ternies  qui  composent  h;  polynôme  2b  —  o  +  c  —  2(1,  ces  règles 
réduiront  à  une  quantité  égale  et  de  signes  contraires  à  7i  les  qua- 
tre derniers  termes  du  reste  trouvé  ci-dessus ,  savoir, 

Zb  —  c  —  d  —  2b-^-a  —  c-^2d; 

car  ils  sont  égaux  et  de  signes  contraires  à  ceux  du  polynôme  26  — 
«H-  c —  2d. 

Or,  écrire  une  quantité  égale  et  de  signe  contraire  à  n  à  la  suite 
de  36  —  c  —  d,  n'est  autre  chose  que  soustraire  n  de  ce  poly- 
nôme ;  donc  le  reste  ci-dessus  revient  à  celui  qu'on  aurait  trouvé 
en  soustrayant  n.  C.  Q.  F.  D. 

8.  Remarque  I.  —  Lorsqu'on  ne  veut  qu'indiquer  la  soustrac- 
tion d'un  polynôme,  on  l'enferme  entre  parenthèses ,  et  on  l'écrit 
à  la  suite  de  la  quantité  dont  ou  veut  le  soustraire  en  mettant  le 
signe  —  devant  la  parenthèse.  Ainsi,  dans  l'exemple  précédent,  on 
enfermerait  26  —  «  +  c  —  2d  entre  parenthèses,  et  on  l'écrirait 
à  la  suite  de  36  —  c  —  f/avec  le  signe  — ,  ce  qui  ferait  36  —  c 
—  fZ  —  (26  —  a-\-c  —  '2d).  Donc,  en  rapprochant  ceci  du  reste 
tout  réduit  qu'on  a  trouvé  dans  le  calcul  dudit  exemple,  on  peut 
écrire 

Zb  —  c  —  d  —  {2b—a-\-c  —  M)  =  b-\-a—2c-\-d. 

Sans  cette  parenthèse ,  la  soustraction  ne  porterait  que  sur  la 
première  lettre  ;  ainsi ,  si  on  écrivait 

Zb  —  c  —  d—2b  —  a-\-c—2d, 

on  ne  soustrairait  réellement  que  le  premier  terme  26,  et  on  ad- 
ditionnerait les  autres,  —a-\-c  —  2d;  la  parenthèse  montre 
que  le  signe  —  qui  la  précède  porte  sur  tout  le  polynôme 

26  —  «  -h  e  —  2d. 

Pour  indiquer  la  soustraction  d'une  fractiou,  il  n'y  a  pas  be- 
soin de  parenthèses ,  même  quand  le  numérateur  est  un  poljnôme  ; 
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seulement  il  faut  avoir  soin  de  mettre  la  barre  qui  sépare  le  nu- 
mérateur du  dénominateur  exactement  devant  le  signe  —  qui 
'indique  la  soustraction  de  cette  fraction;  ainsi,  pour  soustraire 

b    ^  ,    .^  6      .  a  —   h 

—  de  a ,  on  cent  a et  non  pas  —  ;  on  pourrait 

quelquefois  prendre  cette  dernière  expression  comme  désignant 

c  divisant  la   différence  de  a  à  b.   De  même,  pour  soustraire 

b  —  d,                        .    ,    .             b  —  d.,        .      , 
•  de  a,  on  pourrait  ecnre  a ;  \\  serait  neanmonis 


plus  sur  d  écrire  a  —  (  j  • 


Ce  que  nous  venons  de  dire  de  la  soustraction  d'une  fraction 
s'applique  aussi  à  l'addition;  ainsi,  au  lieu  de  a  +  [ 

on  peut  écrire  a  -\ . 

Remarque  JI.  —  La  définition  et  la  règle  ci-dessus  peuvent , 
comme  celles  de  l'addition,  s'appliquer  au  cas  où  l'on  donnerait 

—  3  à  soustraire  de  7.  On  peut  s'en  convaincre  en  répétant  sur  ce 
cas  cette  définition,  celte  règle,  et  les  raisonnements  que  nous  y 
avons  joints,  comme  on  l'a  fait  pour  l'addition.  Nous  pouvons 
donc  écrire 

7  —  (—  3)  =  7  -H  3. 

Remarque  IIL  —  Les  quantités  négatives  sont  dites  en  algèbre 
plus  petites  que  zéro,  parce  qu'elles  sont  regardées  comme  les 
restes  de  la  soustraction  d'une  quantité  ôtée  de  zéro,  ainsi  —  s 
n'est  que  0  —  3  :  on  écrit  donc  —  3  <!o.  Ce  n'est  pas  qu'on 
veuille  dire  qu'il  y  ait  quelque  chose  au  monde  de  plus  petit  que 
rien,  absolument  parlant,  mais  c'est  que  relativement  à  l'effet  de 

—  3  et  de  0  dans  le  calcul,  il  est  vrai  que  le  résultat  de  l'addition 
de  —  3  à  un  nombre  est  moindre  que  celui  de  l'addition  de  o. 
Par  la  même  raison  on  a 

—  4  <  —  3,  —  5  <  —  4,  — .  7  <  —  6,  etc. 
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MULTIPLICATION. 


9.  Déftiiition.  —  «  ^lultiplier  uno  quantité  par  une  autre  ayant 
«  un  ou  plusieurs  termes,  c'est  chercher  ce  que  l'on  aurait,  si, 
«  dans  cette  autre  quantité,  chacun  de  ses  termes,  au  lieu  d'ôtre 
«  tel  nombre  entier  ou  fractionnaire  d'unité,  était  ce  môme  nombre 
«  entier  ou  fractionnaire  de  quantité  égale  au  multipHcande.  » 

Renîo.rqîie.  —  Quand  le  multiplicateur  et  le  multiplicande  sont 
des  monômes  sans  signes  +  ni  —  devant  eux,  cette  déûnition  re- 
vient à  celle  qu'on  a  donnée  en  arithmétique. 

Nous  allons  successivement  nous  occuper  des  monômes  et  des 
polynômes. 

Jhj  a  trois  règles  à  suivre  pour  les  monômes  :  celle  des  lettres, 
celle  des  coefficients,  et  celle  des  exposants. 

Uègle  des  exposants.  —  «  Cette  règle  veut  que  pour  l'aire  le 
«  produit  de  plusieurs  facteurs,  représentés  par  la  même  lettre,  ou 
«  n'écrive  cette  lettre  qu'une  fois,  et  qu'on  lui  donne  un  exposant 
«  égal  à  la  somme  des  exposants  qu'elle  a  dans  les  divers  facteurs.  » 

Ainsi ,  je  dis  que  6^  X  6^  =  b^. 

En  effet,  si  on  ne  faisait  pas  usage  d'exposant,  la  lettre  6  de- 
vrait être  écrite  deux  fois  comme  facteur  dans  le  multiplicande, 
et  trois  fois  dans  le  multiplicateur,  c'est-à-dire,  que  ce  multipli- 
cande serait  bb  et  ce  multiplicateur  serait  bbb.  Donc  dans  le  pro- 
duit la  lettre  b  devrait  être  écrite  deux  fois,  plus  trois  fois,  c'est- 
à-dire,  cinq  fois  comme  facteur,  c'est-à-dire,  que  ce  produit  devrait 
être  bbbbb.  Or,  d'après  l'usage  auquel  sont  destinés  les  exposants, 
bbbbb  s'écrit  ainsi,  6';  on  a  donc 

b'b^  =  b\ 

Règle  des  lettres.  —  «  Cette  règle  prescrit  de  mettre  simplement 
«à  la  suite  les  unes  des  autres  les  lettres  différentes  que  peuvent 
"  contenir  les  facteurs  donnés.  » 

Cette  règle  revient  au  principe  suivant ,  à  savoir  :  que  multiplier 
une  quantité  m  par  un  produit  7iop  revient  à  multiplier  m  succes- 
sivement par  chacun  de  ses  facteurs  n,  o  etp;  ce  qui  a  été  dé- 
montré en  arithmétique,  u°  18,  corollaire  II.  Avec  ce  principe 
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notre  règle  des  lettres  devient  évidente;  ainsi  a'6,  à  multiplier 
par  a^c ,  donne  a'^bc ,  où  l'on  n'a  fait  qu'écrire  les  lettres  6  et  c  à 
la  suite  l'une  de  l'autre,  et  où  l'on  a  ajouté  les  exposants  de  a 
d'après  la  règle  précédente. 

Règle  des  coefficients.  —  «D'après  cette  règle,  le  coefficient 
«  d'un  produit  s'obtient  en  multipliant  entre  eux  les  coefficients  des 
«  facteurs.  >^ 

Ainsi,  'èb  multiplié  par  2<?  donne  (Sbc.  En  effet,  le  produit  de- 
mandé se  représente,  comme  on  sait,  en  écrivant  36  X  2c  ou 
3  X  ô  X  2  X  c.  Or,  on  peut  changer  comme  on  veut  l'ordre  des 
facteurs  d'un  produit  ;  on  peut  donc  écrire  3X2X6Xcou  %bc. 

C.  Q.  F.  D. 

Pour  les  polynômes ,  la  règle  est  «  de  multiplier  chaque  terme 
«  du  multiplicande  par  chaque  terme  du  multiplicateur,  en  suivant 
<>  à  chaque  multiplication  de  deux  termes  les  trois  règles  ci-dessus, 
«  et  de  plus ,  la  règle  dite  règle  des  signes.  » 

10.  Règle  des  signes.  —  «  Cette  règle  consiste  en  ce  que  le  pro- 
«  duit  de  deux  termes  a  le  signe  +  ,  quand  ces  deux  termes  ont 
«  mêmes  signes ,  et  le  signe  — ,  quand  ils  ont  des  signes  contraires.  » 

Nous  allons  démontrer  cette  règle  sur  l'exemple  suivant  : 

Multiplier  a  —  b 

Par  c  —  d 


Produit        ac  —  bc  —  ad  +  bd. 

Dans  cet  exemple,  je  multiplie  chaque  terme  du  multiplicande 
d'abord  par  c/je  dis  donc  a  multiplié  par  c  donne  le  produit  ac , 
qui  est  censé  avoir  le  signe  H-  ,  parce  que  a  et  c  ont  ou  sont  censés 
avoir  mêmes  signes;  savoir,  le  signe  H- .  Après  cela,  je  passe  au 
terme  suivant  —  6  du  multiplicande  que  je  multiplie  encore  par  c, 
et  je  mets  le  signe  —  au  produit  —  bc ,  parce  que  —  6  et  c  ont  des 
signes  contraires.  Tout  le  multiplicande  étant  ainsi  multiplié  par 
le  premier  terme  du  multiplicateur,  il  faut  ensuite  multiplier  en- 
core ce  multiplicande  par  le  second  terme  du  multiplicateur  —  d; 
je  dis  donc  a  multiplié  par  — d  donne  —  ad,  où  je  mets  le 
signe  — ,  parce  que  «  et  — d  ont  des  signes  contraires.  Puis, 
passant  au  second  terme  — b  du  multiplicande,  je  le  multiplie 
encore  par  —d,  et  je  mets  le  signe  -h  au  produit  -\-bd,  parce 
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que  — b  et  —  d  sont  do   môme  signe,  .l'ai  donc  pour  produit 
délinitii  ac  —  be  —  ad  -\-  bd. 

La  raison  de  cette  opération  est  facile  à  rendre.  En  effet,  mul- 
tiplier a  —  b  par  c — d,  c'est  chercher  ce  que  l'on  aurait,  si, 
au  lieu  d'un  nombre  entier  ou  fractionnaire  d'unité  représenté  par 
c,  on  avait  ce  même  nombre  de  quantité  égale  à  («  —  b)  ^  et 
qu'au  lieu  d'en  retrancher  le  nombre  d'unités  représenté  par  d,  on 
en  retranchât  ce  nombre  de  quantité  aussi  égale  à  (a  —  b).  Or, 
pour  prendre  un  certain  nombre  de  quantité  égale  à  a  —  b,  je 
dis  qu'il  suffit  de  multiplier  par  ce  nombre  chaque  terme  aetb, 
en  lui  conservant  son  signe.  C'est  ce  que  nous  allons  démontrer. 
Ainsi ,  démontrons  que 

Multiplier  a  —  b 

Par  c 


Donne  ac  —  bc. 

D'abord  cela  est  évident,  quand  le  nombre  c  est  entier,  comme 
4,  par  exemple;  car  la  somme  de  quatre  quantités  égales  à  a  —  b 
est 

a  —  b-\-a  —  b-\-  a  —  6-f-a  —  b  =■  4a  —  4b. 

Ensuite,  il  est  facile  de  s'assurer  qu'il  en  est  de  même  pour  un 
nombre  fractionnaire  de  quantité  égale  h  a  —b,  comme  les  f 
de  a —  b ,  par  exemple,  c'est-à-dire,  que  les  f  de  a  —  b  égalent 

In 3   ;, 

4  «      4  y- 

En  effet,  pour  prendre  les  f  de  «  —  b  ,'\\  faut  prendre  le  quart 
de  a  —  b ,  et  répéter  ce  quart  trois  fois.  Or,  pour  diviser  a  —  b  par 
4,  je  dis  qu'il  suffit  de  diviser  par  4  chaque  terme  a  et  —  b  en  lui 
conservant  son  signe,  autrement  je  dis  que  le  quart  de  «  —  b  est 

— ■  —;  et  en  effet,  ce  résultat  étant  pris  quatre  fois,  redonne 

a  —  6,  puisque,  pour  prendre  quatre  fois  ce  dit  résultat,  il  faut, 

d'après  ce  qu'on  a  établi  tout  à  l'heure,  quadrupler  chacun  de  ses 

a              6        ,  .  .  .   , 

termes  —-  et -en  lui  conservant  son  signe,  ce  qui  donne 

4  4 

bien  a  pour  le  quadruple  de  —,   et  —b  pour  le  quadruple  de 
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,  et  par  conséquent  a  —  b  pour  le  quadruple  de  — -. 

a         b 
Le  quart  de  a  —  b  étant  ainsi  trouvé  égal  à     -  —  T  '  ^^  ^^^^  > 

avons-nous  dit,  repeter  trois  lois  ce  quart  -—  —  —  ;  mais,  da- 

près  ce  qu'on  a  dit  tout  à  l'heure,  pour  multiplier  un  binôme 

comme  — par  un  nombre  entier,  tel  que  3,  il  faut  tripler 

a  b        ^  . 

chaque  terme  -j  ^^  —  T  ^^      conservant  son  signe  ;  on  aura 

donc  — —  pour  les  f  de  a  —  b.  C.  Q.  F.  D. 

4  4 

Ainsi  on  peut  dire  que 

Multiplier        a  —  bi  Et  que  multiplier        a  — 

Par  c        \  Par  d 


a—b) 
c  —  d] 


Donne      ac  —  bc.  Donne  ad  —  bd. 

Or,  nous  avons  dit  qu'il  n'y  avait  qu'à  retrancher  le  second  de 
CCS  produits  du  premier  pour  avoir  a  —  b  multiplié  par  c  —  d;  on 
peut  donc  dire  que 

Multiplier 

Par  c 

Donne  ac — bc  —  ad-\-bd.  C.  Q.  F.  D. 

Remarque.  —  Après  avoir  trouvé  le  produit  de  deux  polynômes, 
on  y  fait  la  réduction  des  termes  semblables,  quand  il  y  en  a, 
comme  dans  l'exemple  suivant  : 

Multiplier         4«^-i-«'6  — 5fl6"-l-6^ 
Par  —2a'-\-ab  —  lb^ 


—  8«^ — 2a'b-\-i0a^b- —   2a^P 

.+  4ft"6+     a^b" —  5a^b^-{-     ab^ 

—  28a^b^—  7a'6^-i- 3  506^  —  76^ 

—  Sa'-^-^a'b—nà'b'  —  lAa^b^-^-Uab'  —  lbK 

On  voit  que  les  termes  des  divers  polynômes  ci-dessus  sont  ar- 
rangés de  manière  que  les  exposants  de  la  lettre  a  diminuent  de- 
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puis  le  premier  terme  à  gauche;  ce  sont  ce  qu'on  appelle  des  po- 
lynômes ordonnés,  par  rapport  à  la  lettre  a. 

11.  Dcjlnition.  —  Ce  qu'on  appelle  ordonner  un  polynôme  par 
rapport  à  une  des  lettres  qu'il  contient,  consiste  à  ranger  ses 
ternies  de  manière  que  les  exposants  de  celte  lettre  aillent  sans 
cesse  en  diminuant  d'un  terme  ù  l'autre,  depuis  le  premier  terme  à 
gauche  jusqu'au  dernier  à  droite. 

Proposilion.  —  «  On  n'altère  pas  la  valeur  du  produit  de  plu- 
«  sieurs  polynômes  en  intervertissant  l'ordre  de  multiplicatiou  de 
«  ces  polynômes.  » 

Ainsi,  je  dis  que  a —  h  multiplié  par  c  —  d  donne  le  même 
produit  que  c  —  d  multiplié  par  a  —  h.  En  el'tét,  la  première 
multiplicatiou  donne  ac  —  bc  —  ad-{-bd,  et  la  deuxième  donne 
ca  —  cb  —  da  -\-  db.  Or,  si  l'on  compare  un  terme  quelconque  du 
premier  produit  au  terme  correspondant  du  deuxième ,  le  troi- 
sième terme  de  l'un,  —  ad,  par  exemple,  au  troisième  terme 
—  rf«  de  l'autre,  on  ne  verra  d'autre  différence  entre  ces  deux 
termes  que  l'ordre  des  lettres.  Or,  cet  ordre  ne  change  pas  la  va- 
leur de  nos  termes,  puisqu'on  a  vu  en  arithmétique  qu'on  ne 
change  pas  la  valeur  d'un  produit  en  changeant  l'ordre  des  fac- 
teurs. 

12.  Proposition.  —  «  Le  produit  de  deux  polynômes  est  égal 
«  au  produit  des  deux  monômes  auxquels  se  réduiraient  ces  deux 
«  polynômes ,  si  tous  leurs  termes  étaient  remplacés  par  des  nom- 
«  bres  écrits  en  chiffres.  » 

Ainsi ,  représentons  par  m  le  monôme  auquel  se  réduirait  le  po- 
lynôme a  —  bsi  ses  termes  étaient  remplacés  par  des  nombres', 
et  représentons  par  n  celui  auquel  se  réduirait  c  —  d  dans  la  même 
hypothèse.  Je  dis  que  le  produit  obtenu  en  multipUaut  a  —  b  par 
c  —  d,  c'est-à-dire 

ac  —  bc  —  ad  -\-  bd  est  égal  à  m  X  n. 

En  effet ,  multiplier  a  —  &  par  c  —  d,  c'est,  d'après  notre  défini- 
tion, chercher  ce  que  donne  un  nombre  c  de  quantité  égale  à 
a  —  6 ,  moins  un  nombre  d  de  cette  même  quantité.  Or,  il  est 
clair  que  si  c  —  d,  c'est-à-dire,  si  un  nombre  c  d'unités,  moins  un 
nombre  d  d'unités,  donne  un  nombre  n  d'unités,  alors  un  nombre 
c  de  quantité  égale  à  [a  —  b),  moins  un  nombre  d  de  cette  même 
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quantité ,  donnera  aussi  un  nombre  n  de  quantité  égale  à  {a  —  b), 
c'est-à-dire,  donnera  («— &)x».  Mais  on  peut  changer  l'ordre 
des  facteurs  :  nous  pouvons  donc ,  au  lieu  de  (a  —  b)  Xn,  prendre 
w  X  (« — b) ,  résultat  qu'on  montrerait  être  égal  à  w  X  m,  en  rai- 
sonnant sur  le  multiplicateur  a  —  b  comme  on  vient  de  le  faire  sur 
c  —  (/.  Ainsi,  multiplier  a  —  b  par  c  —  d  donne  un  résultat  équi- 
valent kmxn.  C.  Q.  F.  D. 

15.  Remarque  I.  —  Lorsqu'on  ne  veut  qu'indiquer  une  multi- 
plication où  il  entre  un  ou  plusieurs  facteurs  polynômes ,  il  faut 
enfermer  chaque  facteur  polynôme  entre  parenthèses;  ainsi,  pour 
indiquer  que  l'on  multiplie 

a  ^  ou      c  —  d\ 

par      b  —  c-+d]  par     a  —  b] 

on  écrira      a[b — c-\-d)  ou      [c — d)[a  —  b). 

En  effet ,  sans  les  parenthèses ,  le  premier  exemple  indiquerait 
seulement  ab — c-\-d,  c'est-à-dire,  n'indiquerait  que  le  produit 
de  a  par  b,  et  le  second  exemple  indiquerait  seulement  c  —  da  —  b, 
c'est-à-dire,  n'indiquerait  que  la  multiplication  de  d  par  a. 

Remarque  II.  —  La  définition  et  les  règles  de  la  multiplication 
s'appliquent  encore  aux  cas  où  les  facteurs  représenteraient  des 
opérations  impossibles ,  tels  que  les  trois  cas  où  l'on  demanderait 
de  multiplier 

a\  ou    —  6  i  ou    —  b 

par    —  d\  par         c]  par    — d 


—  ad  —  bc  4-  bd, 

ce  qui  donnerait  des  produits  tels  qu'on  les  a  écrits  sous  chaque 
cas.  Chacun  peut  se  convaincre ,  en  effet ,  que  tous  les  raisonne- 
ments que  nous  avons  faits  sur  la  multiplication  de  a  —  b  par 
c  —  d  sont  susceptibles  d'être  appliqués  en  tout  aux  trois  cas  dont 
il  s'agit;  il  suffira  pour  cela  de  remplacer  par  le  chiffre  o,  dans 
a  —  &  ou  dans  c  —  d ,  les  lettres  6  et  <?  pour  le  premier  cas ,  les 
lettres  a  et  c?  pour  le  second  cas ,  enfin  ,  les  lettres  a  et  c  pour  le 
troisième. 
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DIVISION. 


14.  La  définitiou  est  exactement  la  mi^me  qu'en  arithmétique. 

Pour  diviser  un  monôme  par  un  autre,  il  y  a,  comme  pour  le 
multiplier,  à  suivre  les  règles  des  lettres,  des  coel'ficients  et  des  ex- 
posants. 

lièyle  des  lettres.  —  «  Cette  règle  prescrit  de  ne  pas  mettre  au 
«  quotient  les  lettres  qui  entrent  dans  le  dividende  et  dans  le  divi- 
'>  seur  avec  les  mômes  exposants.  » 

Ainsi  la  division  de  ab  par  b  donne  a  pour  quotient;  de  même, 

a^bc       ,  , .       bcd 

— —  z=bc,  ou  bien  — r  =b. 

a^  '  cd 

Cette  règle  résulte,  comme  on  voit,  de  ce  que  nous  avons  vu  en 
arithmétique  (p.  40),  que  l'on  peut  supprimer  tous  les  facteurs  com- 
muns au  dividende  et  au  diviseur,  ou  an  numérateur  et  au  déno- 
minateur. 

Rl'(ile  des  coefficients.  —  «  Le  coefficient  du  quotient  s'obtient 
«en  divisant  celui  du  dividende  par  celui  du  diviseur.  » 

.     .  ISrtÔ 

Ainsi  -— —  =50. 

Cela  résulte  de  ce  que  le  dividende  n'est  que  le  produit  du  divi- 
seur par  le  quotient;  d'où  il  résulte,  d'après  la  règle  des  coeffi- 
cients de  la  multiplication ,  que  le  coefficient  du  dividende  égale  le 
produit  de  ceux  du  diviseur  et  du  quotient.  Donc ,  en  divisant  ce 
coefficient  du  dividende  par  celui  du  diviseur,  ou  aura  celui  du 
quotient. 

Règle  des  exposants.  —  «  L'exposant  du  quotient  égale  celui  du 
«  dividende ,  moins  celui  du  diviseur.  » 

Et  en  effet,  le  dividende  étant ,  comme  nous  venons  de  dire,  le 
produit  du  diviseur  par  le  quotient,  son  exposant  égale  la  somme 
de  ceux  de  ces  deux  quantités  ;  donc ,  en  en  retranchant  celui  du 
diviseur,  le  reste  sera  celui  du  quotient. 

Ainsi  on  a,  par  exemple, 

^  =  «%•  en  gênera!  —  =  a"  -  ". 
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13.  Remarque  I.  —  Si  m  =  n,  oq  a  pour  lors 

«•"  «•" 

— -  =  «°  ■  or  — -  =  1 ,  donc  a"z=.  l . 

Ainsi,  une  quantité  quelconque  affectée  d'un  exposant  égala 
zéro  est  égale  à  l'uuité.  Cela,  au  reste ,  résulte  delà  définition  des 
exposants;  car,  d'après  cette  définition,  a^  marque  que  a  est  un 
nombre  de  fois  marqué  par  p,  multiplicateur  de  l'unité ,  ou,  si  l'on 
veut,  «p  représente  l'unité  multipliée  par  a  un  nombre  de  fois  re- 
présenté parp;  donc,  dans  le  cas  où  p  serait  zéro,  «"  représen- 
terait l'unité  aucunement  multipliée  par  rt,  ce  qui  fait  tout  sim- 
plement 1 . 

Remarque  11.  —  La  régie  ci-dessus  des  exposants  n'a  été  dé- 
montrée que  pour  le  cas  où  l'exposant  du  dividende  surpasse  celui 
du  diviseur,  de  sorte  qu'à  la  rigueur  on  devrait  s'interdire  de  l'ap- 
pliquer à  tout  autre  cas.  Néanmoins  on  est  dans  l'usage  de  l'appli- 
quer indistinctement  à  toute  espèce  de  cas,  même  à  celui,  par 

a^ 
exemple ,  de  —  ;  et  comme  2  —  5  donne  —  3 ,  on  écrit 


et  on  le  peut;  car  pour  que  cet  usage  soit  permis,  je  prétends 
qu'il  suffit  d'admettre  la  convention  que  ft~^  =  — ,  et  en  général 

que«~"  =  — ,  c'est-à-dire,  la  convention  qu'une  lettre  affectée 

d'un  exposant  négatif  représente  l'unité  divisée  par  cette  lettre 
dont  on  aurait  rendu  l'exposant  positif,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  la  convention  que  l'exposant  négatif  d'une  lettre  marque 
combien  de  fois  cette  lettre  est  diviseur  de  l'unité,  de  môme  qu'on 
est  convenu  que  l'exposant  positif  marque  combien  de  fois  la  lettre 
est  multiplicateur  de  l'unité. 

Ainsi,  montrons  qu'en  adoptant  cette  convention  on  pourra 
étendre  la  règle  des  exposants  de  la  division  au  cas  même  où  l'ex- 
posant du  dividende  est  moindre  que  celui  du  diviseur,  et  écrire 
par  exemple  : 
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Cela  cstlacile  :  en  effet,  on  peut  diviser  par  a^  les  deux  termes 
delà  fraction  —r,,  et  cela  donnera  ^-  Ainsi,  on  peut  écrire  : 

(£ 1 

Or,  d'après  la  convention  que  nous  venons  de  faire  -^  peut  se 

représenter  par  a-\  Donc    ~=  a-\  C.  Q.  F.  D. 

IG.  Proposition.  —  .<  Les  règles  des  exposants  données  dans  la 
«  multiplication  et  la  division  ont  encore  lieu  dans  le  cas  des  expo- 
«  sants  négatifs.  » 

Ainsi  je  dis  i"  que  l'exposant  du  produit  est  toujours  égal  à  la 
somme  des  exposants  des  facteurs,  quand  bien  même  ces  facteurs 
auraient  des  exposants  négatifs.  En  effet,  supposons  d'abord  qu'il 
n'y  ait  qu'un  facteur  affecté  d'exposant  négatif,  et  prouvons  que 

En  effet,  «-"  =  — . 

Donc«"'X«-"=:  «"x   —   =   — ^=ft™-» 

C.  Q.  F.  D. 

Supposons  maintenant  que  les  deux  facteurs  aient  des  exposants 
négatifs,  et  prouvons  que 

«"""X  «""  =  «-"-". 
En  effet  ,«-»=:—  en  même  temps  que  «  -  "  =  — ^  •  • 

Donc      «-"Xa-"  =  -^X-^  =  ^^  =  a-("'+")ou  = 

«""""•  C.Q.F.D. 

Je  dis  2°  que  l'exposant  du  quotient  est  égal  à  celui  du  divi- 
dende moins  celui  du  diviseur ,  même  dans  le  cas  des  exposants 
négatifs. 

En  effet,  comme,  d'après  ce  qui  précède  ,  la  règle  des  exposants 
de  la  multiplication  a  lieu  même  dans  le  cas  des  exposants  néga- 

8 
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tifs,  il  s'ensuit  que,  même  dans  ce  cas,  Texposant  du  di videntle 
égale  la  somme  de  ceux  du  diviseur  et  du  quotient;  car  le  divi- 
dende n'est  que  le  produit  de  ces  deux  dernières  quantités.  Donc 
en  retranchant  de  cette  somme  l'exposant  du  di-viseur,  il  ne  res- 
tera que  celui  du  quotient.  C.  Q.  F.  D. 
Ainsi  on  peut  écrire 

O,  —  ""  Cl'"  tt  —  "' 

:=«-"'-",  OU  — -  =  «™+",  ou  enfln — --  =  «-'"  +  ". 

a"  '       a~"  '  a,-" 

17.  Remarque  1.  —  Nous  devrions  passer  à  présent  à  la  division 
des  polynômes  ;  mais  comme  on  ne  rencontre  presque  jamais  l'occa- 
sion de  la  pratiquer,  nous  la  supprimerons  ;  nous  dirons  seulement 
que  pour  diviser  un  polynôme  quelconque  par  une  quantité,  soit 
polynôme,  soit  monôme,  il  suffit  de  diviser  chaque  terme  du  divi- 
dende par  le  diviseur. 

Ainsi  je  dis  que 

x-v-y  —  z  _^,v_ ^ 

3  ~    3    "*"    3  3   ' 

car  pour  faire  la  somme  ou  la  différence  de  plusieurs  fractions , 
telles  que  —,  —  et  ^,  qui  ont  même  dénominateur,  on  a  vu  en 

3      3  3 

arithmétique  qu'il  suffit  de  faire  la  somme  ou  la  différence  des  nu- 
mérateurs a?,  ?/  et  5 ,  et  lui  donner  le  dénominateur  3.  On  verrait 
de  même  que 

x-^-y  -  z  X  y  z 


a  —  b  a  —  b      a  —  b       a  —  b 

Remarque  II.  — Dans  ce  qui  précède,  on  n'a  supposé  aucun 
sicrne  ni  -{-  ni  —  aux  monômes  pris  pour  dividende  et  pour  divi- 
seur. Dans  le  cas  où  il  y  aurait  de  ces  signes,  on  se  conformerait 
à  la  règle  suivante  : 

18.  Règle  des  signes.  —  «  Le  quotient  doit  avoir  le  signe -i- ou 
«  le  sienne  — ,  selon  que  le  dividende  et  le  diviseur  sont  de  mêmes 
«  signes  ou  de  signes  contraires.  » 

Ainsi  1**  — - — >  par  exemple,  =  — 4.  Eu  effet,  le  dividende 

est  le  produit  du  diviseur  par  le  quotient.  Or,  un  produit  comme 
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—  1 2  n'a  le  signe  —  qu'autant  que  ses  deux  l'acteurs  ont  des  signes 
contraires;  donc,  pnisqu'ici  le  diviseur  3  a  le  signe  4- ,  il  laut  que 
le  quotient  ait  le  signe — . 

12 

2"^— —  =  —  4.  En  eiïet ,  un  produit  comme  1 2  n'a  le  signe  H- 

qn'aiitant  que  ses  deux  facteurs,  qui  sont  ici  le  diviseur  cl  le  quo- 
tient, ont  même  signe.  Or,  le  diviseur  a  le  signe  — ;  donc  le 
quotient  doit  l'avoir  aussi. 

12 

3°  -;__       =:4.  Car  un  produit  comme  —  12  n'a  le  signe — 

qu'autant  que  ses  deux  facteurs  ont  des  signes  contraires.  Or,  le 
diviseur  —  3  ,  qui  est  un  de  ses  facteurs,  a  le  signe  —  ;  donc  le 
quotient ,  qui  est  l'autre  facteur ,  doit  avoir  le  signe  4-. 

Remarque  générale  sur  les  quatre  opérations.  —  On  a  pu  s'é- 
tonner que  la  question  des  quantités  négatives  ne  nous  ait  pas  pins 
arrêté  qu'elle  n'a  fait,  tandis  que  dans  les  autres  ouvrages,  c'est  là, 
comme  on  sait,  que  l'nuteui"  a  toutes  les  peines  du  monde  de  s'en 
tirer  ;  mais  pour  peu  qu'on  rénéchisse  sur  la  niarclie  que  nous 
avons  suivie,  on  verra  qu'elle  devait  nous  faire  éviter  toutes  les 
difficultés. 

En  effet,  ordinairement  on  transporte  en  algèbre  les  définitions 
de  l'addition  ,  de  la  soustraction  ,  de  la  multiplication  et  de  la  di- 
vision qu'on  a  données  en  arithmétique.  Or ,  ces  définitions  n'ont 
de  sens  et  ne  sont  applicables  que  pour  des  quantités  qui  aient 
des  valeurs  concevables  ;  alors  comme  les  quantités  négatives 
marquent  des  opérations  impraticables,  et  n'ont  par  conséquent 
aucune  valeur  concevable,  il  s'ensuit  que  dans  le  cas  de  ces  quan- 
tités on  a  beau  retourner  la  question  en  cent  façons  différentes , 
on  ne  peut  jamais  arriver,  dans  ce  cas,  à  démontrer  rigoureuse- 
ment les  règles  du  calcul  algébrique. 

Pour  nous ,  nous  avons  pris  un  autre  tour ,  et  nous  avons  posé 
ces  règles  elles-mêmes  pour  définition.  Pour  peu  qu'on  examine 
en  effet  notre  définition  de  l'addition ,  on  voit  qu'elle  revient  à 
dire  que,  par  additionner  une  quantité  à  une  autre,  on  entend 
écrire  à  la  suite  de  celle-ci  les  termes  de  celle-là  avec  leurs  signes. 
De  même ,  pour  la  multiplication ,  notre  définition  revient  à  dire 
que  par  multiplier  on  entend  prendre  le  produit  du  multiplicande 
multiplié  successivement  par  chaque  terme  du  multiplicateur,  ad- 
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ditivement  ou  soustractivement,  selon  que  le  terme  du  mullipli- 
cateur  a  le  sigue-f-ou  le  signe  — ,  ce  qui  est  le  fond  de  la  règle 
connue  de  la  multiplication  des  polynômes. 

Quant  à  la  soustraction  et  à  la  division,  elles  ne  font  jamais  dif- 
Hculté,  pourvu  qu'on  les  regarde  comme  des  opérations  qui  n'ont 
pour  but  que  de  défaire  ce  qu'on  a  fait  par  l'addition  et  par  la  mul- 
tiplication ;  or,  c'est  ce  que  nous  avons  observé. 

En  procédant  ainsi ,  la  chose  est  devenue  tellement  facile,  qu'il 
n'y  a  plus  lieu  à  des  démonstrations  proprement  dites,  et  il 
nous  a  sufli  d'expliquer  chaque  règle  sur  un  exemple.  Ainsi,  on 
voit  qu'il  n'y  a  plus  lieu  à  démontrer  que  pour  ajouter  —  ah  b,  il 
faut  écrire  b  —  a,  puisque  c'est  précisément  ce  que  j'appelle  ajou- 
ter —  «  à  b. 

Seulement  il  reste  deux  questions  à  traiter  :  l'une  est  d'examiner 
si  les  délinifions  que  nous  avons  prises  renferment  celles  que  l'on 
donne  en  arithmétique  ;  et  l'autre  question  vient  de  ce  que  souvent, 
mais  surtout  quand  chaque  terme  des  polynômes  donnés  n'est 
autre  chose  qu'un  nombre  exprimé  eu  chiffres,  on  peut  faire 
l'opération  proposée  de  deux  manières,  car  on  peut  réduire  chaque 
polynôme  à  un  monôme  par  les  règles  de  la  réduction  ,  et  opérer 
ensuite  avec  ces  monômes  ;  l'autre  manière  serait  de  se  proposer 
d'exécuter  sur  les  polynômes  eux-mêmes  l'opération  proposée.  Il 
est  bien  clair  que  ces  deux  questions  seront  toutes  deux  résolues  si 
on  résout  seulement  la  seconde,  et  c'est  ce  que  nous  a^ons  fait  à 
chaque  règle  dans  une  proposition  spéciale. 

D'après  cela,  puisque  nos  définitions  contiennent,  comme  cas 
particuliers,  celles  de  l'arithmétique,  elles  ne  sont  donc  que  ces 
définitions  de  l'arithmétique  généralisées,  et  même,  comme  on  peut 
le  voir  en  réfléchissant  un  peu ,  généralisées  au  plus  haut  point 
d'abstraction  possible. 

Il  faudrait  à  présent  passer  à  la  théorie  des  fractions  algébriques  ; 
mais  comme  tout  ce  que  nous  avons  dit  des  fractions  arithmé- 
tiques s'applique  aux  fractions  algébriques,  nous  bornerons  là  no- 
tre première  partie  de  l'algèbrt  ou  l'exposition  des  règles  du  cal- 
cul algébrique ,  et  nous  passerons  à  la  seconde  partie ,  qui  est  la 
théorie  des  égahtés  écrites  en  signes  algébriques ,  ou  des  équa- 
tions. 
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DES    i:QUATrONS. 


1Î).  Drjîn/fion  f. — On  appelle  en  général  r^'^/î^a/Zo»  toute  éga- 
lité entre  deux  quantités  écrites  en  signes  algébriques. 

Nous  disons  e?i  gênera/ ,  parce  qu'on  appelle  plus  spécialement 
équations  les  égalités  qui  peuvent  avoir  lieu  entre  les  diverses 
(juantités  appartenant  à  un  problème^  et  dont,  par  conséquent, 
une  ou  plusieurs  étant  inconnues,  sont  exprimées  par  des  lettres. 
L'usage  est  de  choisir,  pour  représenter  ces  quantités  inconnues, 
les  dernières  lettres  de  l'alphabet,  telles  que  x,  etc. 

Pour  avoir  un  exemple  d'équation  ,  on  peut  prendre  une  quel- 
conque des  égalités  que  nous  avons  trouvées  en  résolvant  le  pro- 
blème de  la  deuxième  page  du  présent  traité,  telle  que  : 

2.7;  4- 7  =15. 

Définition  IL  —  On  appelle  membres  d'une  équation  les  deux 
quantités  sépnrées  l'une  de  l'autre  par  le  signe  =. 

La  quantité  de  gauche  s'appelle  le  premier  membre,  et  celle  de 
droite  est  le  second  membre. 

Définition  III.  — On  appelle  terme  d'im  membre  d'une  équa- 
tion chaque  quantité  séparée  de  tout  le  reste  de  ce  membre  par  le 
signe  +  ou  le  signe — . 

Ainsi,  dans  l'exemple  précédent,  '2x  est  un  terme  du  premier 
membre  et  +  7  en  est  un  autre  ;  mais  si  on  avait  l'équation 

4  —  3  {x-k-y)  =  Z, 

qui  signifie  que  4  moins  trois  fois  la  somme  de  x  et  y  égale  3, 
alors  ni  x  ni  y  ne  seraient  des  termes  du  premier  membre,  parce 
que  le  signe -|- placé  entre  ces  deux  quantités  sépare  y  de  x  seu- 
lement, mais  non  pas  de  tout  le  reste  du  premier  membre. 

Ainsi,  pour  qu'une  quantité  soit  un  terme,  il  faut  que  le  signe 
-H,  ou  le  signe  —  qui  est  devant  elle,  marque  une  addition  ou 
une  soustraction  qui  porte  sur  tout  le  reste  du  membre,  et  non  pas 
seulement  sur  la  quantité  qui  précède  uniquement  ce  signe,  comme 
-h  y  dont  le  signe  -\-  marque  une  addition  qui  porte  uniquement 
sur  X  et  nullement  sur  tout  ce  qui  précède  x.  D'après  cela ,  bien 
que  ni  x  ni  y  ne  soient  des  termes  du  premier  membre,  néanmoins 
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{x-{-y)  est  nn  vrai  terme;  c'est  un  terme  composé  de  plusieurs 
autres,  c'est-à-dire  un  terme  polynôme.  De  même  dans  l'équation 

A L_£_  —  q 

4  3         —  ^' 

qui  signifie  que  4  moins  le  tiers  de  la  somme  de  a;  et  y  égale  0  , 

ce  '  I    1/ 

on  voit  que est  [un  vrai  terme  du  premier  membre  ;  c'est 

encore  un  terme  polynôme. 

Remarque.  —  La  notion  précédente  de  ce  qu'on  entend  par 
terme  est  la  plus  générale,  et  on  doit  distinguer  deux  espèces  par- 
ticulières de  termes  :  les  termes  qu'on  peut  appeler  termes  simples, 
et  que  nous  avons  définis  page  97  :  ce  sont  des  termes  où  les  quan- 
tités qui  les  composent  ne  sont  séparées  par  aucun  signe  -f-  ni  —  ; 
et  les  termes  composés  :  ce  sont  ceux  qui  sont  composés  de  plu- 
sieurs quantités  séparées  les  unes  des  autres  par  les  signes  -f-  ou  — . 

Les  équations  n'étant  que  des  égalités  fournies  par  des  problè- 
mes, nous  devous  donner  les  moyens  d'obtenir  les  valeurs  de  la 
quantité  ou  des  quantités  inconnues  renfermées  dans  ces  équations, 
ou,  comme  on  dit,  les  moyens  de  résoudre  ces  équations.  On  sous- 
entend  ordinairement  le  mot  quantité.,  et  au  lieu  de  dire  la  quan- 
tité inconnue  d'une  équation,  on  dit  Vinconnue. 

20.  Définition  1.  —  On  appelle  racine  d'une  équation,  ou  va- 
leur de  l'inconnue  ou  des  inconnues  de  cette  équation  ,  les  nom- 
bres qui ,  mis  à  la  place  de  ces  inconnues ,  rendent  les  deux  mem- 
bres égaux  de  manière  à  ce  qu'ils  se  réduisent  tous  deux  à  la  même 
expression.  Ainsi ,  4  est  une  racine  ou  une  valeur  de  l'inconnue  x 
de  l'équation  2a;-h7  =  t5;car2X4-|-7=:l5  offre  deux  mem- 
bres qui  peuvent  se  réduire  tous  deux  à  15,  puisque  2  X  4  ou  2 
fois  4  font  8,  et  8  plus  7  font  1-5. 

Définition  IL  —  Ou  dit  que  des  uombres  satisfont  à  une  équa- 
tion quand ,  après  les  avoir  mis  à  la  place  des  inconnues,  les  deux 
membres  de  cette  équation  se  réduisent  à  la  même  expression. 

Définition  III.  —  Résoudre  une  ou  plusieurs  équations  n'est 
autre  cbose  que  calculer  la  valeur  de  l'inconnue  ou  de  chaque  in- 
connue de  ces  équations. 

21.  Pour  résoudre  une  équation ,  il  est  presque  toujours  néces- 
saire de  savoir  faire  quelques-unes  des  opérations  suivantes  : 
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1  "  Résoudre  on  termes  simples  les  termes  composés  ou  polynô- 
mes. Pour  cola,  il  est  évident  qu'il  suffit  d'effectuer,  sur  les  poly- 
nômes que  présentent  ces  termes  composés,  les  opérations  qui  y 
sont  indiquées.  Ainsi ,  dans  l'équation 

X —  (7  — x):=  7, 

il  faudra  effectuer  la  soustraction  de  7  —  x  6lé  àex ,  ce  qui  don- 
nera a?— 7  -i-x;  et  l'on  aura  x —  7  -\-x^=7.  De  même,  si  l'on 

avait 

a?  — 3  {x-hy]  =  15, 

il  faudrait  d'abord  effectuer  la  multiplication  de  r  -f  y  par  3 ,  ce 
qui  donnerait  3a7-h3y,  et  retrancher  ce  produit  de  x,  et  l'on 
aurait  x  —  3^"  —  3?/=  15. 
De  même  encore  pour 


il  faudrait  écrire 


x+y 

X — ^  =  15, 


X        y 


Le  seul  cas  où  l'on  serait  arrêté ,  serait  celui  où  un  terme  aurait 
un  dénominateur  polynôme.  Dans  ce  cas,  pour  faire  disparaître 
ce  dénominateur,  on  fera  usage  de  la  règle  que  nous  allons  donner 
pour  opérer  la  disparition  de  tous  les  dénominateurs  d'une  équa- 
tion. 

2°  Mettre  en  facteur  commun  la  quantité  qui  entrait  comme  fac- 
teur dans  plusieurs  termes,  c'est-à-dire,  composer  tous  ces  termes 
en  un  seul.  Pour  cela,  il  n'y  a  qu'à  supprimer  cette  quantité  dans 
tous  les  termes  où  elle  entre  comme  facteur;  puis  réunir  entre  deux 
parenthèses,  et  avec  leurs  signes,  tous  ces  termes  ainsi  dépouillés 
de  cette  quantité  ;  ensuite  écrire  comme  facteur  cette  même  quan- 
tité à  gauche  de  la  parenthèse,  et  enfin  placer  devant  le  tout  le 
signe  -f-. 

Ainsi  soit  a'x-^ahy — ci?,  où  «est  facteur  commun,  je  supprime 
a  partout,  et  j'ai  ax-{-by  —  «%  que  j'enferme  entre  parenthèses 
en  cette  manière  [ax  -\-by  —  «'),  et  je  mets  -^-  a  ou  simplement  a 
devant  cette  parenthèse ,  ce  qui  donne  a  {ax-^  by  —  a'),  qui  est 
bien  égal  à  a'x+aby —  a^  ;  car  en  multipliant 
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ax  -\~  by  —  «^ 
par    a 

on  trouve    a^x-\-abtj — aK 

On  trouverait  de  même  que 

y  —  ax-\-bx  est  la  même  chose  que  y-\-x  ( —  a-\-  b). 

3"  Faire  disparaître  des  dénominateurs  d'une  équation.  Suppo- 
sons d'abord  qu'il  ne  s'agisse  de  chasser  qu'un  dénominateur  d'une 
équation,  c'est-à-dire,  de  changer  cette  équation  où  certain  terme 
a  un  dénominateur  en  une  autre  où  ce  terme  n'ait  plus  de  dénomi- 
nateur. Pour  cela,  effacez  ce  dénominateur  et  multipliez  chacun 
des  autres  termes  par  ce  même  dénominateur. 

Ainsi ,  si  l'on  veut  faire  disparaître  le  dénominateur  3  de  l'é- 
quation 


_  (^+y)  __  j 


5-f-?y, 


cela  donnera 


^  — (a:  +  î/)  =  15X  3 -+-3?/. 


Cette  règle  est  évidente  ;  car,  en  effaçant  le  dénominateur,  je 
multiplie  parce  dénominateur  le  terme  où  il  se  trouvait  :  donc,  si 
je  multiplie  ensuite  tous  les  astres  termes  par  ce  même  dénomina- 
teur, j'aurai  pour  lors  multiplié  les  deux  membres  de  l'équation  par 
un  même  nombre,  ce  qui  laisse  toujours  subsister  l'égalité  entre 
eux  ;  car  il  est  clair  que  si  deux  quantités  sont  égales,  leurs  pro- 
duits par  un  même  nombre  sont  encore  égaux. 

Maintenant,  supposons  qu'il  s'agisse  de  chasser  plusieurs  déno- 
minateurs, ou  même  tous  les  dénominateurs  d'une  équation.  Dans 
ce  cas,  la  première  manière  qui  se  présente  est  de  répéter  la  règle 
précédente  pour  chaque  dénominateur  successivement;  mais  on 
peut  suivre  une  manière  plus  simple.  A  cet  effet,  il  faudra,  pour 
chaque  terme ,  d'abord  effacer  son  dénominateur  s'il  en  a,  et  mul- 
tiplier ensuite  ce  terme  par  le  produit  de  tous  les  dénominateurs 
des  autres  termes.  Cette  seconde  manière  revient  évidemment  au 
même  que  la  première  :  car  dans  l'équation  précédente,  par 
exemple ,  dont  les  dénominateurs  sont  4  et  3,  pour  faire  disparaître 
le  dénominateur  3  du  second  terme,  il  faudrait  multiplier  chacun 
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des  autres  par  3  ;  tMisnito,  pour  l'aire  disparaitrc  le  dénominateur  i 
du  premier  terme,  il  faudrait  multiplier  encore  chacun  des  autres 
termes  par  4,  après  les  avoir  mullipliés  déjà  par  3.  Or,  cela  revient 
bien  à  les  multiplier  tout  d'un  coup  par  4X3,  comme  le  veut  la 
seconde  manière. 
Ainsi ,  pour  faire  disparaître  les  dénominateurs  de 

.r  rr  y  y  e 

a.      -^       b        c  a        X 

on  multipliera  le  premier  terme  par  bcdx ,  et  on  supprimera  son 
dénominateur»;  on  multipliera  le  second  terme  par  abcdx ,  ainsi 
de  suite,  et  l'on  aura 
bcdx''  —  abcdxy  +  acdx''  =  abdxy  —  abcdx''  —  abcxij  -\-  abcde. 

Non-seulement  on  peut  se  convaincre  de  la  légitimité  de  cette 
manière  d'agir,  en  considérant  qu'elle  ne  diffère  pas  au  fond  de  la 
règle  que  nous  avons  prouvée  pour  le  cas  d'un  seul  dénominateur 
à  chasser ,  mais  on  le  peut  aussi  en  observant  que,  multiplier  ainsi 
chaque  terme  par  le  produit  des  dénominateurs  de  tous  les  autres, 
c'est  agir  comme  si  on  voulait  réduire  tous  les  termes  au  même 
dénominateur;  de  sorte  que,  après  l'opération,  si  on  mettait  sous 
chaque  terme  le  dénominateur  commun,  qui  est,  comme  on  sait, 
le  produit  de  tous  les  dénominateurs  primitifs ,  on  aurait  de  nou- 
veaux termes  fractionnaires  qui ,  d'après  ce  qu'on  a  vu  en  arithmé- 
tique, seraient  tous  équivalents  aux  anciens.  Par  exemple,  dans  la 
dernière  équation  ci-dessus,  mettez  sous  chaque  terme  le  produit 
abcdx  des  dénominateurs  de  l'équation  qu'on  avait  auparavant,  et 
vous  aurez  les  termes  résultants  suivants  : 

bcdx^       abcdxij      acdx'^ abdxy      abcdx""      abcxy       abcde 

abcdx       abcdx      abcdx      abcdx       abcdx      abcdx      abcdx 

dont  chacun  sera  équivalent  au  terme  qu'on  avait  auparavant, 
savoir  : 

bcdx''  ,     .    ,  X     abcdxi/  ,     .     , 

,    ,    équivalent  a  — ,      .    ,     équivalent  a  y ,  etc. 

Or ,  la  suppression  do  tous  ces  dénominateurs  égaux  à  abcdx  ne 
fait  que  multiplier  tous  les  termes  de  l'équation  par  cette  même 
quantité  abcdx;  ce" qui  est  bien  permis,  puisque  si  des  quantités 
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forment  une  égalité ,  elles  en  formeront  encore  une  lorsqu'on  les 
multipliera  toutes  par  le  même  nombre  :  donc  on  peut  écrire, 
comme  nous  l'avons  fait, 
bcdx'^  —  abcdxij  -\-  acdx''  =  ab^dxij  —  abcdx^  — abcxy  +  abcde. 

4"  Faire  disparaître  des  facteurs  de  certains  termes.  Ne  prenons 
qu'un  seul  -^facteur.  Pour  faire  disparaître  une  quantité  qui 
entre  comme  fadeur  dans  un  terme ,  il  faut  d'abord  la  suppri- 
mer de  ce  terme,  et  diviser  ensuite  tous  les  autres  par  cette 
même  quantité.  La  raison  de  ceci  est  évidente  ;  car ,  en  suppri- 
mant la  quantité  dont  il  s'agit  du  terme  où  elle  entre  comme  fac- 
teur, c'est  diviser  ce  terme  par  cette  quantité.  Ce  que  prescrit  la 
règle  revient  donc  à  diviser  tous  les  termes  de  l'équation  par  ladite 
quantité.  Or,  il  est  bien  certain  que  l'on  peut  agir  ainsi  sans  dé- 
truire l'équation  ;  car  il  est  évident  que,  s'il  y  a  égalité  entre  plu- 
sieurs quantités,  il  y  aura  encore  égalité  lorsqu'on  les  divisera 
toutes  par  un  même  nombre. 

Ainsi ,  pour  faire  disparaître  a  du  second  terme  de  l'équation 
X  —  ay  -\-  c  =  a^  —  x, 
on  écrira 

X  ^  _  ^ 

a       •'        a  a' 

5**  Faire  passer  un  terme  d'un  membre  dans  l'autre.  Pour  cela , 
supprimez  d'abord  le  terme  dont  il  s'agit  du  membre  où  il  se 
trouve,  et  ensuite  écrivez  dans  l'autre  membre  ce  terme  avec  un 
signe  contraire  à  celui  qu'il  avait  auparavant.  Ainsi  ou  veut,  dans 
l'équation 

x-\-  3  =  y, 

faire  passer  3  du  premier  au  second  membre,  et  je  dis  que  pour 
cela  il  faut  écrire 

a-  =  y  —  3. 

En  effet,  en  n'écrivant  que  x  au  premier  membre  au  lieu  de 
5^-1-  3,  je  diminue  ce  membre  de  3  unités;  il  faut  donc,  pour 
conserver  l'égalité,  diminuer  le  second  membre  aussi  de  3  unités, 
et  écrire  y  —  3  au  lieu  de  y. 

De  même,  si  l'on  veut  faire  changer  de  membre  au  second 
terme  de  l'équation 

y  —  Z  —  4, 
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je  dis  qu'il  faut  ('oriio 

car,  en  écrivant  y  au  lieu  de  y  —  z,  on  augmente  le  premier 
membre  de  toute  la  valeur  de  :;  ;  donc,  pour  conserver  l'égalité, 
il  faut  aussi  augmenter  le  second  membre  de  z,  et  écrire  4  +  -s 
au  lieu  de  i. 

6"  On  peut  changer  tous  les  signes  -+-  et  —  d'une  équation  en 
des  signes  contraires.  Ainsi,  supposons  qu'on  ait  l'équation 

X  —  y  =  a  —  b, 
je  dis  qu'on  peut  écrire 

—  X  -\-  y  =  —  a  -\-  b. 

Ceci  peut  se  déduire  de  ce  qui  précède;  mais  il  est  facile  de  voir 
la  raison  de  ce  principe  eu  lui-même.  Eu  effet,  il  est  clair  que,  si 
l'on  change  les  signes  de  tous  les  termes  d'un  membre,  sa  nou- 
velle valeur  sera  égale  et  de  signe  contraire  à  son  ancienne.  Soit, 
par  exemple,  le  polynôme  3  —  4  +  7  —  2,  qui  a  pour  valeur  4, 
je  dis  que  —  4  sera  la  nouvelle  valeur  qu'il  prendra ,  si  l'on 
change  tous  les  signes;  et,  en  effet,  —  3  +  4  —  7  +  2  se  ré- 
duit à  —  4.  Cela  posé,  les  deux  membres  de  la  dernière  équation 
ci-dessus  sont  égaux  et  de  signes  contraires  aux  deux  membres  de 
l'équation  précédente.  Or,  les  deux  membres  de  celle-ci  sont  égaux 
entre  eux  ;  donc  pareillement  les  deux  membres  de  la  seconde 
équation  sont  égaux  entre  eux ,  et  l'équation  est  exacte. 

7°  Les  termes  égaux  et  de  signes  contraires  d'un  même  membre 
se  détruisent,  et  les  termes  d'un  membre  détruisent  les  termes 
égaux  et  de  mêmes  signes  de  l'autre  membre. 

Cela  est  évident.  Ainsi,  dans  l'équation 

3a;  +  2y  —  1  —  3x  +  4  =  5a;  +  2y, 

le  premier  et  le  quatrième  termes  du  premier  membre  se  détrui- 
sent, de  sorte  qu'on  peut  les  effacer;  de  même  on  peut  effacer 
les  seconds  termes  des  deux  membres,  parce  qu'ils  se  détruisent. 
D'après  cela ,  l'équation  se  réduit  à 

—  1  +  4  =  oa;. 

Occupons-nous  à  présent  de  la  résolution  des  équations. 

On  distingue  les  équations  par  le  degré.  Pour  estimer  facilement 


HI(j,tJ  ^  ^\^ 


124  ÉLÉMENTS  DE  MATHÉMATIQUES. 

ce  qu'on  appelle  le  degré  de  chaque  terme  d'une  équation,  il  faut 
supposer  qu'on  en  a  fait  disparaître  au  moins  les  dénominateurs 
qui  contiendraient  les  inconnues,  et  qu'on  a  préparé  les  deux 
membres  de  manière  qu'ils  ne  contiennent  plus  de  termes  com- 
posés ou  polynômes,  mais  seulement  des  termes  simples.  Cela  sup- 
posé, on  peut  donner  les  définitions  suivantes  : 

22.  Définition  I. — On  appelle  degré  d'un  terme  le  nombre 
auquel  s'élève  la  somme  des  exposants  des  inconnues  de  ce  terme. 
Ainsi,  dans  l'équation  suivante,  où  oc,  y  et  z  sont  les  inconnues, 
je  suppose, 

x^  4-  z-x^  —  xy  -{-  if  —  2/  =  4, 

le  premier  terme  est  du  troisième  degré,  le  second  terme  zx^  est 
aussi  du  troisième  degré ,  parce  que  z  est  censé  avoir  l  pour  ex- 
posant, qui,  ajouté  à  2,  exposant  de  x%  donne  3;  les  deux  termes 
suivants  sont  du  second  degré  ;  enfin ,  le  dernier  terme  y  est  du 
premier  degré ,  et  le  second  membre  4  est  du  degré  zéro. 

Définition  II.  —  Le  degré  d'une  équation  est  le  plus  haut  des 
degrés  de  ses  termes.  Ainsi ,  l'équation  précédente  est  du  troisième 
degré ,  les  équations  yx  —  y  =■  \  et  x'  —  x-=  2  seraient  du 
second  degré  5  enfin  les  équations  x  -1-  l  =  4  ou  J';  •+  y  =  5  se- 
raient du  premier  degré. 

Nous  nous  occuperons  seulement  de  la  résolution  des  équations 
des  deux  premiers  degrés. 

ÉQUATION   DU   PBEMIER   DEGRÉ    A   UNE   INCO?»NUE. 

25.  Nous  commencerons  par  supposer  le  cas  où  il  n'y  a  qu'une 
inconnue  ;  nous  nous  réservons  de  traiter  ensuite  le  cas  où  il  y  a 
plusieurs  inconnues. 

Règle.  —  «  Pour 'résoudre  une  équation  du  premier  degré  à 
«une  inconnue  que  je  suppose  représentée  par  x,  d'abord,  am 
«  moyen  des  règles  précédentes,  faites  disparaître  tous  les  dénomi- 
<'  nateurs  et  les  parenthèses,  ou  du  moins  les  parenthèses  renfer- 
«  niant  x,  de  manière  que  parmi  les  termes  qui  contiennent  x,  il 
«  n'y  en  ait  aucun  où  x  fasse  partie  d'un  terme  polynôme  ;  ensuite 
«  faites  passer  dans  le  premier  membre  à  gauche  tous  les  termes 
"  qui  contiennent  x,  et  dans  le  second  membre  à  droite  tous  ceux 
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«qui  ne  contiennent  pas  celle  inconnue;  en  troisième  lieu,  ré- 
«  (luisez  en  un  seul  les  termes  qui  conliennent  x,  s'ils  sont  sem- 
«blahles,  sinon  mêliez  x  en  l'acleiir  commun,  réunissant  dans 
«  une  parenthèse  tous  les  mulliplicaleurs  de  celle  lellre;  enfin, 
-<  divisez  le  second  membre  par  le  coelficieut  de  x,  et  ce  quotient 
»  sera  la  valeur  de  x.  » 
Ainsi,  soit  à  résoudre  l'équation 

3  —  4  (2  —  a-}  =  7-4-  X. 

Commencez  par  faire  disparaître  la  parenthèse,  et  aous  aurez 

3  —  8  +  4j?;  r=  7  -f-  x; 

ensuite  mettez  tous  les  termes  contenant  x  daws  le  premier  mem- 
bre, et  les  autres  dans  le  second  membre,  cela  donnera 

Ax  —  x-=i  —  3+8, 

ou  bien ,  en  faisant  la  réduction  des  termes  semblables , 

337  =  12; 

enfin,  divisez  le  second  membre  par  le  coefficient  de  a?,  et  vous 
aurez 

x^=.^-,  c'est-à-dire,  x  z=.  4, 

et  on  peut  se  convaincre  qu'effectivement  a;  =  4  satisfait  à  l'é- 
quation 

3  _4  (2  —  x)'='1  -\-  X. 

Soit  encore  l'équation 

a        ,  cl 

—  -\.h=ic-\ ■. 

X  X 

Chassez  les  dénominateurs,  et  vous  aurez 
a  -\-  hx  =:^  ex  -\r  di 

rangez  tous  les  termes  contenant  x  à  gauche,  et  les  autres  à 
droite,  cela  donnera 

bx  —  ex  =■  d  —  a; 

mettez  x  en  facteur  commun  en  cette  manière 

(6  —  c)  X  =■  d  —  a; 
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enflu ,  divisez  le  second  membre  par  le  coefficient  b  —,  c  de  a;,  et 
la  valeur  de  cette  inconnue  sera 

d  —  a 

X  =  7 . 

0  —  c 

Discussion  de  l'équation  du  premier  degré  à  une  inconnue. 

24.  La  forme  la  plus  générale  de  cette  espèce  d'équation  est 

ax  -\-  b  =  a'x  -h  b', 

quand  ou  a  fait  disparaître  les  dénominateurs,  ou  du  moins  ceux 
qui  contiennent  l'inconnue  ^,  et  que  l'on  a  résolu  en  termes  sim- 
ples tous  les  termes  composés  où  x  faisait  partie  d'un  polynôme. 

En  effet,  après  ces  opérations  préliminaires,  chaque  membre  de 
l'équation  ne  renferme  ])lus  que  deux  sortes  de  termes,  les  uns  qui 
contiennent  x,  et  les  autres  qui  ne  le  contiennent  pas.  Or,  on  peut 
bien  représenter  d'abord  la  somme  de  ces  derniers  par  b  pour  le 
premier  membre,  et  par  b'  pour  le  second;  ensuite,  après  avoir 
réuni  les  termes  d'un  membre  qui  conliennent  x,  en  mettant  entre 
parenthèses  les  coefficients  de  cette  inconnue,  on  peut  représenter 
la  réunion  de  ces  coeflicients  par  a  pour  le  premier  membre,  et 
par  a'  pour  le  second  membre  :  ce  qui  fera  ax  pour  tons  les  termes 
contenant  x  dans  le  premier  membre,  et  a'x  pour  ceux  du  second. 
Sur  quoi  il  faut  observer  que  a  et  b,  a'  et  b'  sont  censés  porter  avec 
eux  leur  signe,  c'est-à-dire  que  si ,  par  exemple,  tous  les  termes 
contenant  x  du  premier  membre  se  réduisaient  à  —  3x,  alors  a 
ne  représenterait  pas  3,  mais  —  3. 

Cela  posé,  l'équation  ax-\rb  =  a'x  -+■  b',  résolue  d'après  les 
règles  précédentes ,  donne  pour  valeur  de  x 

_b'  —  b 
a  —  a" 

et  c'est  cette  valeur  qu'il  s'agit  de  discuter,  c'est-à-dire,  qu'il  s'agit 
d'examiner  toutes  les  particularités  qu'elle  présente  suivant  les 
valeurs  que  peuvent  avoir  les  lettres  a,  b,  a'  et  b'.  Nous  exami- 

h'  h 

nerons  d'abord  les  cas  où  au  moins  un  terme  de  la  fraction 7 

CL  "-       €b 

serait  nul,  c'est-à-dire,  où  l'on  aurait  soit  b'  —  6=^0,  soit 
a  —  a'  =  0,  ou  bien  b'  —  6  =  0,  et  a  —  «'=  0  en  même  temps. 
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D'abord ,  quand  h' —  />  =  o,  et  (|iic  a  —  a'  so  réduit  à  un  nom- 
bre, il  ne  se  rcneontre  dans  ce  cas  aucune  dilTicullé  ;  car  le  ((uolient 
de  zéro  par  un  nombre  étant  évidenmienl  zéro,  il  s'ensuit  qu'alors 
a;  =  0.  Et  effectivement,  dans  ce  cas,  notre  équation  se  réduit  à 
ax-\-b-=^ax-\-b,  qui  est  évidemment  satisfaite  par  x  =  0;  car 
«  X  0  =  0  et  a'  X  0  =:  0,  de  sorte  qu'en  mettant  o  à  la  place  de  x 
dans  notre  équation ,  il  vient  o  4-  6  =:  o  -i-  ^  ou  6  =  ^ ,  ce  qui  est 
exact. 

2"  Mais  quand  c'est  a  —  a'  qui  se  réduit  à  0,  tandis  que  h' —  b 
se  réduit  à  un  nombre  w,  alors 

n 

et  il  s'agit  de  savoir  ce  que  signifie  ce  résultat. 

Or,  je  dis  que  •-  est  le  symbole  de  l'infini  en  nombre ,  c'est-à- 

11 
dire,  que  --  surpasse  tous  les  nombres  imaginables.  Eu  effet,  nous 

avons  vu  (p.  69),  qu'une  fraction  ou  un  quotient  est  d'autant  plus 
grand  que  le  dénominateur  est  plus  petit.  Or  ici  le  dénominateur 
ou  le  diviseur  est  plus  petit  que  toute  espèce  de  nombre  ;  donc  le 

71 

quotient  —  est  au  contraire  plus  grand  que  toute  espèce  de  nom- 

n 
bre.  Autrement,  on  approchera  de  plus  en  plus  du  quotient—  à 

mesure  que  l'on  divisera  n  par  une  quantité  plus  petite;  or,  plus  le 
diviseur  sera  petit,  plus  il  ira  de  fois  dans  la  quantité  n,  et  s'il  est 
infiniment  petit,  il  ira  un  nombre  infini  de  fois  dans  cette  quan- 
tité :  de  sorte  qu'en  prenant  des  diviseurs  suffisamment  petits ,  on 
peut  se  procurer  des  quotients  aussi  grands  que  l'on  voudra,  et  ce- 

pendant  ils  seront  toujours  au-dessous  de  la  valeur  de  —,  parce 

n 
que  0  est  au-dessous  de  tous  les  diviseurs  imaginables.  Donc  — 

surpasse  tous  les  nombres ,  si  grands  qu'ils  soient. 

Cette  valeur  infinie  de  x  se  représente  ordinairement  par  ce 
signe  00 . 

Cette  même  valeur  annonce  que  l'équation  ax  -\-b=^  dx -\- b' 
est  impossible ,  c'est-à-dire ,  que  quelque  nombre  que  l'on  mette  à 
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la  place  de  x  daus  cette  équation ,  il  y  aura  toujours  erreur  à  dire 
que  ax-\-b  soit  égal  à  a'x-\-b'  ',  mais  elle  annonce  en  même 
temps  que  plus  le  nombre  qu'on  mettra  à  la  place  de  x  sera  grand, 
plus  l'erreur  commise  en  écrivant  que  ax-^b  égale  a'x-\-b'  sera 
petite.  En  effet ,  dans  le  cas  qui  nous  occupe  de  a  —  a'  =  0  ou  de 
a  =  a',  notre  équation  devient  ax-\-b  =  ax-hb'.  Or  il  est  clair 
qu'une  même  quantité  ax,  augmentée  tantôt  de  b  et  tantôt  de  b', 
ne  peut  donner  des  résultats  égaux  ;  mais  aussi  il  est  clair  que  si 
ax  est  un  nombre  immense  par  rapport  à  6  et  b',  les  deux  résultats 
dont  il  s'agit  pourront  être  regardés  comme  égaux  sans  erreur  sen- 
sible, parce  que,  quand  on  a  un  très-grand  nombre,  l'addition 
qu'on  peut  lui  faire  de  quelques  unités  ne  le  change  pour  ainsi  dire 
pas.  Par  exemple,  s'il  s'agit  d'un  million,  il  est  clair  qu'un  million 
et  un  million  deux  sont  à  peu  près  la  même  chose,  vu  qu'une  ou 
deux  unités  de  plus  ou  de  moins  sur  un  million  ne  font  à  peu  près 
rien. 

3"  Dans  le  cas  où  les  deux  différences  b'  —  b  et  a  —  a'  seraient 
nulles  en  même  temps ,  ou  aurait 

0 

x  =  -- 

Or,  je  dis  que  —  est  le  symbole  de  rindétermiuation ,  c'est-à- 

0 
dire  que  —  peut  représenter  tel  nombre  qu'on  veut  :  2  aussi  bien 

que  3 ,  ou  4 ,  ou  etc.  En  effet,  le  quotient  de  0  divisé  par  0  doit 
être  un  nombre  qui ,  multiplié  par  le  diviseur  0 ,  reproduise  le  di- 
vidende, qui  est  aussi  0.  Or,  tout  nombre  multiplié  par  0  donne 
0;  car  deux  fois  0  ou  trois  fois  o ,  par  exemple,  donnent  0.  Donc 
tout  nombre  peut  servir  de  quotient  à  la  division  de  0  par  0. 

Cette  valeur  de  x  signifie  que,  quelque  nombre  que  l'on  mette 
à  la  place  de  x  daus  l'équation,  elle  sera  toujours  satisfaite.  En 
effet ,  dans  le  cas  actuel  de  6'  —  6=0  et  a  —  a'  =  o ,  oub=  b'  et 
a'=.a,  notre  équation  devient  ax-\-b  =:ax-+-b.  Or ,  il  est  clair 
que,  dans  cette  équation  ,  quelque  nombre  qu'on  mette  pour  x,  le 
premier  membre  sera  égal  au  second ,  puisque  tous  deux  sont  égaux 
à  la  même  quantité  ax~\-b. 

25.  3Iaintenaut,  supposons  que  ni  a  —  a'  ni  b'  —  b  ne  se  ré- 
duise à  zéro  :  pour  lors  la  valeur  de  x  sera  uu  nombre  différent 
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(le  0 ,  et  que  je  représente  par  n ,  de  soite  que  l'on  aura  x-=n  ou 
x=.  — 11 ,  selon  que  les  valeurs  de  a  —  a'  et  de  ^'  — b  seront  do 
mômes  signes  ou  de  signes  contraires;  et,  dans  les  deux  cas,  on 
aura  le  nombre,  soit  positil",  soit  négatif,  capable  de  satisfaire  a 
l'équation  fie?' -h  i  =  a'x-h//,  et  tant  qu'on  s'en  tiendra  à  cette 
équation  il  n'y  aura  rien  de  plus  à  dire.  Mais,  si  l'on  veut  remon- 
ter de  cette  équation  au  problème  qui  peut  l'avoir  fournie ,  alors 
c'est  autre  chose. 

Premièrement ,  le  résultat  x  =:  w  signiûera  en  général  que  le 
problème  proposé  est  susceptible  d'être  résolu ,  et  qu'il  l'est  en 
effet  en  prenant  le  nombre  n  pour  la  valeur  de  la  quantité  incon- 
nue de  ce  problème. 

Je  dise?î  (jénéral ,  parce  que  si,  par  exemple,  dans  ce  problème 
il  s'agissait  de  trouver  combien  il  y  avait  d'hommes  en  certaines 
circonstances  détaillées  par  l'énoncé  du  problème,  et  que  n  fût 
nue  fraction  comme  f ,  il  est  clair  que  le  résultat  a?  ^  %  ou  x  =  | 
signifierait  que  le  problème  est  impossible. 

Eu  second  lieu,  le  résultat  x  ^=  —  n  signifie  d'abord  que  le 
problème  est  impossible  dans  le  sens  rigoureux  de  son  énoncé,  et 
avec  la  restriction  ou  hypothèse  que  le  calculateur  a  pu  y  adjoindre 
pour  le  soumettre  au  calcul;  car  —  n  exprime  qu'il  faudrait  re- 
trancher n  de  rien  pour  avoir  la  valeur  de  l'inconnue,  ce  qui  est 
assurément  bien  impossible.  Mais  x=z  —  n  signifie  de  plus,  en  gé- 
néral ,  que  le  problème  deviendra  possible,  si  on  prend  la  quantité 
inconnue  dans  une  acception  opposée  à  celle  où  on  l'avait  prise 
d'abord ,  et  que  n  sera  la  valeur  de  cette  inconnue  capable  de  ré- 
soudre le  problème  ainsi  modifié. 

Je  dis  en  général ,  parce  qu'il  est  d'expérience ,  comme  le  sa- 
vent ceux  qui  ont  résolu  beaucoup  de  problèmes ,  que  quelquefois 
le  problème  qui  a  conduit  à  <?•  =  —  n  reste  impossible,  de  quelque 
manière  qu'on  le  retourne ,  en  conservant  leurs  valeurs  aux  quan- 
tités qu'il  renferme,  et  que  d'autres  fois  s'il  devient  possible  sans 
que  ces  quantités  changent  de  valeur,  c'est  par  une  modification 
autre  que  celle  consistant  à  prendre  l'inconnue  dans  une  accep- 
tion opposée  :  néanmoins  ces  cas  sont  rares. 

Nous  allons  appliquer  toute  cette  discussion  au  problème  sui- 
vant. 

26.  Problème  des  courriers.  —  Deux  courriers  parcourant  la 
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même  route  MN ,  passent  à  de  certaines  époques ,  l'un  par  la  ville 
A  et  l'autre  par  la  ville  B.  Le  premier  passe  par  A  un  nombre 
d'heures  représenté  par  h  avant  que  le  second  passe  par  B,  et  il 
l'ait  un  nombre  a  de  lieues  par  heure.  Le  deuxième  fait  un  nombre 
b  de  lieues  par  heure;  et  l'on  demande  à  quelle  distance  a?  de  B  ils 
se  rencontreront,  sachant  que  la  distance  des  deux  villes  est  d. 

M_ N 

R'  A  H  B  H'  R 

Ce  problème  présente  deux  cas,  selon  que  les  courriers  vont  dans 
le  même  sens  ou  en  sens  contraire;  mais  il  nous  suffira  d'examiner 
seulement  le  premier  cas. 

Supposons  donc  que  les  deux  courriers  aillent  tous  deux  dans 
le  même  sens  de  M  en  N ,  de  manière  que  celui  qui  passe  par  A 
coure  après  celui  qui  passe  par  B,  et  soit  R  le  lieu  où  se  rencontre- 
ront ces  deux  courriers  :  BR  sera  la  distance  x  qu'il  s'agit  de 
trouver,  et  la  distance  AR  sera  d-{-x.  Cela  posé,  puisque  le  pre- 
mier courrier  fait  à  chaque  heure  un  nombre  de  lieues  représenté 
par  a,  alors  autant  de  fois  a  sera  contenu  dans  AR  ou  fZ  +  x, 
autant  ce  premier  courrier  aura  mis  d'heures  pour  aller  de  A  en  R  ; 

X  -{-  d 

ainsi  ce  nombre  d'heures  est .    On  trouverait  de   même 

a 

que  le  nombre  d'heures  employé  par  le  second  pour   aller  de 

X 

B    en  R   est  -r-.  Mais  le  premier  de  ces  nombres  d'heures  doit 

surpasser  le  second  de  /*,  de  sorte  qu'il  faut  augmenter  le  second 
de  h  pour  avoir  la  valeur  du  premier,  c'est-à-dire  qu'on  a 

X       ,       X  -^  d 

- — l-/i= > 

0  a 

parce  que,  quoiqu'ils  arrivent  en  même  temps  en  R,  néanmoins 
le  premier  part  de  A  un  nombre  h  d'heures  avant  que  l'autre  parte 
de  B. 

Si  l'on  chasse  les  dénominateurs  de  l'équation  ci-dessus ,  on  en 
tirera 

ax  +  ahb  =  bx~\-  bd. 

Maintenant ,  passons  tous  les  termes  contenant  x  à  gauche  et  les 
autres  à  droite ,  et  nous  aurons 
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ax  —  bx  =  0d  —  au  h , 
ou  bien 

(  «  —  0)  x=.bd  —  ubh  ; 

el  (le  là,  en  divisant  le  second  membre  par  le  coerncienl  i  a  —  b) 

de  X,  on  tire 

bd  —  bah 

x=. r — 

a  —  0 

Dans  cette  valeur ,  le  numérateur  a  pour  second  terme  bah,  qui 
contient  la  quantité  ah,  et  il  est  à  remarquer  que  cette  quantité  est 
précisément  le  chemin  AH  que  le  premier  courrier  l'ait  en  un  nom- 
bre d'heures  égal  à  h  ;  car,  comme  ce  courrier  l'ait  à  chaque  heure 
un  chemin  représenté  par  a ,  il  est  clair  que ,  pendant  un  nombre 
quelconque  d'heures ,  il  fera  ce  nombre  de  fois  le  chemin  repré- 
senté par  a.  Ainsi,  pour  un  nombre  A  d'heures,  ce  sera  aXh;  ainsi 
AH  =  o/i. 

Maintenant ,  discutons  la  valeur  précédente  de  x. 

On  voit  d'abord  que  l'on  a  a?  =  0  quand  les  valeurs  de  a,  d  et 
h  sont  telles  (|ue  ah  =  d;  car,  quand  ah  =z  d,  il  est  clair  qu'alors 
abh  =:db ,  et  qu'ainsi  le  numérateur  db  —  abh  est  zéro,  ce  qui 
donne  x  =  o,  c'est-à-dire  BR  =  o  :  de  sorte  que  le  point  R ,  dans 
ce  cas,  coïncide  avec  la  vil'e  B  ,  ou,  si  l'on  veut ,  de  sorte  que  la 
rencontre  des  courriers  a  lieu  dans  la  ville  B  elle-même;  ce  qui 
doit  être,  car,  dès  qu'on  suppose  que  ah=^d,  c'est  supposer 
AH  =  AB,  c'est-à-dire  supposer  que  le  courrier  passe  assez  tôt  par 
A  pour  arriver  en  B  au  moment  où  le  second  en  part ,  de  sorte 
qu'ils  se  trouvent  un  instant  ensemble  dans  cette  ville,  qui  est  donc 
leur  lieu  de  rencontre. 

2"  Supposons  a  =  b  sans  supposer  bd  ■=  abh,  alors  on  aura 

bd —  abh 

X  z=  ou  a?  =:  00  ; 

c'est-à-dire  que  les  deux  courriers  iront  à  l'inûui  avant  de  se  ren- 
contrer; et  cela  doit  être  dans  la  supposition  que  nous  avons  faite, 
car  supposer  a=b,  c'est  supposer  que  les  deux  courriers  fout  le 
même  chemin  par  heure,  c'est-à-dire  vont  aussi  vite  l'un  que  l'au- 
tre, et  il  est  bien  clair  que  deux  courriers  qui  ont  la  même  vitesse 
courront  jusqu'à  l'inlini  l'un  après  l'autre  avant  de  se  rencontre!', 
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c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  que  leur  rencontre  est  impos- 
sible. L'inflni  mathématique  est  donc  le  symbole  de  l'impossible. 
3"  Supposons  cl  =  ah  en  même  temps  que  a=z  b,  je  dis  qu'a- 
lors 

0 

a?  =  — • 
0  ' 

car  d  =  ah  donne  bd  =  bah  ou  le  numérateur  bd  —  bah  =  0  ; 
ensuite  a=^b  donne,  comme  tout  à  l'heure,  le  dénominateur 
a  —  b=iO.  Ainsi ,  dans  ce  cas,  x  est  indéterminé  et  a  telle  valeur 
qu'où  veut ,  c'est-à-dire  que  le  point  de  rencontre  R  est  partout  où 
l'on  veut  sur  la  ligue  MN  ;  et  cela  doit  être  dans  les  deux  supposi- 
tions que  nous  avons  faites.  En  effet,  la  première  d=  ah  fait , 
comme  nous  l'avons  vu ,  que  les  deux  courriers  se  trouvent  en- 
semble à  la  ville  B;  mais  la  deuxième  supposition  «=  6  les  fait 
aller  avec  la  même  vitesse.  Or,  deux  courriers  qui  vont  également 
vite,  et  qui  se  trouvent  ensemble  dans  une  même  ville,  resteront 
toujours  ensemble,  quelque  loin  qu'ils  continuent  leur  route,  et 
ainsi  cha(iuc  point  de  leur  route  peut  être  regardé  comme  un  point 
de  rencontre. 

4'^  Supposons  des  valeurs  différentes  de  G,  et  de  signes  contrai- 
res ,  aux  deux  termes  de  la  fraction 

bd  —  abh 


alors  X  sera  égal  à  un  nombre  négatif. 

Prenons  d'abord  le  cas  «  ■<  6  en  même  temps  que  d  >  ah  ou  que 
bd~>abh  ;  pour  lors  le  numérateur  sera  positif  et  le  dénominateur 
sera  négatif;  de  sorte  que  la  valeur  de  x  se  réduira  à  un  nombre 
négatif,  que  je  représente  par 


a;  =  ' 


Or,  je  dis,  en  premier  lieu,  que  cela  annonce  qu'il  est  impossible 
de  résoudre  le  problème  pris  dans  le  sens  rigoureux  de  son  énoncé 
et  restreint  par  les  hypothèses  que  nous  y  avons  adjointes  pour 
pouvoir  le  soumettre  au  calcul.  En  effet,  pour  calculer  ce  problème, 
nous  avons  représenté  le  point  de  rencontre  par  le  point  R,  situé  du 
côté  où  se  dirigent  les  deux  courriers,  après  avoir  traversé  les  vil- 
les A  et  li.  Oj',  a  étant  moindre  que  b,  celasigniOe  que  le  courrier 
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(le  derrière  qui  travcrso  la  ville  A  va  moins  vite  quo  le  courrier 
do  dovaiil  qui  traverse  la  ville  B,  et  en  pareil  cas  il  est  bisQ  impos- 
sible que  les  courriers  se  rencontrent  jamais. 

Mais,  en  changeant  le  sens  de  la  ligne  x,  le  problème  deviendra 
possible  :  ainsi,  que  le  calculateur,  ;ui  lieu  de  supposer  la  rencon- 
tre ayant  lieu  après  le  passage  dos  deux  courriers  par  les  villes  A 
et  B,  cherche  quel  est  l'endroit  R'  où  les  deux  courriers  se  sont  rer. 
contrés  avant  de  traverser  lesdiles  villes  ;  je  dis  qu'alors  le  pro- 
blème sera  devenu  possible,  et  que,  pour  avoir  sa  solution,  il 
n'y  aura  qu'à  reprendre  la  valeur  qu'on  avait  trouvée  .t=  — n, 
et  changer  son  —  en -h,  de  sorte  que  l'on  aura  x=:-i-n,  ou 
simplement 

pour  valeur  de  la  ligne  BR'.  En  effet ,  ici,  l'inconnue  étant  BR'  on 
a  BR'  =  X,  par  conséquent  AR'  =  x  —  fZ;  le  temps  employé  par 

le  premier  courrier  pour  parcourir  AR'  égale ,  et  le  temps 

X 

employé  par  le  second  courrier  pour  parcourir  BR'  égale  -j-:  le 

premier  temps  augmenté  de  h  égalera  le  second,  parce  que  les  cour- 
riers ,  après  être  partis  en  même  temps  de  R',  arrivent  en  même 
temps ,  l'un  en  H  et  l'autre  en  B,  et  qu'on  représente  par  h  ce  qu'il 
faut  de  temps  au  premier  courrier  pour  aller  de  À  en  H.  Donc 

X  —  d       ,         X 

h^=  -r- 

a  b 

En  chassant  les  dénominateurs ,  cette  équation  devient 
bx  —  bel  •+■  ahh  =  ax  ; 

faisant  passer  tous  les  termes  contenant  x  à  gauche  et  tous  les  au- 
tres à  droite ,  on  a 

bx  —  ax=.bd  —  abh ,  ou  {b  —  a)  x=.bd  —  abh. 

Donc  la  valeur  de  x  est 

bd  —  abh 


X  ■=. 


b—a    ' 
laquelle  est  bien  égale  et  de  signe  contraire  à  la  première 
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hd  —  ahh 

X  —   --  , 

a  —  b 

puisqu'elles  offrent  le  même  numérateur  divisé  par  h  —  a  dans 
l'une  et  par  a  —  h  dans  l'autre,  ce  qui  doit  donner  des  quotients 
de  signes  contraires  ;  de  sorte  que ,  comme  l'ancienne  valeur  était 
représentée  par  a?  =  —  n,  la  nouvelle  le  sera  par 

Reprenons  notre  ancienne  valeur 

hd  —  ahli 


X  =: 


a  —  b 


et  supposons  maintenant  bd  <C  abh  ou  rf  <<  ah  avec  a^b.  Dans 
ce  cas ,  on  trouve  encore  pour  .x  un  nombre  négatif,  tel  que  —  m, 
car  le  numérateur  db  ~  abh  est  négatif  et  le  dénominateur  a  —  b 
positif,  ce  qui  donne  lieu  à  un  quotient  négatif;  on  a  donc 

x=.  —  m , 

et  je  dis  que  le  problème  entrepris  comme  le  calculateur  l'a  en- 
trepris est  impossible.  En  elfet,  puisque  «A=AH,  supposer  que 
la  distance  AB  ou  d  est  <  «A,  c'est  supposer  que  AH  est  plus  grand 
que  AB ,  c'est-à-dire  est  égal ,  par  exemple ,  à  AH'.  On  suppose  donc 
que  le  premier  courrier  est  en  H'  quand  le  second  est  en  B,  c'est- 
à-dire  a  l'avance  sur  ce  second  au  moment  où  celui-ci  sort  de  la 
ville  B;  et  comme  il  va  plus  vite  que  ce  même  second  courrier,  il 
s'ensuit  qu'il  est  impossible  que  ledit  second  courrier  le  rattrape 
jamais. 

Mais  le  problème  deviendra  possible  si  on  prend  x  en  sens  con- 
traire, c'est-à-dire  si  on  suppose  que  la  rencontre,  au  lieu  d'être  à 
droite  en  R,  est  à  gauche  en  R'.  En  effet,  dans  ce  cas,  en  résol- 
vant le  problème  comme  nous  l'avons  fait  tout  à  l'heure,  où  nous 
supposions  aussi  la  rencontre  placée  en  R',  on  trouvera  encore 

bd  —  abh 


X  = 


b  —  a 


fraction  qui  a  son  numérateur  et  son  dénominateur  tous  deux 
négatifs,  de  sorte  que  leur  quotient  doit  être  positif.  Donc  le  pro- 
blème est  possible.  C.  Q.  F.  D. 
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DES   ÉQUATIONS   DD   PREMIER   DEGRÉ    A   PLUSIEURS  INCONNUES, 

'    27.  Prenons  d'abord  le  cas  où  il  n'y  a  que  deux  inconnues. 

Proposition.  —  «  Quand  on  n'a  qu'une  équation  entre  deux  in- 
"  connues  a;  et  y  ,  ces  inconnues  sont  susceptibles  d'une  infinité  de 
«valeurs  diverses,  c'est-à-dire  qu'il  y  a  une  infinité  de  nombres 
«  qui,  rais  à  la  place  de  x  et  de  y,  peuvent  satisl'aire  à  l'équation.  » 

Ainsi,  supposons  qu'on  nous  propose  le  problème  suivant  .- 

Problème.  —  «  Dire  les  contenances  de  deux  vases  sachant  qu'en 
«  versant  dans  une  cuve  de  3i  litres  trois  fois  tout  ce  que  le  pre- 
"  mier  peut  contenir  d'eau  et  cinq  lois  ce  que  peut  contenir  le 
«  second ,  la  cuve  était  pleine.  » 

Solution.  — Soit  x  la  contenance  du  premier  vase  et  y  celle  du 
second,  c'est-à-dire  soit  a;  le  nombre  de  litres  que  peut  contenir 
le  premier  et  y  celui  que  peut  contenir  le  second.  Les  trois  fois 
qu'on  vide  le  premier  vase  dans  la  cuve  donneront  donc  un  nom- 
bre de  litres  d'eau  égal  à  %x ,  et  le  nombre  de  fois  qu'on  vide  le 
second  donnera  5y,  ce  qui  fera  en  tout  3^  +  5?/  pour  la  quan- 
tité totale  d'eau  versée  dans  la  cuve;  et  puisque  cette  cuve  est  de 
3 1  litres  on  aura  donc 

Zx  -^by=  z\ , 

et  l'énoncé  du  problème  ne  donnera  absolument  que  cette  seule 
équation  entre  les  inconnues  x  et  y 

Maintenant  pour  calculer  les  valeurs  de  x  et  de  y,  je  commence 
par  chercher  la  valeur  de  x.  Pour  cela ,  je  fais  passer  à  droite  tous 
les  termes  qui  ne  contiennent  pas  x ,  et  j'ai 

P 

SiÈ^zr  31  —  5// ; 

ensuite  je  divise  le  second  membre  par  le  coefficient  3  de  .r,  ce  qui 

me  donne 

3i_-5y 
X—        g        , 

et  telle  est  la  valeur  de  x.  Mais  cette  valeur  de  x  contient  encore 
l'inconnue  y  sans  quil  ne  reste  plus  rien  pour  la  calculer.  Ainsi, 
je  puis  donner  à  cette  inconnue  toutes  les  valeurs  qu'il  me  plaira, 
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oomiïie  y  —  2,  ?/  =  3,  on  etc.  ;  seulement  à  chaque  valeur  de  //  il 
en  répondra  une  particulière  de  a-,  laquelle  sera  déterminée  par 
la  dernière  équation  ci-dessus.  Ainsi  pour  voir  quelle  valeur  de  x 
répond  à  ?/  :=  2,  je  remplace  îj  par  2  dans  l'équation 


31  - 

X  =   

3 

-ôy      _,  .           31—5X2 
— ,  et .)  ai  X  z= 

OU 

X  = 

31—10                  21 

3         OU^=3=7. 

Ainsi  nous  voyons  que 

ày  =  2 

répond  x^=  7  ; 

et  ces  deux  nombres  2  et  7  mis  à  la  place  de  y  et  de  a?  dans  l'é- 
quation primitive  3x  4-  5y  =  3 1 ,  satisfont  h  cette  équation ,  car 
cela  donne  3  X  7  H-  5  x  2  =  31  ou  21  H-  10  =  31 ,  ce  qui  est 
exact.  On  trouverait  de  même  que 

à?/=:3       J  à?/:=4       |  ày=5       ]    CtC. 

repond  a?  =  —      repond  x  =:—  i  repond  x  =  2 , 

Ainsi  la  réponse  au  problqjne  est  que  les  deux  vases  étaient 

le  1*"'  de  7  lit.    \  ou        le  l^'  de  3  lit.    j  ou  etc 

ic         ' 
"3 


et  le  2*'  de  2  lit.   (         et  le  2^  de  —  lit. 


Remarque.  —  La  valeur  — - — ^  ,  qu'on  a  trouvée  pour  x  est 

,.      /.              ,                                       31—5?/ 
dite  Jonction  de  y ,  et  l'équation  x  = est  ce  qu  on  ap- 
pelle une  formule  propre  à  donner  toutes  les  valeurs  dont  x  est 
susceptible. 
28.  Définition  I.  —  On  appelle  en  général/owcf/o»  de  certaines 

quantités  représentées  chacune  par  une  lettre,  toute  quantité  dont 

3 
la  valeur  dépend  de  celle  de  ces  lettres.  Ainsi  3  H-  ^,  ou  Zx  ou  — 
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OU  3%  sont  des  fonctions  de  x,  parce  que  les  valeurs  de  ces  quan- 
tités seiont  telles  on  toiles ,  selon  que  celle  de  j-  sera  elle  mùme 
telle  ou  telle.  Ainsi,  pour  a:  =  2,  les  valeurs  de  ces  quatre  quan- 
tités seront 

3         3 

3  4-  .r  =  5  ZX=:  G  ~  =  Y  et  3 ^  =  3'  =  9 , 

tandis  qiie  pour  a?  =  i  ,  on  aurait 

3 

3  -I-  X  =  4  3.r  =3  —  =   3  et  3^  =  3'  =  3. 

.7- 

Définition  If.  —  On  dit  qu'une  équation  est  fonction  de  cer- 
taines quantités  quand  au  moins  l'un  de  ses  membres  est  fonction 
de  ces  quantités- 

Définition  III.  —  On  appelle  formule  toute  fonction  de  quan- 
tités quand  on  la  considère  comme  propre  à  donner  la  valeur  de 
ce  qu'elle  représente  pour  chaque  valeur  particulière  qu'on  vou- 
drait attribuer  à  ces  quantités. 

Proposition.  —  «  Lorsqu'on  a  deux  équations  entre  deux  incon- 
"  nues  X  et  y,  chaque  inconnue  n'a  en  général  qu'une  valeur  dé- 
«  terminée.  » 

En  effet ,  on  pourra,  dans  ce  cas,  se  servir  de  la  règle  suivante  , 
qui  généralement  ne  donnera  pour  chaque  inconnue  x  ety  qu'une 
valeur,  quoiqu'en  vertu  de  sa  généralité ,  comme  on  va  voir,  elle 
doive  donner  tous  les  nombres  capables  de  satisfaire  aux  équations 
proposées.  — ' 

29.  Règle  pour  résoudre  deux  équations  à  deux  inconnues.  — 
De  l'une  des  deux  équations  tirez  la  valeur  de  ,r,  et  mettez  cette 
valeur  à  la  place  de  x  dans  l'autre  équation,  à  moins  que  x  n'entre 
pas  dans  cette  autre  équation;  en  tout  cas ,  après  cette  opération , 
votre  autre  équation  ne  contiendra  plus  d'inconnue  que  y,  vous 
la  traiterez  donc  suivant  la  règle  donnée  pour  les  équations  du 
premier  degré  à  une  inconnue ,  et  vous  aurez  le  nombre  que  vaut  y. 
Ensuite,  comme  la  valeur  obtenue  auparavant  pour  j?  est  en  gé- 
néral fonction  de  y,  on  y  remplacera  y  par  le  nombre  qu'on  aura 
trouvé  pour  cet  y,  et  l'on  aura  ainsi  la  valeur  de  x  entièrement 
connue. 

Par  exemple ,  on  donne  à  résoudre  le  problème  suivant  : 
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Problème.  —  «On  remplit  une  cuve  de  31  litres  en  y  vidant 
«  trois  fois  un  premier  vase  plein  d'eau  et  cinq  fois  un  autre  ;  de 
"  plus,  en  vidant  quatre  fois  le  premier  vase,  on  remplit  une  autre 
«cuve,  de  26  litres  plus  grande  que  le  second  vase,  et  l'on  de- 
«  mande  la  contenance  de  chacun  de  ces  vases.  » 

Solution. — D'abord,  il  est  clair  qu'en  raisonnant  ici  comme 
dans  le  problème  précédent  sur  ce  qui  est  dit  par  rapport  à  la  pre- 
mière cuve,  ou  trouvera  l'équation  3 j? •+  5v/  =  3 1 ,  oti  a:  repré- 
sente la  contenance  du  premier  vase  et  y  celle  du  second.  Ensuite, 
quant  à  la  seconde  cuve,  qui  est ,  dit-on,  égale  à  (  26'"  -^ij) ,  on 
la  remplit  avec  quatre  fois  le  premier  vase  plein  d'eau ,  c'est-à-dire, 
avec  une  quantité  d'eau  représentée  par  4x;  on  a  donc 

4^  =  26'" -h  y     ou     4X  —  y  =  26. 

Nous  avons  donc  les  deux  équations 

3^-1-  5y=  31 

et     4x  —     y=  26; 

de  la  première  je  tire 

31  —  sy 

Ensuite  je  porte  cette  valeur  dans  la  deuxième  équation ,  et  j'ai 

4(31  —  5?/) 

-^ — ^  —  y  =  26. 

Je  chasse  le  dénominateur  3,  et  j'ai  4(31  —  5?/)  —  3?/  =  78  ;  je 
fais  disparaître  la  parenthèse  en  multipliant  31  —  5y  par  4,  ce 
qui  rae  donne  124  —  20y/  — ^  sy  =  78  ;  je  fais  passer  124  dans 
le  second  membre,  ol  je  change  ensuite  tous  les  signes,  et  j'ob- 
tiens 20y  -f-  3y  =  124  —  78  ou  23y  =  46.  DOUC 

y  =2. 

Je  mets  ce  nombre  2  à  la  place  de  y  dans  la  valeur  précédente 
de  X,  et  il  vient 

31  — -  5  X  2  31  —  10  21 

X= ,   OUa::=— ^—  =y=7. 

Ainsi,  le  premier  vase  était  de  7  litres  et  le  second  de  2  litres. 


algkbue.  139 

30.  Remarque. — On  s'est  servi  de  l'expression  en  général 
dans  l'énoncé  de  la  proposition ,  parce  qu'il  est  bien  clair  que,  si 
des  deux  équations  luno  n'était  que  l'autre  dont  on  aurait  multi- 
plié tous  les  termes  par  un  racmo  nombre,  alors  le  cas  reviendrait 
à  celui  d'une  seule  équation  à  deux  inconnues,  et  ces  inconnues 
seraient  susceptibles  d'une  infinité  de  valeurs. 

En  effet,  que  l'on  prenne,  par  exemple,  les  deux  équations 

'ix  ~\-    31/  =  31 
et    6iP-f-  loy  =  62, 

dont  la  seconde  n'est  que  la  première  où  chaque  terme  a  été  dou- 
blé, la  première  de  ces  équations  donne,  comme  on  l'a  vu  tout  à 
l'heure, 

31  —  5?/ 

et  comme  toute  valeur  d'une  inconnue,  substituée  à  la  place  de 
cette  inconnue  dans  l'équation  d'où  cette  valeur  a  été  tirée ,  sa- 
tisfait à  cette  équation ,  c'est-à-dire,  fait  que  tous  les  termes  de 
l'équation  s'entre-détruiseut ,  on  voit  que,  si  on  substitue  la  valeur 

— -  à  la  place  de  x  dans  l'équation  Sx  -\-  5y  =  dl,  tous 

les  termes  s'entre-détruirout.  Donc  cette  même  valeur r — ~ 

substituée  à  x  dans  la  seconde  équation  6x-\-i0ij  =  62 ,  fera 
aussi  que  tous  les  termes  s'entre-détruiront,  parce  que  cette  subs- 
titution ne  fera  que  donner  des  termes  doubles  de  ceux  obtenus 
par  la  même  substitution  faite  dans  ^x-\-ôy  =  3i  ,  et  que  si  cer- 
tains termes  s'entre-détruisent ,  il  est  évident  que  leurs  doubles 

s'entre-détruisent  aussi.  Donc,  après  la  substitution  de — ■ 

h  la  place  de  x  dans  6jcH- i0y=:62,  tout  disparaîtra;  c'est  ce 
qu'on  peut  vérifier,  car  cette  substitution  donne 

6(31  — 5y) 

-^^ ^  +  10?/ =  62. 

t> 

Or,  en  multipliant  31  —  5y  par  6,  on  trouve  18G  —  30//;  puis,  di- 
visant cela  par  3 ,  on  obtient  G2  — lOij.  Ainsi 
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6(31—5?/) 

r — —  revient  a  62  —  loy, 

ot  l'équation  ci-dessus  peut  s'écrire  ainsi  : 

62—  10?/-t-10?/  =  62,  OU  62  =  62  OU  0  =  0. 

Donc  la  seconde  équation  disparaît  quand  on  y  substitue  la  valeur 
de  X  tirée  de  la  première  ;  donc  ces  deux  équations  laissent  a?  et  y 
indéterminés,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Proposition.  —  «  Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  c'est-à-dire,  dans 
«le  cas  où  la  seconde  équation  n'est  que  la  première  dont  tous  les 
«  termes  ont  été  multipliés  par  un  même  nombre,  les  valeurs  des 

«  inconnues  se  présentent  sous  la  forme  -,  pourvu  toutefois  qu'on 

«  dirige  le  calcul  convenablement.  » 

En  effet,  reprenons  l'équation  précédente,  à  savoir 

62  —  10?/-H-102/  =  62  ; 

d'après  la  règle  de  la  page  124 ,  nous  aurons  —  toy  +  lOy  =  62 
—  62.  Maintenant,  quoique  les  termes  du  premier  membre  de  cette 
équation  soient  des  termes  semblables,  opérons  néanmoins  comme 
il  est  dit  à  la  fin  de  la  règle  de  la  page  124  pour  le  cas  des  termes 
dissemblables ,  et  nous  aurons 

(—  10-1-10)  y  =  62  — 62; 
d'Où 

62  —  62  0 

y  =  î^^rî^ouy  =  -; 

ensuite,  mettant  —  à  la  place  de  y  dans 

31  —5y 
on  trouve 

0 

^■-ïï        .       .    ,  ,   "      0 

X  = r qui  revient  encore  a  .r  =  — 

3  ^  0 


comme  pour  l'inconnue  ij. 
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31.  Proposiiion.  —  «  On  trouve  l'infini  pour  valeurs  des  in- 
«  connues  de  deux  équations,  quand  l'une  de  celles-ci  n'est  que 
«  l'autre  à  laquelle  on  a  ajouté  de  plus  un  terme;  tout  connu  , 
«  pourvu  qu'on  dirige  le  calcul  convenablement.  » 

J)ans  ce  cas,  les  deux  équations  sont  dites  incompatibles,  comme 
dans  les  équations  suivantes  : 

et  3a;H-5?/  =  314-4, 

dont  la  deuxième  n'est  que  la  première  à  laquelle  on  a  ajouté  le 
ternie  4. 

Pour  démontrer  notre  proposition ,  observons  que  la  première 
de  ces  deux  équations  donne  toujours,  comme  ci-dessus,  p.  135, 

31  —  5?/ 

b 

Or,  comme  la  substitution  de  cette  valeur  de  x  dans  la  première 
équation  fait  que  tousses  termes  s'entre-détruisent,  il  est  évident 
que  la  même  substitution  étant  exécutée  dans  la  deuxième  équa- 
tion, fera  que  tous  ses  termes  s'entre-détruiront  aussi,  hormis  le 
terme  4 ,  attendu  qu'à  l'exception  de  ce  4  tous  les  termes  de  la 
seconde  équation  sont  les  mêmes  que  ceux  de  la  première  équa- 
tion. 

Par  conséquent  la  seconde  équation  se  réduira  à  o  X  ?/  =  4, 

comme  on  peut  le  vermer  ;  car  mettons — -  a  la  place  de  x 

dans  l'équation  3^ -|-  5?/  =  314-4 ,  et  nous  aurons 

3(31— 5y) 

Or,  on  peut  supprimer  le  facteur  3  commun  au  numérateur  et  au 

dénominateur  de  ~ — - — '— ,  ce  qui  donnera  31  —  ï>y.  Ainsi, 

notre  équation  se  réduit  à 

31  —  5y  4-  ôy  =  31  -H  4. 

Faisons  passer  dans  le  second  membre  tout  ce  qui  ne  contient  pas 
y,  et  il  viendra 


142  ÉLÉMENTS  DE  MATHÉMATIQUES. 

—  5y  +  .5y  =  3)  -1-4  —  31. 

Or,  quoique  les  termes  du  premier  membre  de  cette  équation  soient 
semblables,  cependant  opérons,  comme  le  veut  la  règle  du  n°  23, 
pour  le  cas  où  ces  termes  ne  sont  pas  semblables;  nous  aurons 

{—5-^5)y  =  31  +  4  —  31, 
d'où  l'on  tire 

31+4  —  31  4 

y  =  — : r —     ou    y  =  —-, 

4 

et  mettant  cette  valeur  —  à  la  place  de  y  dans  la  formule 


x  = 


il  vient 


31  —  .ïy 


20 
"-T  --20 


X  = ou  X  =  — - — 

3  0 

52.  Déjiniiion.  —  Quand  on  combine  des  équations  entre  elles, 
comme  nous  l'avons  fait  dans  le  problème  précédent  pour  les  deux 
équations 

3x  +  5y  =  31, 

Ax  —  y  =  26, 

de  manière  qu'il  en  résulte  une  équation  qui  contienne  une  incon- 
nue de  moins,  comme 

4;  31  —  bu) 

que  nous  avons  obtenue  dans  ledit  problème,  et  qui  ne  contient 
plus  rincounue  x,  cela  s'appelle  éliminer  cette  inconnue. 

Remarque.  —  La  méthode  que  nous  avons  employée  pour  éli- 
miner X  entre  les  deux  équations  ci-dessus,  et  qui  consiste  à  tirer 
de  l'une  des  équations  la  valeur  de  Tinconnue  qu'on  veut  éliminer 
pour  la  substituer  dans  l'autre  équation ;,  est  générale,  et  on  peut 
toujours  y  avoir  recours,  quand  on  n'aura  pas  de  méthode  plus 
simple;  mais  souvent  on  pourra  agir  plus  simplement.  Ainsi,  pour 
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éliminer  y  de  nos  doux  équaliuns  ci-dessus,  ou  peut  multiplier 
cluiquo  membre  de  l;i  deuxicuie  par  ô,  ce  qui  douuera 

20X"  —  5?/  =-.  130, 
et  ajouter  ce  résultat  terme  à  terme  avec  l'autre  équation,  à  savoir  : 

3X  +  5y  =  3  t  ; 

car  cela  donnera  23.r  =  161,  qui  ne  contient  plus  y. 

55.  Passons  au  cas  de  trois  inconnues  que  je  suppose  z,  y,  et  x. 
Dans  ce  cas,  on  démontrerait,  comme  pour  celui  de  deux  incon- 
nues, que  tant  qu'on  n'aura  pas  autaut  d'équations  que  d'incon- 
nues, c'est-à-dire,  trois  équations  entre  z,  ?/,  et  x^  on  ne  pourra 
pas  déterminer  ces  inconnues,  lesquelles  seront  alors  susceptibles 
d'une  infinité  de  valeurs. 

Pour  calculer  la  valeur  de  chaque  inconnue,  quand  on  aura 
trois  équations,  «  il  faudra  tirer  la  valeur  de  z  de  l'une  de  ces  équa- 
«  lions,  et  substituer  cette  valeur  à  la  place  de  z  dans  chacune  des 
«  deux  autres  équations.  Par  cette  substitution,  ces  deux  équations 
«  ne  contiendront  plus  que  les  deux  inconnues  x  et  y,  et  on  trouvera 
«  leurs  valeurs  par  la  méthode  précédente.  Les  valeurs  de  ^  et  y 
1'  une  l'ois  obtenues,  on  les  substituera  à  la  place  des  lettres  x  et  y 
«  dans  la  valeur  de  :;,  qu'on  aura  calculée  au  commencement,  et 
"  l'on  aura  ainsi  le  nombre  tout  connu  que  vaut  z.  » 

Éclaircissons  ceci  par  un  exemple. 

Problème.  —  «  Trois  joueurs  conviennent  que  le  perdant  dou- 
«blera  l'argent  des  deux  autres;  chacun  d'eux  ayant  successive- 
«  ment  perdu  une  partie,  ils  se  retirent,  le  premier  avec  24  francs, 
'<  le  second  avec  28  francs,  et  le  troisième  avec  14  francs;  et  l'on 
"  demande  combien  chacun  avait  en  entrant  au  jeu.  » 

Solution.  —  Représentons  par  x  la  somme  qu'avait  le  premier 
joueur  en  entrant  au  jeu,  par  y  celle  qu'avait  le  second ,  et  par  z 
celle  qu'avait  le  troisième.  Le  premier  joueur,  a\ant  perdu  la  pre- 
mière partie,  donne  y  au  second  et  z  au  troisième,  afin  de  doubler 
leur  argent  :  alors,  il  ne  lui  reste  plus  que  x  —  y  —  s,  tandis 
que  le  second  a  2y  et  le  troisième  2z.  Ainsi,  en  commençant  la 
deuxième  partie,  les  sommes  possédées  par  les  joueurs  sont 

X  —  y  —  z  pour  le  premier, 
2y  pour  le  deuxième, 
2s  pour  le  troisième. 
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Or,  comme  le  second  joueur  perd  cette  partie,  il  faut  qu'il 
double  l'argont  des  deux  autres,  et  qu'ainsi  il  donne  x  —  \j  —  z 
au  premier  et  iz  au  troisième;  de  sorte  qu'il  ne  lui  reste  que 
•ly  —  {x  —  ij  —  s)  —  2s,  ou  1\j — X '\- ij -\- z  —  2s,  ou 
3y  —  X  —  s.  Ainsi,  à  la  troisième  partie  les  sommes  possédées 
par  les  joueurs  sont 

'ix  —  ly  —  2s  pour  le  premier, 
Zy  —  X  —   s  pour  le  deuxième, 
4s  pour  le  troisième. 

Enfin ,  cette  troisième  partie  étant  perdue  par  le  troisième  joueur, 
il  l'aut  que  celui-ci  double  l'argent  des  deux  autres  :  il  l'aut  donc 
qu'il  donne  au  premier  une  somme  égale  k  ix  —  ly  —  2s ,  et 
au  second  une  somme  égale  à  Zy  —  x  —  s;  de  sorte  qu'il  ne 
lui  reste  que  Az  —  {ix  —  2// —  2s) — (3y  —  x  —  s),  ou 
4s  —  2a;  +  2//  +  2s  —  3y  -h  a;  H-  s  ,  ou  iz  —  x  —  y. 
Ainsi,  à  la  fin  de  la  troisième  partie,  chacun  se  retire, 

Le  premier  avec  ax  —  4y  —  4s, 
Le  deuxième.. .  6?/  —  Ix  —  2s, 
Le  troisième. . .  7s  —    x  —    y. 

Nous  aurons  donc  les  trois  équations  Ax  —  Ay  —  4s  =  24, 
isy  —  'IX  —  2s  =  28,  7s  —  X  —  y  =1  14  ;  ou  bien ,  en  di- 
visant tous  les  termes  de  la  première  par  4,  et  tous  ceux  de  la 
deuxième  par  2  : 

X  —  y  —  z  r=^     6, 

3y  —  X  —  s  =  14, 

7s  —  X  —  y  =  14, 

auxquelles  il  faut  appliquer  la  règle  précédente.  Ainsi ,  tirons  de 
la  première  la  valeur  de  s,  à  savoir,  s  =  ./■  —  y  —  o,  et  mettons 
X  —  y  —  6  à  la  place  de  s  dans  chacune  dos  deux  autres,  nous  au- 
rons 3y  —  X  —  a;  +  î/4-6=l4  et  Ix  —  ly  —  42  —  x  —  y 
=  14;  ou  bien,  faisant  la  réduction  et'  divisant  après  cela  par  2 
tous  les  termes  des  deux  équations, 

'ly  —  X  -\-  z  =.  1, 
Zx  —  4y  —  21  =  7. 

Maintenant,  en  appliquant  à  ces  deux  équations  la  règle  donnée 


pour  deux  équations  i\  deux  inconnues,  on  trouve  x- =  3G  et 
y  =  20. 

Enfin,  en  mettant  3G  et  2o  à  la  place  des  lettres  ,/;  et  y,  dans 
z-=:  j-  —  y  —  6  qu'on  avait  trouvé  au  commencement,  il  viendra 
^  =  10.  Ainsi  les  joueurs,  en  entrant  au  jeu,  avaient 

Le  premier,  36  fr. 
Le  deuxième,  20  fr. 
Le  troisième,  lo  l'r. 

54.  Remarque  f.  —  Nous  observerons  encore  ici  que  cette  mé- 
thode de  résoudre  trois  équations  entre  trois  inconnues  est  toujours 
applicable,  mais  n'est  pas  toujours  la  plus  simple.  Ainsi,  pour  le 
problème  précédent,  ce  qu'il  y  a  de  plus  simple  pour  résoudre  les 
trois  équations  qu'il  fournit  est  de  considérer  que,  la  somme  de 
tout  l'argent  des  trois  joueurs  devant  ctre  constamment  la  même, 
on  a  y  +  ^-  +  ^  =  24  +  28  -h  14,  ou  y  -\-  x  -^  z  =  aa , 
d'où  Ton  tire 

y  -+-  s  =  66  —  X, 

X  -{-  z  :=  GQ  —  y, 

X  -{-  y  =  Gd  —  z. 

Or,  si  nous  reprenons  les  trois  équations  que  nous  avait  données 
l'énoncé  du  problème ,  savoir, 

X  —  y  —  z  =  G,  3y  —  X  —  2=1 4,  et  Iz  —  x  —  ?/=i4^ 

nous  verrons  que  la  première  a  pour  premier  membre  x  moins 
y  -\-  z,  ou  moins  GG  —  x;  car  ou  vient  de  trouver  y  -^  z  = 
66  —  X.  Cette  équation  se  réduit  donc  à 

x  —  66  -H  ^  =  6,      ou     2^  —  66  =  6. 

Où  verrait  de  même  que  les  deux  autres  se  réduisent  à 

4y  —  66  =  14, 
82  —  66  =  14. 

Or,  ces  trois  équations  ne  sont  chacune  qu'à  une  inconnue;  on 
peut  donc  facilement  les  résoudre ,  et  elles  donnent 

X  =  36,     y  =  20     et     2  =  10. 

10 
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Ce  problème  peut  an  reste,  comme  beaucoup  d'autres,  se  résou- 
dre sans  équations  et  par  le  seul  raisonnement,  en  remontant  de  la 
dernière  partie,  où  les  joueurs  avaient,  le  premier  24  l'r.,  le 
deuxième  28  l'r.,  et  le  troisième  14  fr.,  à  la  seconde  partie ,  pour 
voir  ce  qu'ils  avaient  en  la  commençant,  et  remontant  ensuite  de 
la  seconde  à  la  première. 

53.  Remarque  IL  —  Chacun  aperçoit  bien  que  la  règle  donnée 
ci-dessus ,  pour  résoudre  trois  équations  entre  trois  inconnues , 
peut  se  généraliser,  et  donner  ainsi  le  moyen  de  résoudre  un  nom- 
bre quelconque  d'équations  du  premier  degré  entre  un  pareil  nom- 
bre d'inconnues. 

Je  dis  entre  un  pareil  nombre  d'inconnues,  parce  que,  comme 
nous  l'avons  dit  pour  deux  inconnues ,  s'il  y  avait  moins  d'équa- 
tions que  d'inconnues,  celles-ci  resteraient  indéterminées,  c'est-à- 
dire,  seraient  susceptibles  d'une  infinité  de  valeurs. 

Au  contraire ,  s'il  y  avait  un  plus  grand  nombre  d'équations  que 
d'inconnues,  alors,  en  général,  le  problème  serait  impossible.  En 
effet,  en  omettant  les  dernières  équations  et  ne  prenant  parmi  les 
premières  qu'un  nombre  d'équations  égal  à  celui  des  iocounues , 
on  pourrait,  en  leur  appliquant  les  règles  précédentes,  trouver  la 
valeur  de  chaque  inconnue.  Or ,  ces  valeurs ,  substituées  à  ces 
mômes  inconnues  dans  les  dernières  équations  qu'on  avait  omises, 
changeront  leurs  membres  en  des  nombres  sans  qu'il  y  reste  au- 
cune inconnue  au  moyen  de  laquelle  on  puisse  satisfaire  à  ces  équa- 
tions. 

Par  exemple ,  prenons  les  quatre  équations  suivantes  : 

SlJ  —  X  —  S=14, 

73 — X — ?/  =  14, 
X-\-y-\-Z=:40. 

Au  moyen  de  ces  trois  premières,  on  trouve,  comme  nous  avons 
vu  par  ce  qui  précède ,  .r  =  36 ,  y  =  20  et  s  =  10.  Or,  en  substi- 
tuant ces  trois  nombres  à  x,  y  ei  z  dans  la  quatrième  équation, 
il  vient 

66  =  40; 

équation  à  laquelle  il  est  impossible  de  satisfaire,  puisqu'elle  ne 


ALGÈBRE.  147 

reulernic  plus  d'inconnue  dont  on  puisse  disposer  de  raanière  a 
rendre  le  premier  membre  égal  au  second. 

ÉQUATIONS   DU   SECOND  DEGRÉ   A   UNE   INCONNUE. 

50.  Nous  les  distinguerons  en  deux  sortes  d'équations  :  l'aies 
équations  complètes,  c'est-à-dire,  celles  dans  lesquelles  il  se  trou^e 
toutes  les  sortes  de  termes  que  peut  avoir  une  équation  du  second 
degré,  à  savoir,  des  termes  qui  contiennent  x",  des  termes  qui  ne 
contiennent  que  x,  et  des  termes  qui  ne  contiennent  pas  du 
tout  l'inconnue  ;  2"  les  équations  incomplètes,  c'est-à-dire,  dans 
lesquelles  il  n'entre  que  des  termes  en  x""  et  des  termes  sans  in- 
connue. 

C'est  par  celles-ci  que  nous  allons  commencer. 

Équations  incomplètes.  —  Je  dis  que  toute  équation  incomplète 
peut  se  ramener  à  la  l'orme 

où  a  désigne  un  nombre  tout  connu  qui  peut  être  positif  ou  né- 
gatif. En  effet,  après  avoir  réduit  l'équation  à  ne  contenir  que 
des  termes  simples,  c'est-à-dire,  aucun  terme  polynôme,  et  avoir 
fait  disparaître  les  dénominateurs,  on  pourra  faire  passer  dans  le 
premier  membre  à  gauche  tous  les  termes  qui  contiennent  ./■%  et 
dans  le  deuxième  membre  à  droite  tous  les  termes  sans  inconnue. 
Le  premier  membre  se  réduira  donc  à  un  certain  nombre  de 
fois  x'^ ,  que  je  représente  par  bx"" ,  et  le  second  membre  à  un 
certain  nombre  connu  que  je  représente  par  c.  De  sorte  qu'on  aura 

c  c 

bx^  z=c;  mais  de  là  on  tire  a;^  =  -r-,  et  si  nous  représentons  -j 

para,  nous  aurons 

x^  =  a. 

D'après  cette  équation ,  on  voit  que  l'on  connaît  la  valeur  de  x'., 
ou,  comme  on  dit,  la  valeur  du  carré  de  x  :  c'est  a. 

57.  Définition  I.  —  On  appelle  carré,  ou  deuxième  puissance 
d'une  quantité,  le  produit  de  cette  quantité  par  elle-même.  Ainsi 
16  est  le  carré  de  4,  parce  que  4  x  4,  ou  4  fois  4,  donne  I6.  De 
même  20  est  le  carré  de  .5 ,  parce  que  5  X  5  =  2.5. 

II. 
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Drfiniiion  IL  —  En  général ,  on  appelle  puissance  d'une  qmm- 
iilé  le  produit  de  cette  quantité  une  ou  plusieurs  fois  par  elle-nicmo , 
et  l'on  donne  à  cette  puissance  le  nom  de  deuxième,  troisième,  qua- 
trième ou  cinquième,  etc.,  ou  le  nom  de  puissance  du  deuxième, 
du  troisième ,  etc.,  degré,  selon  que  la  quantité  y  entre  deux,  trois, 
quatre  ou  cinq  fois  comme  facteur. 

Ainsi,  x"-  est  la  2*^  puissance  de  x,  ou  sa  puissance  du  2^  degré, 
x^  est  la  3*^  puissance  de  x,  ou  sa  puissance  du  3*^  degré, 
a;"  est  la  4^  puissance  de  x,  ou  sa  puissance  du  4*^  degré, 
etc. 

La  puissance  troisième  s'appelle  aussi  cube. 

Corollaires. —  l"  Pour  élever  un  nombre  à  une  puissance  quel- 
conque, il  suffit  do  le  multiplier  par  lui-même  un  nombre  de 
fois  égal  au  degré  de  cette  puissance  diminué  d'une  unité;  cela 
est  évident.  Ainsi  pour  élever  4  à  la  deuxième  puissance,  il  faut 
le  multiplier  une  fois  par  lui-même,  ce  qui  donne  16;  en  mul- 
tipliant une  seconde  fois  par  4,  on  aura  64  pour  la  troisième  puis- 
sance ,  etc. 

2"  Pour  élever  une  Iraction  à  une  puissance  quelconque ,  il 
faut  élever  chacun  de  ses  termes  à  cette  puissance;  car,  pour  élever 

y-  à  la  cinquième  puissance,  par  exemple,  il  faut  calculer 

a        a         a         a         a 

Or,  pour  multiplier  plusieurs  fractions  ensemble,  il  faut  multi- 
plier les  numérateurs  ensemble ,  et  tous  les  dénominateurs  ensem- 
ble ;  on  aura  donc 

a. a. a. a. a       a^     .    .  faV       a^ 

b.b.b.b.b'''l?^^''''\b)  =  ¥- 

3°  Pour  élever  un  produit  à  une  puissance  quelconque,  ou  peut 
élever  chacun  de  ses  facteurs  à  cette  puissance;  car,  pour  élever 
a.b.c.d.  etc.,  à  la  cinquième  puissance,  par  exemple,  il  faut 
calculer  a.b.c.d.  etc.  X  a.b.c.d.  etc.  X  a.b.c.d.  etc.  X 
a.b.c.d.  etc.  X  a.b.c.d.  etc.  Or,  on  peut  changer  l'ordre  des 
facteurs  et  dire 
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aaaaa  X  bbbhb  X  ccccc  X  ddddd  X  etc., 

on  bien  a'  b^  c''  d''  etc.  C.  Q.  F.  D. 

08.  Drfniition  fil.  —  On  appelle  racine  deuxième,  ou  troi- 
sième ,  ou  quatrième ,  ou  etc.,  ou  racine  du  second  degré ,  du  troi- 
sième degré,  du  quatrième  degré,  etc.,  d'un  nombre,  lu  quantité 
qui  donne  ce  nombre  quand  on  l'élève  à  la  puissance  deuxième, 
ou  troisième,  ou  quatrième,  ou  etc. 

La  racine  deuxième  s'appelle  aussi  racine  carrée ,  et  la  racine 
troisième  s'appelle  ordinairement  racine  cubique.  Ainsi,  4  est  la 
racine  carrée  ou  deuxième  de  16  ;  de  même,  5  est  la  racine  cubique 
ou  troisième  de  125,  parce  que  ô,  élevé  à  la  troisième  puissance, 
ou  5^,  c'est-à-dire  ô  X  5  X  5 ,  donne  125. 

Remarque.  —  De  même  qu'on  a  un  signe  pour  représenter  la 
puissance  d'un  nombre,  lequel  est  l'exposant;  de  môme  ou  a 
adopté  une  manière  de  représenter  la  racine  d'une  quantité  :  elle 
consiste  à  couvrir  cette  quantité  d'une  espèce  de  V  de  cette  l'orme 
\y^,  entre  les  branches  duquel  on  met  le  degré  de  la  racine.  Ce 
signe  s'appelle  un  signe  radical.  Ainsi  les  radicaux  suivants  : 

P^o  ou  [y^a  ou  [y a,  etc., 

représentent  la  racine  deuxième,  ou  troisième,  ou  quatrième,  etc., 
de  a.  Le  chiffre  mis  entre  les  branches  du  radical  s'appelle  Vindice 
de  ce  radical.  Pour  la  racine  deuxième,  on  ne  met  ordinairement 
aucun  chiffre  entre  les  branches  du  radical  ;  ainsi ,  la  racine  carrée 
de  a  s'écrit  ainsi  :  l/'o.  De  même  l/'iG  =  4,  etc. 

La  racine  duu  polynôme  se  représente  en  prolongeant  la  bran- 
che droite  du  signe  radical  sur  tout  le  polynôme ,  ou  en  enfer- 
mant ce  polynôme  entre  parenthèses.  Ainsi,  la  racine  de  34  —  9 
s'écrit  ainsi  : 


IX'34  — 9  cul/  (34  —  9). 

59.  Reprenons  maintenant  l'équation 

X''  =  a, 

et  cherchons  à  résoudre  cette  équation. 
Pour  cela ,  observons  que  résoudre  cette  équation ,  c'est  cher- 
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cher  un  nombre  représenté  par  x ,  dont  le  carré  x"  donne  un  ré- 
sultat égal  à  la  quantité  a.  Or,  un  nombre  dont  le  carré  donne  a 
est  la  racine  carrée  de  a.  Donc  x  =  [y^a.  Mais  je  dis  de  plus  que 
l'on  peut  aussi  prendre  x  =  —  l^a.  Car  deux  quantités  négatives 
donnant  un  produit  de  même  signe  que  deux  quantités  positives, 
il  s'ensuit  que  le  produit  de  deux  facteurs  égaux  à  i^a  sera 
égal  à  celui  de  deux  facteurs  égaux  à  —  [^a,  c'est-à-dire  que 
\^a  X  \ya  =  (—  \Xa)  X  ( —  i^a).  Donc  si  [^a  satisfait  à 
l'équation  x  X  x  =  a,i{  en  sera  de  même  de  —  [^a.  donc  x  a 
ici  deux  valeurs ,  et  l'on  peut  écrire 

\x  z=±  V^  a, 

ce  que  l'on  lit  en  disant  x  égale  plus  ou  moins  l/a.  Par  exemple, 
si  Ton  avait  à  résoudre  a;^  =  9,  on  en  tirerait 

x  =  ±\y~9', 

c'est-à-dire,  a"=:±3  ;  car  3  est  la  racine  carrée  de  9,  et  il  est 
facile  de  voir  qu'effectivement  ces  deux  valeurs  -H  3  et  — «3,  mises 
à  la  place  de  x  dans  l'équation  a"'  =  9 ,  satisfont  à  cette  équation , 
c'est-à-dire ,  que  (4-  3 )'  =  9 ,  et  (—  3  )^  =  9 ,  parce  que  (  -|-  3  f 
s'obtient  en 

multipliant  +  3 
par  H-  3 


(ce  qui  donne  +  9  ; 
et  (—  3)'  s'obtient  en 

multipliant  —  3 
par  —  3 


ce  qui  donne  encore  -\-  9. 

On  voit  donc  que ,  pour  savoir  résoudre  l'équation  x''  =  a  dans 
tous  les  cas,  il  ne  nous  manque  que  d'avoir  une  méthode  pour 
trouver  la  racine  carrée  d'un  nombre  quelconque  a.  Par  exemple , 
pour  résoudre  a:'  =  2916,  il  faut  avoir  une  méthode  pour  calcu- 
ler, ou ,  comme  on  dit,  pour  tirer  la  racine  carrée  de  2916  :  c'est 
ce  dont  nous  allons  nous  occuper  ;  mais ,  auparavant ,  nous  avons 
encore  à  dire  un  mot  sur  l'équation  x^  =  a  dans  le  cas  où  a  serait 
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un  nombre  négatil',  comme— in.  Dcins  ce  cas,  l'équation  serait 
.r'  =  —  10,  et  on  en  tirerait 


x  =  ±[y  —  16. 

40.  Cette  expression  1/  —  16  offre  une  particularité  remar- 
quable :  c'est  qu'il  n'y  a  aucun  nombre  de  l'arithmétique  ni  aucun 

terme  algébrique  qui  puisse  être  pris  pour  valeur  de  l^ 16; 

car,  quelque  signe  +  ou  ~  qu'ait  ce  nombre  ou  ce  terme  algé- 
brique, eu  le  multipliant  par  lui-même,  le  produit  aura  toujours  le 
signe -+-  et  ne  donnera  jamais  —  16,  et  ne  sera  par  conséquent 
pas  la  racine  de  — 16.  Par  exemple,  quoique  la  racine  de  16  soit 
4 ,  néanmoins  —  4  n'est  pas  la  racine  de  —  16,  puisqu'eu 

multipliant  —  4 
par  —  4 


on  trouve  +  16,  et  non  —  16. 

C'est  pourquoi  on  appelle  [^  —  1 6,  et  en  général  toute  racine 
carrée  d'un  nombre  négatif,  une  expression  imaf/inaire. 

Passons  maintenant  à  l'extraction  de  la  racine  carrée  des  nom- 
bres. 

EXTRACTION  DE  LA  RACINE  CARRÉE  DES  NOMBRES. 

Al.  Il  est  évident  qu'il  y  a  des  nombres  qui  ne  sont  les  carrés 
d'aucun  nombre  entier,  et  qui,  par  conséquent,  n'ont  pas  de  ra- 
cine carrée  en  nombre  entier  ;  ce  que  l'on  voit  en  cousidérant  que 
les  carrés  de  la  suite  des  nombres  naturels 

1,      2,      3,       4,         5,        6,       7,        8,         9,         10,    etc., 
.sont        1,      4,      9,      16,      25,      30,      49,      64,      81,      100,    etc., 

OÙ  Ton  voit  qu'en  puisant  dans  l'intervalle  de  deux  termes  consé- 
cutifs de  la  seconde  ligne,  on  trouvera  toujours  plusieurs  quantités 
qui  ne  seront  les  carrés  d'aucun  nombre  entier.  Par  exemple,  entre 
les  deux  derniers  termes  8 1  et  1 00,  il  y  a  l  s  nombresentiers  ;  et^  en  en 
prônant  un  quelconque,  comme  89  ,  par  exemple,  on  voit  que,  s'il 
a  une  racine,  elle  ne  peut  être  un  nombre  entier,  puisqu'elle  de- 
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vrait  être  comprise  entre  les  racines  de  81  et  de  loo ,  c'est-à-dire  , 
entre  9  et  lo.  3Iais  je  dis,  de  plus,  que  tout  nombre  entier ,  tel 
que  89 ,  qui  n'a  pas  de  racine  en  nombre  entier,  n'en  a  pas  non 
plus  en  nombre  fractionnaire.  C'est  ce  que  nous  allons  établir  dans 
les  propositions  suivantes. 

Proposition  I.  —  «  Il  existe  toujours  une  fraction  irréductible 
«  équivalente  à  une  fraction  réductible  donnée.  » 

En  effet ,  si  on  suppose  que  -r ,  par  exemple ,  est  réductible  , 

B' 
cela  signiûe  qu'on  peut  la  remplacer  par  une  autre  -rr  dont  les 

deux  termes  sont  moindres  que  B  et  A.  Maintenant,  de  deux  choses 

l'une  :  ou  cette  dernière  est  irréductible ,  et  alors  notre  proposition 

se  trouve  vérifiée;  ou  elle  est  réductible,  et,  dans  ce  dernier  cas,  je 

B" 
représenterai  par  -pr  ce  h  quoi  on  suppose  que  peut  se  réduire 

B' 

77- ,  B"  et  A"  étant  des  nombres  entiers  moindres  que  B'  et  A';  ainsi 

de  suite.  Mais  les  séries  décroissantes  B,  B',  B",  etc.,  et  A,  A', 
A",  etc.,  ne  peuvent  s'étendre  indéfiniment,  parce  que  ce  sont  des 
séries  de  nombres  entiers,  et  que  des  nombres  entiers  ne  peuvent 
diminuer  indéfiniment.  Soit  donc  b  le  dernier  terme  de  la  première 

série,  et  a  celui  de  la  seconde;  alors  -  sera  une  fraction  irréduc- 

a 

tibia,  puisque  ses  deux  termes  ne  peuvent  être  remplacés  par  des 

termes  moindres  ;  donc,  etc. 

T> 

Proposition  IL  —  «  Lorsqu'une  fraction  —  est  équivalente   à 

«  une  autre  fraction  —  ,  que  je  suppose  irréductible,  je  dis  que  les 

«  deux  termes  de  la  première  ne  sont  autre  chose  que  ceux  de  la 
«  seconde  multipliés  par  un  même  nombre.  » 

Ainsi ,  en  représentant  par  n  un  certain  nombre  entier,  je  pré- 
tends que  l'on  a 

K^=na  et  B  =  w^;, 

ou  bien 

A  ^  B 

—  n:  «  et  -r  =  n. 
a  0 
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En  cflet,  puisque  l'on  suppose  les  deux  Iractions  équivalentes , 
on  a  donc 

B b 

A  a  ' 

Dans  cette  équation ,  je  chasse  le  dénominateur  A,  et  j'ai 

B  =  — ; 

puis,  chassant  le  multiplicateur  l>  de  cette  dernière  équation, 
j'obtiens 

h  a' 

B  A 

Ainsi,  l'on  voit  que  les  deux  quotients,  l'un  j-,  et  l'autre  —, 

ont  même  valeur.  Or,  en  général,  W  quotient  d'une  division  se 
compose  de  deux  choses,  à  savoir,  d'un  certain  nombre  d'unités 
entières  et  d'une  fraction  égale  au  reste  de  la  division ,  divisé  par 

le  diviseur  de  cette  division.  Comme  ici  les  deux  quotients  -j 

et  —  sont  égaux,  la  partie  composée  d'unités  entières  devra  être  la 

même  pour  tous  deux;  je  la  représenterai  par  n,  et,  en  représen- 
tant par  r  le  reste  de  la  division  de  B  par  b ,  et  par  r'  celui  de  la 
division  de  A  par  a ,  nous  aurons 

B  r       k  r 

b  '     b       a  a 

B         A  r  r' 

Donc ,  puisque  j-=  — ,  il  faut  que  w  +  v  =  w  +  ■— , 

ou  bien 

r       / 
b  ~  a 

J'opère  maintenant  sur  cette  équation,  comme  j'ai  fait  sur 

B  _  ^ 

A         a  ' 
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T 

je  chasse  d'abord  le  dénominateur  de  y ,  ce  qui  donne 

r'b 

puis ,  chassant  le  facteur  /,  j'obtiens 

r b 

d'où  je  dois  conclure  que  les  restes  r  et  /  n'existent  pas;  car  s'ils 
existaient,  comme,  d'après  la  p.  41,  ils  seraient  plus  petits  que 
les  diviseurs  6  et  rt ,  on  voit,  d'après  l'équation ,  que  la  fraction 

b  r 

—  étant  égale  à  —  serait  susceptible  d'être  exprimée  en  termes 

plus  petits,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse,  puisqu'on  suppose  que 

b 

—  est  irréductible.  Il  est  donc  aussi  contre  l'hypothèse  que  les  di- 

.  .        B       A  ,        .  ,  ,    , 

Visions  -T-  et  —  lournissent  des  restes  r  et  r  ;  donc  ces  divisions  se 

font  sans  restes ,  et  l'on  a 

B  A 

-T-  =wet  —  =  %.  C.  1^.  F.  D. 

42.  Corollaire  I.  —  Une  fraction  réductible  a  toujours  quel- 
ques facteurs  communs  au  numérateur  et  au  dénominateur. 

En  effet,  on  a  vu  que,  si  —  est  réductible,  il  y  a  toujours  une 
fraction  irréductible  —  qui  lui  est  équivalente.  Or ,  on  vient  de 

Cl 

voir  que  dans  ce  cas  on  a  B  =  w&  et  A  =:  wa;  donc  les  deux  termes 
B  et  A  ont  n  pour  facteur  commun. 

Corollaire  IL  —  Une  fraction  qui  n'a  pas  de  facteur  commun 
à  ses  deux  termes  est  irréduclible;  car,  si  elle  était  réductible,  ses 
termes  auraient  des  facteurs  communs. 

45.  Proposition  III.  —  «  Quand  le  produit  ab  de  deux  nom- 
w  bres  entiers  a  et  b  est  divisible  par  un  nombre  c  qui  est  premier 
«  avec  b ,  je  dis  que  a  est  divisible  par  c.  » 
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En  effet,  soit  m  lo  (iiiolient  de  ni»  par  c,  de  sorte  qu'on  ait 

ab 

—  =  m- 
c 

je  chasse  le  dénominateur  c,  et  j'ai  ab  =  me;  d'où  je  chasse  les 
facteurs  b  et  m;  ce  qui  me  donne 

a  e 

m        6' 

c 
équation  où  -r-  est  irréductible,  puisque  c  et  b  sont  premiers  entre 

eux.  Donc,  d'après  la  proposition  précédente,  on  a 

a  =  ne , 

et  a  est  divisible  par  c.  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire  I.  —  Quand  un  nombre  premier  p  ne  divise  aucun 
des  facteurs  d'un  produit,  il  ne  divise  pas  ce  produit. 

Ceci  est  d'abord  certain  pour  deux  facteurs ,  a  qX  b,  puisque , 
d'après  ce  qui  précède,  ûp  divisait  ab ,  il  diviserait  au  moins  l'un 
des  facteurs  a  ou  b. 

En  second  lieu ,  cela  est  encore  vrai  pour  trois  facteurs  abc;  car 
ce  produit  peut  se  ramènera  celui  de  deux  facteurs,  l'un  ab  et 
l'autre  c.  D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  ab  n'est  pas  plus  di- 
visible que  c  ;  donc  p  ne  divisera  pas  non  plus  le  produit  «6c  de 
ces  deux  quantités. 

Corollaire  IL  —  Si  un  nombre  premier  p  divise  un  produit  de 
plusieurs  facteurs ,  il  faut  qu'il  divise  au  moins  l'un  de  ces  facteurs; 
car,  s'il  n'en  divisait  aucun,  il  ne  diviserait  pas  le  produit. 

Corollaire  III.  —  Quand  deux  produits  de  plusieurs  nombres 
premiers  sont  égaux ,  il  faut  que  ces  nombres  premiers  soient  égaux 
chacun  à  chacun.  Ainsi ,  les  nombres  premiers;?,  p',  p",  etc.,  don- 
nant le  produit  pp'p"...,  et  les  nombres  premiers  P,  P',  P",  etc., 
donnant  le  produit  PP'P"...,  si  l'on  suppose 

pp'p"...  =  ??'P"..., 
je  dis  que 

p  =  v,  p'  =  P',  ;/'  =  P",  etc. 
En  effet,  p  divisant  le  premier  membre  dejjp'p"...  =  PP'P"..., 
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divisera  le  second.  Ainsi,  PP'P"..,  est  divisible  par  p;  donc ^ 
divise  quelqu'un  des  facteurs  premiers  P,  P'  P",  etc.  Or,  deux 
nombres  premiers  ne  peuvent  être  divisés  l'un  par  l'autre,  s'ils  ne 
sont  égaux;  donc  p  est  égal  à  quelqu'un  des  facteurs  de  PP'P"..., 
égal,  par  exemple,  à  P  :  de  sorte  que  l'on  peut  écrire 

p  =  P. 

Après  cela,  supprimant  les  facteurs  égaux  p  et  P,  il  restera 
^/p".,.  =  p'p"...;  et,  avec  cette  équation,  on  prouvera,  par  un 
raisonnement  semblable  au  précédent,  que  p'  égale  quelqu'un  des 
facteurs  P',  P",  etc.,  tel  que  P',  par  exemple  :  de  sorte  que  l'on 
peut  écrire 

;/  =  P'. 

Ainsi  de  suite. 

Corollaire  IV.  —  On  peut  conclure  de  là  ce  sur  quoi  nous  nous 
sommes  appuyés  en  Arithmétique,  dans  la  proposition  du  n°  39, 
à  savoir  que,  par  tant  de  zéros  qu'on  voudra,  mis  à  la  suite  d'un 
nombre,  on  n'introduit  pas  dans  ce  nombre  d'autres  facteurs  pre- 
miers que  2  et  5.  En  effet,  mettons,  par  exemple,  des  zéros  à  la 
suite  du  nombre  3,  et  prenons  3000;  ce  résultat  égale  3.2.5.2.5.2.5; 
mais  quels  que  fussent  les  facteurs  premiers  p,  p',  etc.,  dans  lesquels 
on  pût  décomposer  3000  ,  on  aurait  3.2.5.2.5.2.5  =^  pp'p"p"'...  : 
d'où  l'on  tire,  par  le  corollaire  précédent,  p  =  3,  ^  :=  2,  y  =  5, 
2)'"  =  2,  etc.  Ainsi  les  facteurs  premiers  p,  p'...  de  3000  ne  peuvent 
être  que  3  avec  2  et  5. 

Corollaire  V.  —  On  voit  encore  par  le  même  corollaire  III  ci- 
dessus,  la  vérité  d'un  autre  principe  sur  lequel  nous  nous  sommes 
appuyés  dans  le  n°  33  et  dans  le  n**  39,  proposition  I,  à  savoir  que, 
pour  qu'un  nombre  N  divise  exactement  un  nombre  M ,  il  faut  que 
celui-ci  contienne  tous  les  facteurs  de  celui-là.  En  effet ,  si  nous 
appelons  L  le  quotient ,  nous  aurons  M  =  LN.  Or,  quand  on  a 
ainsi  deux  nombres  égaux  M  et  LN ,  il  faut  qu'ils  soient  composés 
des  mêmes  facteurs  premiers.  Donc  M  doit  contenir  tous  les  facteurs 
premiers  de  N. 

44.  Proposition  IV.  —  «  Quand  une  fraction  -r-  est  irréduc- 
«  tible,  sa  puissance  quelconque  -rnr  l'est  aussi.  » 
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,,     ,.,.  ,     fi"'         a. a. a...  .    a'"     ,    . 

LiieJlot,  -^  =:  .  Or,  SI  -rnr  «lînt  réductible,  ses 

deux  termes  auraient  au  moins  un  nombre  premier  p  pour  divi- 
seur commun.  Ainsi  j9  divisant  le  produit  U.b.b...  diviserait  (jucl- 
qu'un  de  ses  facteurs,  c'est-à-dire,  diviserait  b;  de  même  ;;  divi- 
sant le  produit  a. a. a.,,  diviserait  a;  donc  a  et  b  auraient  p  pour 

diviseur  commun,  et  -j-  serait  réductible ,  ce  qui  est  contre  l'hy- 
pothèse ;  donc  -r^-  est  aussi  irréductible  que  y. 

Corollaire.  —  Tout  nombre  entier  N  qui  n'a  pas  de  racine  en 
uombrc  entier,  n'en  a  pas  non  plus  eu  nombre  fractionnaire;  car 

si  la  fraction  irréductible  y- ,  je  suppose ,  pouvait  èlre  la  racine 

de  N,  on  aurait  donc  yr  =  N.  Ainsi  a-  serait  divisible  par  h\  et 

a^ 
donnerait  pour  quotient  N.  Les  deux  termes  de  la  fraction  -jr- 

auraient  donc  un  diviseur  commun  qui  serait  6%  et  cette  fraction 

-jT  serait  réductible,  ce  qui  est  impossible  d'après  ce  qui  précède. 

Donc  il  est  aussi  impossible  que  N  ait  une  racine  en  nombre  frac- 
tionnaire. 

Remarque. — Quoique  la  racine  d'un  nombre  entier,  qui  n'est 
pas  le  carré  exact  d'un  autre  nombre  entier,  n'existe  ni  parmi  les 
nombres  entiers  ni  parmi  les  nombres  fractionnaires ,  cependant 
on  peut,  comme  nous  le  verrons  bientôt ,  obtenir  des  nombres 
composés  d'unités  entières  et  de  parties  d'unité  qui  approchent 
autant  qu'on  le  voudra  de  représenter  la  racine  de  ce  nombre  en- 
tier. Ainsi,  la  valeur  exacte  de  l'expression  I/2,  par  exemple, 
n'existe  pas  en  nombre;  mais  on  peut  en  avoir  des  valeurs  aussi 
rapprochées  qu'on  voudra. 

45.  Définition.  —  On  donne  le  nom  de  nombre  incommensu- 
rable à  toute  expression  algébrique,  telle  que  1/^2,  dont  on  ne 
peut  avoir  la  valeur  exacte  en  nombre,  mais  dont  on  peut  avoir 
des  valeurs  numériques  aussi  approchées  qu'on  le  désire. 

Par  cette  dénomination  d'incommensurable,  ou  veut  dire  que 
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l'expression  dont  il  s'agit  n'a  pas  de  commune  mesure  avec  l'unité  ; 
ce  qui  est  vrai ,  puisqu'on  ne  peut  l'évaluer  exactement  ni  avec 
des  unités  ni  avec  des  parties  d'unité. 

Avant  de  passer  à  la  manière  d'extraire  la  racine  carrée  d'un 
nombre,  nous  allons  montrer  qu'à  la  seule  inspection  d'un  nombre 
entier  ou  peut  prévoir  combien  de  cbilires  d'unités  entières  aura 
la  racine  de  ce  nombre. 

46.  Proposition. —  "  La  racine  carrée  d'un  nombre  aura  au- 
»  tant  de  cbilires  d'unités  entières  que  ce  nombre  offre  de  trancbcs 
«  de  deux  cbiffres,  en  y  comprenant  toujours  la  dernière  tranche, 
«  bien  que  quelquefois  elle  n'ait  qu'un  chiffre.  » 

Par  exemple,  le  nombre  34.5918  aura  trois  cbiffres  d'unités 
entières  à  sa  racine,  parce  qu'en  le  partageant  en  tranches  de  denx 
chiffres  en  la  manière  suivante , 

34  I  59  I  18, 

on  en  trouve  trois.  De  même,  70815  aurait  aussi  trois  chiffres 
d'unités  entières  à  sa  racine,  parce  que  ce  nombre,  partagé  de  la 
manière  suivante  de  droite  à  gauche , 

7  I  08   i  15, 

offre  trois  tranches  en  y  comprenant  la  dernière  7,  quoiqu'elle  ne 
contienne  qu'un  chiffre. 
Pour  démontrer  cela ,  prenons  la  suite  des  termes  décuples 

1,      10  100  1000..., 

dont  les  carrés  sont  i,     loo,     loooo    loooooo... 

Tous  les  nombres  d'un  ou  deux  chiffres,  c'est-à-dire  d'une 
tranche,  sont  compris  entre  les  deux  premiers  termes  1  et  1 00  de 
la  seconde  ligne ,  et  leurs  racines  sont  comprises  entre  les  termes 
1  et  10  de  la  première  ligne;  or,  les  nombres  compris  entre  l  et 
10  n'ont  tous  qu'un  chiffre  :  donc  les  racines  carrées  des  nombres 
d'une  tranche  n'ont  toutes  qu'un  chiffre.  De  même,  tous  les  nom- 
bres de  trois  ou  quatre  chiffres,  c'est-à-dire,  de  deux  tranches, 
sont  compris  entre  les  termes  suivants,  loo  et  loooo  de  la 
deuxième  ligne,  et  leurs  racines  carrées  sont  comprises  entre 
les  termes  correspondants  lo  et  lOO  de  la  première  ligne;  or,  les 
nombres  con)pris  entre  10  et  100  sont  tous  de  deux  chiffres: 


ALGÈBRE.  159 

doue  les  racines  dos  nombres  de  deux  tranches  ont  deux  clullres. 
Par  un  raisonnement  semblable,  on  prouverait  que  les  nombres 
composés  de  trois  tranches  ont  trois  chilTres  à  leurs  racines.  Ainsi 
de  suite. 

Passons  à  préscut  à  la  règle  qu'il  faut  suivre  pour  trouver  les 
unités  entières  de  la  racine  carrée  dun  nombre  entier.  Cette  règle 
donnera  la  valeur  exacte  de  la  racine  du  nombre  proposé,  quand 
celui-ci  sera  vraiment  le  carré  du  nombre  entier;  mais,  dans  le 
cas  contraire,  elle  n'en  donnera  qu'une  valeur  approchée  à  moins 
dune  unité ,  c'est-à-dire  assez  approchée  pour  qu'il  ne  l'aille  pas 
même  lui  ajouter  une  unité  pour  la  compléter. 

47.  Règle  pour  extraire  la  racine  carrée  d'un  nombre. 

«Partagez  ce  nombre  en  tranches  de  deux  chiffres  à  partir  de  la 
«  droite,  de  manière  que  la  dernière  à  gauche  pourra  bien  necon- 
«  tenir  quelquefois  qu'un  chiffre;  tirez  un  trait  à  droite  de  votre 
«  nombre ,  comme  on  le  fait  à  droite  du  dividende  dans  la  divi- 
«  sion ,  et  réservez,  pour  la  racine  cherchée,  la  place  où  l'on  met 
«  le  diviseur  dans  la  division  \  cherchez  la  racine  de  la  première 
«  tjanche,  soit  exacte ,  soit  approchée  à  moins  d'une  unité  :  ce  sera 
«  le  premier  chiffre  de  la  racine  cherchée,  et  vous  le  mettrez  a  la 
«  place  réservée  à  cette  racine.  Faites  le  carré  de  ce  premier  chiffre, 
'<  et  soustrayez-le  de  la  première  tranche  \  à  côté  du  reste,  abaissez 
«la  tranche  suivante,  et,  du  nombre  total  qui  en  résultera, 
«  séparez  le  dernier  chiffre  à  droite  par  un  point,  et  considérez  tout 
«  le  reste  à  gauche  comme  un  dividende  ;  ensuite  prenez  pour  divi- 
«  seur  le  double  du  chiffre  déjà  trouvé  à  la  racine,  puis  divisez  ce 
«  dividende  par  ce  diviseur,  le  quotient  sera  le  second  chiffre  de  la 
«  racine,  et  vous  l'écrirez  à  la  place  qui  lui  est  réservée.  Hlaiute- 
«  nant ,  pour  éprouver  si  ce  chiffre  est  bon ,  placez -le  à  droite  de  la 
«  quantité  qui  vous  a  servi  de  diviseur ,  et  multipliez  le  nombre 
«  total  qui  en  résultera  par  ce  même  chiffre  :  le  produit  devra  être 
«  retranché  du  dividende,  après  toutefois  avoir  restitué  à  ce  divi- 
«  dende  le  chiffre  qu'on  en  avait  séparé  sur  la  droite.  Si  la  sous- 
«  traction  ne  pouvait  pas  se  faire,  il  faudrait  mettre  à  la  racine  un 
«  chiffre  plus  petit.  Quand  cette  soustraction  sera  faite,  il  faudra, 
«à  côté  du  reste,  abaisser  la  tranche  suivante,  et  recommencer, 
"  pour  trouver  le  troisième  chiffre  de  la  racine ,  des  opérations  pa- 
«  reilles  à  celles  qui  auront  donné  le  second  chiffre,  et  ainsi  de 
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«  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  toutes  les  tranches  du  nombre 
«  donné.  Si  le  dernier  reste  est  zéro,  alors  le  résultat  de  l'opération 
«  est  la  racine  exacte  du  nombre  donné  ;  mais  si  ce  dernier  reste  est 
«  un  nombre,  pour  lors  ce  résultat  n'est  simplement  que  la  valeur 
«  de  cette  racine  approchée  à  moins  d'une  unité.  » 

Avant  de  démontrer  cette  règle,  observons  d'abord  que,  quand 
un  nombre  n'a  pas  plus  de  deux  chiffres,  il  n'y  a  d'autre  moyen 
de  trouver  sa  racine  que  de  savoir  par  cœur  les  carrés  des  dix  pre- 
miers nombres , 

1,      2,      3,        4,      5,      G,      7,      8,      9,      10; 
lesquels  sont   l,     4,      9,      16,  25,   30,  49,   64,   81,    100. 

Alors,  si  le  nombre  donné  se  trouve  être  un  des  termes  de  la  se- 
conde ligne,  sa  racine  sera  le  terme  correspondant  de  la  ligne  supé- 
rieure; mais,  dans  le  cas  contraire,  en  cherchant  entre  quels  ter- 
mes de  la  seconde  de  nos  deux  suites  tombe  le  nombre  donné,  sa 
racine  sera  comprise  entre  les  deux  termes  correspondants  de  la 
suite  supérieure,  et  le  plus  petit  de  ces  termes  sera  la  valeur  appro- 
chée de  la  racine  à  moins  d'une  unité. 

Maintenant  démontrons  notre'règle.  Pour  cela  il  faut  étabhr  la 
proposition  suivante. 

48.  Proposition.  —  «  Le  carré  de  la  somme  de  deux  quantités 
«  est  égal  au  carré  de  la  première ,  plus  le  double  de  la  première 
«  multipHé  par  la  seconde,  plus  le  carré  de  la  seconde.  » 

En  effet ,  soient  a  et  b  ces  deux  quantités ,  et  faisons  le  carré  de 
«  +  6  en  multipliant 

a  -\-  b 
par  a  -{-  b 

a^  4-   ab 
4-    ab-i-  b^ 


Produit  a'-\-2ab-+-  b' 


Le  produit  de  cette  multiplication  est  le  carré  de  a  -\-b,  et  l'on 
voit,  par  ce  produit,  que  le  carré  dont  il  s'agit  se  compose  de  a% 
qui  est  bien  le  carré  de  la  première  quantité ,  plus  'lab,  qui  est  le 
double  2(1  de  cette  quantité  multipliée  par  la  seconde  ô,  plus  6%  qui 
est  le  carré  de  la  seconde.  C.  Q.  F.  D. 


ALGtUUE.  1(31 

Remarque.  —  Eq  multipliant 

a  —  b 
par  a  —  b 


ou  démontrerait  de  même  que  (  «  —  6)'  =  a' —  2(ib  -f-  6'. 

Corollaire  l.  —  En  appliquant  ceci  à  un  nombre  de  plus  d'un 
chilIVc,  lequel  est  toujours  la  somme  des  unités  représentées  par 
sou  dernier  chilïre  à  droite,  plus  les  dizaines  reprcsenléospar  tous 
les  autres  chilïres,  on  dira  que  : 

«  Le  carré  d'un  nombre  est  égal  au  carré  dos  dizaines,  plus  au 
«  double  de  ces  dizaines  multiplié  par  les  unités,  plus  cnfln  au  carré 
«  des  unités.  » 

Ainsi,  soit  le  nombre  2187  ;  ce  nombre  est  égal  à  218  dizaines, 
ou  2 1 80 ,  plus  7  unités ,  et  sou  carré  égale  le  carré  de  2 1 80 , 

c'est-à-dire        2180 
multiplié  par        2180 


174400 
218 
436 


ce  qui  donne    4752400 

plus  le  double  des  dizaines  2180,  multiplié  par  les  unités , 

c'est-à-dire         4360 
multiplié  par  7 


ce  qui  donne      30520 

plus  enfin  le  carré  des  unités  7,  lequel  est  49.  Ces  trois  résultats 
ajoutés  ensemble  donnent 

4752400 

30520 

49 


carré  total    4782969 

de  sorte  que  le  carré  de  2187  est  4782969. 

Corollaire  IL  —  On  peut  remarquer  que ,  dans  l'addition  que 

11 
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nous  venons  de  faire,  le  premier  nombre  4752400,  c'est-à-dire  le 
carré  des  dizaines  de  la  racine ,  n'entre  pour  rien  dans  les  deux 
derniers  chiffres  69  du  carré  total  ;  car  au-dessus  de  ces  deux  der- 
niers chiffres  69  ne  correspondent  que  les  deux  zéros  du  nombre 
4752400.  Cela  est  général,  et  la  raison  en  est  que  le  carré  des 
dizaines  est  toujours  un  nombre  de  centaines ,  puisque  le  carré  de 
10  est  100 ,  et  qu'ainsi  ce  carré  de  dizaines  ne  peut  se  trouver  que 
dans  les  centaines  du  carré  total ,  et  nullement  dans  les  deux  der- 
niers chiffres. 

Néanmoins,  on  voit  que  l'on  ne  peut  pas  dire  que  les  47829 
centaines  du  carré  total  ne  renferment  que  les  47524  centaines  re- 
présentant le  carré  des  dizaines  de  la  racine.  Ces  47829  centaines 
du  carré  total  renferment  encore  les  305  centaines  du  second  nom- 
bre de  notre  addition ,  c'est-à-dire  les  centaines  provenant  du  dou- 
ble des  dizaines  multiplié  par  les  unités. 

Corollaire  JII.  —  On  peut  encore  remarquer ,  dans  la  même 
addition,  que  le  second  nombre  30520,  c'est-à-dire  le  double  des 
dizaines  multiplié  par  les  unités  de  la  racine,  n'entre  pour  rien  dans 
le  dernier  chiffre  9  du  total  ;  car  au-dessus  de  ce  dernier  chiffre 
9  ne  correspond  que  le  zéro  à  droite  du  nombre  30520.  Cela 
est  général  ;  la  raison  en  est  que  le  produit  du  double  des  dizai- 
nes multiplié  par  les  unités  est  toujours  évidemment  un  nombre 
de  dizaines,  et  qu'ainsi  ce  produit  ne  peut  se  trouver  que  dans 
les  dizaines  du  total,  et  nullement  dans  son  dernier  chiffre  à  droite. 

Remarque.  —  Il  est  aisé  de  vériûer  que  le  carré  total  trouvé 
par  l'addition  précédente  est  bien  le  carré  de  2187.  En  effet, 


en  multipliant 

2187 

par 

2187 

15309 

17496 

2187 

4374 

on  trouve  4782969 


49.  Ceci  compris,  démontrons  notre  règle  de  l'extraction  de  la 
racine  carrée ,  d'abord  pour  un  nombre  de  deux  tranches  seule- 


I 
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ment,  tel  que  478.  Puisque  ce  nombre  a  deux  tranches,  il  faut  eu 
conclure  que  sa  racine  aura  deux  cliilTres,  l'un  des  dizaines  et  l'au- 
tre des  uuités.  Ce  nombre  478  renlerme  donc  trois  choses  -.  l"  le 
carré  des  dizaines  de  la  racine  ;  2"  le  double  de  ces  dizaines  mul- 
tiplié par  les  unités  ;  3"  le  carré  des  unités.  Or,  comme  on  l'a  dit  au 
corollaire  II  de  la  proposition  précédente,  la  première  de  ces  trois 
quantités  ne  peut  se  trouver  que  dans  les  centaines  de  478 ,  parce 
que  le  carré  d'un  nombre  de  dizaines  est  toujours  un  nombre  de 
centaines  :  je  sépare  donc  les  deux  derniers  chiffres  de  mou  nom- 
bre, et  je  ne  conserve  que  les  centaines  4.  On  peut  m'objecter  que, 
comme  je  ne  suis  pas  sur  que  ce  4  ne  contienne  que  le  carré  des  di- 
zaines cherchées,  alors,  en  tirant  la  racine  de  ce  4,  je  ne  suis  pas 
certain  d'avoir  ces  dizaines;  mais ,  quoiqu'on  ait  vu  au  corollaire 
cité  que  les  centaines  d'un  nombre  renferment  quelque  chose  en 
sus  du  carré  des  dizaines  de  sa  racine,  on  peut  être  néanmoins  sur 
d'avoir  ces  dizaines  en  tirant  la  racine  des  centaines  du  nombre , 
c'est-à-dii'e  ici  la  racine  de  4,  et  je  prétends  qu'on  n'a  pas  heu  de 
craindre  que  cette  racine  2  soit  trop  grande  ;  car,  si  2  était  trop 
fort,  ce  serait  donc  que  la  racine  de  47  8,  au  lieu  de  contenir  2  di- 
zaines ,  n'en  contiendrait  au  plus  que  1 ,  c'est-à-dire  que  cette  ra- 
cine de  478  ne  serait  autre  chose  que  1  dizaine  plus  quelques  uni- 
tés :  elle  serait  donc  comprise  entre  l  et  2  dizaines ,  c'est-à-dire 
entre  lO  et  20.  Donc  le  carré  de  cette  racine,  c'est-à-dire  478, 
serait  compris  entre  ceux  de  l  dizaine  et  2  dizaines,  et  serait,  par 
conséquent,  moindre  que  le  carré  de  2  dizaines  ;  ce  qui  est  absurde, 
puisque  ces  2  dizaines  ne  sont  la  racine  que  d'une  partie  de  478. 

On  peut  donc  être  sur  d'avoir  exactement  les  dizaines  de  la 
racine  de  478  en  tirant  la  racine  des  centaines.  Ainsi  je  place  2, 
qui  est  cette  racine,  à  côté  de  478,  comme  on  le  voit  ici  : 


4.78 
Premier  reste  07.8 
Deuxième  reste         37 


21 


41 

1 


Après  cela,  je  fais  le  carré  de  2,  et  je  le  soustrais  de  la  première 
tranche  4,  ce  qui  me  donne  o  pour  reste,  que  j'écris  au-dessous 
de  4;  puis,  abaissant  la  tranche  suivante  78,  j'ai  078,  ou  simple- 
ment 78 ,  qui  contient  encore  toutes  les  mêmes  choses  que  478, 

11. 
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hormis  le  carré  des  dizaines  2  qu'où  en  a  retranché ,  c'est-à-dire 
que  mou  reste  "8  contient  encore  i"  le  double  de  ces  2  dizaines 
multiplié  par  les  unités  de  la  raciue  cherchée ,  et  2"  le  carré  de 
ces  unités.  Or ,  la  première  de  ces  deux  choses,  étant  un  nombre  de 
dizaines,  ne  peut  entrer  pour  rien  daus  le  chiffre  8  des  unités  de 
78  :  c'est  ce  que  nous  avons  vu  sur  un  autre  exemple  dans  le  co- 
rollaire m  de  la  proposition  précédente.  Donc,  en  séparant  ce  8 
par  un  point ,  le  7  qui  restera  à  gauche  sera  la  seule  quantité  où 
puisse  se  trouver  le  double  de  nos  2  dizaines  ou  4  multiplié  par  les 
unités.  Ainsi  on  peut  considérer  7  comme  un  produit  dont  on  con- 
naît un  des  facteurs  4 ,  et  dont  on  demande  l'autre  facteur ,  qui 
sera  les  unités  cherchées.  Donc,  pour  avoir  celles-ci,  il  faut  diviser 
7  par  4  :  c'est  pourquoi  j'écris  le  diviseur  4,  comme  on  le  voit  sous 
2,  et  je  dis  :  en  7  combien  de  fois  4?  il  y  est  1  fois.  Mais  ce  chiffre 
1  peut  être  trop  fort,  parce  que  dans  7  se  trouve  non-seulement 
le  produit  des  4  dizaines,  que  nous  avons  prises  pour  diviseur, 
multipliées  par  les  unités  ;  mais  encore  les  dizaines  provenant  du 
carré  de  ces  unités;  il  faut  donc  avoir  un  moyen  de  vérifier  ce 
chiffre,  et  c'est  pour  cela  que,  conformément  à  la  règle,  après 
avoir  écrit  ce  chiffre  i  à  la  droite  du  diviseur  4,  on  multiplie  41 
par  1,  pour  voir  si  le  produit  pourra  se  retrancher  de  78.  En  effet, 
cette  multiplication  de  4i  par  i  forme  d'abord  le  carré  des  unités, 
puisqu'on  la  commence  par  dire  l  fois  1  ;  et  elle  forme  ensuite  le 
produit  du  double  4  des  dizaines  par  le  chiffre  l  des  unités,  puis- 
que l'on  dit  1  lois  4  donne  4.  Donc  la  multiplication  dont  il  s'agit 
reforme  toutes  les  choses  dont  se  compose  78  ;  donc,  si  le  chiffre 
trouvé  n'est  pas  trop  fort ,  le  produit  de  cette  multiplication  pourra 
se  soustraire  de  78.  C'est  aussi  ce  qui  arrive  ici ,  et  le  reste  de  cette 
soustraction  est  37. 

Remarque.  —  «  Le  reste  obtenu  ainsi  par  la  règle  de  l'extraction 
«  de  la  racine  carrée  est  le  même  que  si ,  après  avoir  fait  le  carré 
«  du  nombre  trouvé  à  la  racine ,  on  l'eût  soustrait  des  tranches  du 
«  nombre  proposé  sur  lesquelles  ou  a  opéré.  » 

Ainsi,  je  prétends  qu'on  eût  trouvé  37  si  on  eût  fait  le  carré  de 
21  et  qu'on  l'eût  soustrait  de  478.  En  effet,  pour  obtenir  37  ,  nous 
avons  fait  deux  soustractions  :  la  première  a  consisté  à  ôter  de  478 
le  carré  des  dizaines  2  de  21,  et  la  deuxième  a  consisté  à  ôter  du 
reste  de  cette  première  soustraction ,  1"  le  carré  des  unités  de  21, 
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et  2"  le  double  des  dizaines  multiplié  par  ces  uuités.  Donc,  en  dé- 
finitive, on  a  ôlé  de  41H  ,  i"  le  oanv  des  dizaines,  2°  le  carré  des 
unités,  et  :5"  le  double  des  dizaines  multiplié  par  les  unités  de  21, 
c'est-à-dire  qu'on  a  ôté  de  478  le  carré  complet  de  21. 

C.  Q.  F.  D. 
Prenons  maintenant  un  nombre  de  trois  tranches,  tel  que  47829, 
et  démontrons  notre  règle  sur  ce  nombre.  Ce  nombre  ayant  trois 
tranches,  je  prévois  que  sa  racine  aura  trois  chilTres  ;  mais  je  ne 
la  considère  pourtant  que  comme  composée  d'unités  par  son  chif- 
fre le  plus  à  droite,  et  de  dizaines  représentées  par  les  deux  autres 
chilïres  de  gauche.  Ainsi  47829  contiendra  encore,  i°  le  carré  des 
dizaines  représentées  par  ces  deux  chilTres,  2"  le  double  de  ces  di- 
zaines multiplié  par  le  chilTre  des  unités ,  et  3°  le  carré  de  ces 
unités.  Or,  comme  nous  l'avons  dit  au  corollaire  II  de  la  propo- 
sition précédente,  le  carré  des  dizaines,  étant  un  nombre  de  cen- 
taines, ue  peut  faire  partie  des  deux  derniers  chiffres  de  47829; 
ce  carré  de  dizaines  est  tout  entier  dans  47  8  :  on  trouvera  donc 
ces  dizaines  en  tirant,  comme  on  l'a  fait  ci-dessus,  la  racine  de 
478,  laquelle  nous  avons  vu  être  21  avec  un  reste  37  ;  et  l'on  dé- 
montrerait ici,  comme  dans  l'exemple  précédent,  qu'il  n'y  a  pas 
lieu  de  craindre  que  ces  2i  dizaines  soient  trop  fortes.  L'opéra- 
tion, au  reste,  se  dispose  comme  précédemment,  selon  qu'on  le 
voit  ici  : 

4.78.29 

Premier  reste    07.8 

Deuxième  reste     372.9 

305 

Maintenant,  pour  trouver  les  unités  de  la  racine,  j'abaisse  à  côté 
du  reste  37  la  troisième  tranche  29;  pour  lors  j'ai  3729,  qui  con- 
tient encore  toutes  les  mêmes  choses  que  47  829,  hormis  le  carré 
des  dizaines  21  qu'on  en  a  retranché,  c'est-à-dire  que  3729  contient 
encore,  i"  le  double  de  ces  21  dizaines  par  les  unités  de  la  racine 
cherchée ,  2"  le  carré  de  ces  unités.  Or,  la  première  de  ces  deux 
choses,  étant  un  nombre  de  dizaines,  ne  peut  entrer  pour  rien 
dans  le  dernier  chiffre  9  des  unités  de  3729.  Donc  ,  en  séparant  ce 
9  par  un  point,  372  qui  restera  à  gauche  sera  la  seule  quantité 
où  puisse  se  trouver  le  double  de  nos  21  dizaines,  ou  42,  mulli- 


218 

41 

428 

1 

8 
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plié  parles  unités.  Ainsi,  on  peut  considérer  372  comme  un  pro- 
duit dont  on  connaît  un  des  facteurs  42,  et  dont  on  demande 
l'autre  facteur,  qui  sera  les  unités  cherchées.  Donc,  pour  avoir 
celles-ci ,  il  faut  diviser  372  par  42.  C'est  pourquoi  j'écris  42  sous 
la  place  destinée  à  la  racine,  et  je  dis  :  en  372  combien  de  fois 
42  ?  Il  y  est  8  fois.  Mais  ce  chiffre  8  peut  être  trop  fort ,  parce  que 
dans  372  se  trouve  non-seulement  le  produit  des  42  dizaines  que 
nous  avons  prises  pour  diviseur  multipliées  par  les  unités,  mais  en- 
core les  dizaines  provenant  du  carré  des  unités  ;  et  c'est  pour  véri- 
fier ce  chiffre  8  qu'après  l'avoir  écrit  à  droite  du  diviseur  42,  on 
l'écrit  encore  au-dessous,  et  que  l'on  multiplie  428  par  8  pour  voir 
si  le  produit  pourra  se  retrancher  de  3729.  Il  serait ,  en  effet,  aisé 
de  voir ,  comme  dans  l'exemple  précédent,  que  cette  multiplication 
reforme  tout  ce  dont  se  compose  3729,  et  qu'ainsi,  si  le  chiffre  8 
n'est  pas  trop  fort ,  le  produit  qu'elle  donne  pourra  se  soustraire 
de  3729  :  c'est  aussi  ce  qui  arrive ,  et  le  reste  de  cette  soustraction 
est  305. 

Remarque.  —  On  verrait  ici,  comme  précédemment ,  que  le  reste 
305  est  le  même  que  celui  qu'on  eût  trouvé  si  on  eîit  fait  le  carré 
de  218,  et  qu'on  l'eût  soustrait  de  47829. 

Les  mêmes  raisonnements  pourraient  se  répéter  sur  un  nom- 
bre de  quatre  tranches,  comme  4782969,  par  exemple  ;  et  ainsi 
de  suite. 

50.  Proposition.  —  «  La  racine  obtenue  par  la  règle  précédente 
«  fournit,  à  moins  d'une  unité  près,  la  racine  du  nombre  entier 
«  proposé,  quand  ce  nombre  n'a  pas  de  racine  exacte.  » 

En  effet ,  dans  cette  règle ,  on  met  toujours  à  la  racine  le  plus 
grand  chiffre  possible ,  au  point  que ,  si  on  augmentait  seulement 
d'une  unité  cette  racine ,  on  ne  pourrait  faire  la  dernière  soustrac- 
tion que  prescrit  la  règle  :  or,  les  soustractions  prescrites  par  cette 
règle  reviennent,  comme  on  l'a  montré,  à  celle  du  carré  du  nom- 
bre trouvé  à  la  racine,  ôté  du  nombre  proposé  ;  donc,  si  on  aug- 
mentait cette  racine  seulement  d'une  unité ,  elle  serait  trop  forte, 
puisque  son  carré  surpasserait  le  nombre  proposé.     C.  Q.  F.  B, 

Après  avoir  ainsi  donné  le  moyen  de  trouver,  à  moins  d'une 
unité  près,  la  racine  carrée  d'un  nombre  qui  n'est  le  carré  d'aucun 
nombre  entier ,  donnons  le  moyen  de  trouver  la  valeur  de  cette 
racine  approchée  à  moins  de  telle  unité  décimale  qu'on  voudra ,  si 
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petite  qu'elle  soit,  c'est-à-dirc  de  trouver  une  valeur  tellement  ap- 
prochée, qu'il  ne  faudrait  pas  seulement  lui  ajouter  cette  unité  dé- 
cimale pour  la  compléter. 

i>l.  Règle  pour  approcher  de  la  valeur  de  la  racine  d'un 
nombre  entier.  —  «  î\lettcz  à  la  suite  du  uombrc  euticr  donné  deux 
«  l'ois  autant  de  zéros  que  vous  voulez  de  diitïres  décimaux  ,  tirez, 
«  au  moyen  de  la  règle  précédente ,  la  racine  du  nombre  ainsi 
«  préparé;  enfin,  séparez  par  une  virgule,  sur  la  droite  de  la  ra- 
«  cine  ainsi  trouvée ,  autant  de  chilires  décimaux  que  vous  en 
«  vouliez ,  le  résultat  ainsi  obtenu  sera  la  racine  demandée.  » 

Ainsi,  on  demande  la  racine  de  3,  par  exemple,  à  moins  de 
1  millième,  ce  qui  revient  à  demander  les  trois  premières  décima- 
les de  la  racine  de  3;  car,  pour  des  millièmes,  il  faut,  comme  on 
sait,  trois  chiffres  décimaux. 

Je  place  donc  six  zéros  à  la  droite  de  3 ,  et  je  tire  la  racine  de 
3000000  en  la  manière  suivante  : 


3.00.00.00 

1732 

20.0 

27  343 

3462 

110.0 

7    3 

2 

710.0 

17  6 

Je  sépare  trois  chiffres  décimaux  dans  le  résultat  17  32,  et  je  pré- 
tends que  1,732  est  la  valeur  de  ]/"  ^  à  moins  de  l  millième, 
c'est-à-dire,  qu'en  prenant  i  millième  de  plus  l'on  aurait 

l/'T<  1,733. 

En  effet,  on  a,  par  ce  qui  a  été  démontré,  3000000<(1733)*; 
or,  3000000  est  la  même  chose  que  3  X  (l000)^  Ainsi  nous 
avons 

3  X  (1000)'<(1733)^ 

Mais  il  est  évident  qu'on  peut  ici,  comme  dans  les  équations, 
faire  passer  le  facteur  (looo)'  en  diviseur  dans  le  second  membre  : 

(1733)^ 

ainsi  3  <  .       .,.  Or,  ce  second  membre  est  la  même  chose  que 

/l733\' 

lïôôôj  ^"  {hnz)\  [Voy,  p.  148.)  Donc 

3  <  (1,733)'. 
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Ainsi  3  est  pins  petit  que  le  carré  de  1,733,  et  par  conséquent 
l^Test  plus  petit  que  1,733.  C.   Q.  F.  D. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  nous  occuper  de  la  racine  des  nom- 
bres fractionnaires  ;  commençons  par  les  nombres  décimaux. 

52.  Règle  pour  extraire  la  racine  carrée  d'un  nombre  déci- 
mal. —  «  Commencez  par  mettre  à  la  suite  de  ce  nombre  autant 
«  de  zéros  qu'il  en  faut  pour  que  le  nombre  de  ses  chiffres  déci- 
«  maux  soit  le  double  de  ceux  que  vous  voulez  avoir  à  la  racine  ; 
«  puis  supprimant  la  virgule ,  extrayez  la  racine  du  résultat  par  la 
«  règle  ordinaire  ;  enfin  ,  séparez  par  une  virgule  autant  de  chiffres 
«  décimaux  que  vous  en  vouliez,  le  résultat  ainsi  obtenu  sera  la  ra- 
«  cine  demandée.  » 

La  démonstration  est  la  même  que  la  précédente.  Ainsi,  que  ron 
demande,  par  exemple,  la  racine  de  1,5  à  un  centième  près,  je 
mets  trois  zéros  à  sa  suite ,  et  je  tire  la  racine  de  15000  en  la  ma- 
nière suivante  : 


1.50.00 

05.0 
600 
116 


122 


22      242 
2  2 


et  je  dis  que  1,22  est  la  racine  de  1,5  <à  un  centième  près ,  c'est-à- 
dire 

l^TTs  <  1,23. 

En  effet,  on  a,  par  ce  qui  a  été  démontré,  15000  <  (J23)%  ou 
1,5  X  10000  <  (123)%  ou  enfin 

1,5  (100)'  <(123)^ 

d'où  l'on  conclura,  en  faisant  passer  (loo)'  au  second  membre 
comme  diviseur 

CI23V  /123\* 

'>'  <  (W  ''^  '''  '^  VTToj  '  ^«  «'^  <  (l'23r. 

Ainsi,  1,5  est  plus  petit  que  le  carré  de  1,23,  etpar  conséquent 
1,23  est  plus  grand  que  la  racine  de  1,5.  C.  Q.  F.  D. 

55.  Extraction  de  la  racine  des  fractions.  —  Ce  qu'il  y  a  de 
plus  simple ,  est  de  convertir  ces  fractions  en  décimales  par  la 
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règle  que  nous  avons  \uc  en  arithmétique,  en  calculant  au  quo- 
tient du  numérateur  par  lo  dénominateur  deux  fois  plus  de  déci- 
males (ju'tJn  en  veut  à  la  racine.  La  valeur  décimale  de  la  fraction 
donnée  étant  calculée,  on  lui  appliquera  la  régie  précédente,  et 
l'on  aura  la  racine  de  cette  fraction. 

Ainsi,  pour  avoir  la  racine  de  ^  à  un  centième  près,  on  calcu- 
lera sa  valeur  décimale  avec  quatre  décimales,  que  nous  avons 
trouvée  eu  arithmétique  (p.  48),  être  égale  à  0,428'.  ;  ensuite,  on 
tirera  la  racine  de  4i>85  en  cette  manière  : 


42.85 

68.5 

60 


65 


125 


et  j'ai  0,05  pour  la  racine  de  f ,  à  un  centième  près. 

Lorsijue  les  deux  termes  de  la  fraction  donnée  sont  chacun  le 
carré  d'un  nombre  entier,  on  peut  tirer  la  racine  de  cette  fraction 
en  tirant  la  racine  de  ces  deux  termes.  Ainsi ,  je  dis  que  la  racine 
de  I  est  f ,  2  et  3  étant  les  racines  de  4  et  9.  Prouver  la  vérité  de 
cela  revient  à  montrer  qu'en  élevant  f  au  carré,  on  reproduira  ^; 
or,  cela  est  certain;  car  ou  a  vu  (p.  148),  que,  pour  élever  §  au 
carré,  il  fallait  carrer  2,  ce  qui  redonnera  4,  et  carrer  3,  ce  qui 
redonnera  9,  et  refera  ainsi  f.  Mais,  quand  les  deux  termes  d'une 
fraction  ne  sont  les  carrés  d'aucun  nombre  entier,  comme  | ,  pour 
que  ce  raisonnement  prouvât  que 

,  /s  _  1/5 

il  faudrait  qu'on  eût  établi  que,  pour  carrer  une  fraction  à  termes 
incommensurables ,  comme  — - ,  il  suffit  de  carrer  chacun  de  ses 

termes,  ou ,  ce  qui  revient  au  même,  il  faudrait  avoir  prouvé  que, 
pour  faire  le  produit  de  deux  fractions  incommensurables,  telles  que 

— —  et  — = ,  il  faudrait  multiplier  les  numérateurs  entre  eux  et 

les  dénominateurs  entre  eux.  Or,  c'est  ce  que  nous  n'avons  pas  en- 
core fait  ;  nous  allons  le  faire  dans  la  proposition  suivante. 
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54.  Proposition.  —  «  Je  dis  que  -y-  x  yr  =  -j-p'  daus  le  cas 

«  même  où  les  termes  de  ces  deux  fractions  seraient  incommensu- 

«  râbles (1).  » 

En  effet,  représentons  par  a,  p,  et  a',  p',  des  nombres  com- 

mensurables  qui  soient  des  valeurs  approchées  de  a,  b,  a'  et  b' . 

,        „ ,     Tpp,  1     *  a'        IX  a'         - 

Ensuite  appelons  d  la  différence  de  -r-  X  -rr  a  -r-  X  -^  ,    de 

manière  que -^  X  4-  ==  -r-  X  -rr—f^';  enfin,  prenons  de  même 

aa'  aa! 

-TT^r  =  -rrr  —  d  .  Nous  aurons  donc 

pp  bb 

a        d  ad 

^Xy  —  d  —  -^^  d  ; 

a         a'         aa'  .  .    ,  ,         .  , 

car  g  X  -g7  =  -(TÔT  :  maintenant,  si  dans  cette  équation  on  né- 
glige d'  et  d"j  on  aura 

a        a'  ad 

b^  ¥  ~  W' 

Remarque  I.  —  Si  l'on  fait  difficulté  d'admettre  que  cette  équa- 
tion est  exacte,  on  admettra  au  moins  que  son  erreur,  c'est-à-dire, 

,  .  ,   a       d 

la  différence  que  je  représente  par  e  entre  les  quantités  r  X  r?   et 

ciof 

-jjr,  sera  d'autant  plus  petite  que  les  quantités  d'  et  d",  qu'on  a 

négligées,  seront  elles-mêmes  plus  petites.  Or,  comme  on  peut 
supposer  les  nombres  a,  a',  p,  p',  aussi  approchants  qu'on  voudra 
de  a,  d,  b,  b',  il  s'ensuit  que  rien  ne  limite  la  petitesse  qu'on  peut 
supposer  aux  quantités  d'  et  d"  ;  donc  pareillement  la  petitesse  de 
l'erreur  e  de  l'équation  précédente  est  au  delà  de  toute  Umite. 

Mais  les  quantités  ^  X  tt  et  -^  étant  fixes  et  nullement  varia- 


(1)  Ce  serait  ici  le  cas  de  définir  la  multiplication  lorsque  les  facteurs  sont  in- 
commensurables ;  mais  comme  cette  définition  se  trouve  n°  7 1 ,  nous  y  renwyons 
le  lecteur. 
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hles,  conimo  d'  et  d"  qui  varient  t\  mesure  qu'on  pousse  plus  loin 
le  calcul  de  a,  «',  ^,  [J',  il  faut  que  la  (lillérence  e  de  ces  quantités 
soit  pareillement  fixe  et  indépendante  du  degré  d'approximation 
jusqu'où  on  a  été.  C'est  donc  actuellement  même ,  et  indépendam- 
ment de  toute  prolongation  du  calcul  de  a,  «',  p,  fi',  que  la  diffé- 
rence e  est  au-dessous  de  toute  quantité  si  petite  qu'elle  soit.  Or, 
il  n'y  a  que  zéro  qui  soit  ainsi  au-dessous  de  toute  quantité;  donc 

,    ,.,.,-,  1    «       «'    ^  eut!     ^    ,       ,        a       a'       aa' 

la  dillérence  e  de  r  X  t?   à  ttt  est  zéro,  donc  y  X  t>  =  -rrr- 

0  0  00  0  0  00 

C.  Q.  F.  D. 

Eemarque  II. — Toutes  les  règles  de  calcul  et  tous  les  théo- 
rèmes que  l'on  peut  établir  sur  les  nombres  commensurables 
peuvent,  par  un  raisonnement  semblable  au  précédent,  s'étendre 
aux  nombres  incommensurables.  Ainsi,  sans  répéter  ce  raisonne- 
ment, nous  regarderons  toujours  comme  vrai,  pour  les  nombres 
incommensurables ,  ce  que  nous  aurons  établi  pour  les  nombres 
commensurables.  Quoique,  par  exemple,  nous  n'ayons  pas  dé- 
montré, pour  des  facteurs  incommensurables,  que  l'on  peut  en 
changer  l'ordre,  nous  regarderons  néanmoins  cette  vérité  comme 
certaine  pour  le  cas  des  facteurs  incommensurables. 

Remarque  III.  —  Notre  proposition  ne  souffrant  plus  à  présent 
d'exception ,  nous  pouvons  donc  regarder  comme  générale  la  con- 
séquence que  nous  avons  tirée,  n"  37,  corollaire  II,  à  savoir,  que, 
pour  élever  une  fraction  au  carré,  il  faut  carrer  chacun  de  ses 
termes,  et  qu'ainsi,  pour  tirer  la  racine  d'une  fraction,  il  faut 
tirer  celle  de  chacun  de  ses  termes;  de  sorte  qu'on  a  toujours 


V\= 


b       \/h 


et  môme  en  général 


V\ 


'a V^a 

Remarque  IV.  —  On  verrait  de  même  que  l'on  a 

K  a.ô.c,  etc.  =  \yiL.\yb.\yc ,  etc. 
pourvu  que,  d'après  la  deuxième  remarque  ci-dessus,  on  admette, 
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pour  le  cas  de  facteurs  incommensurables,  tels  que  peuvent  être 
V^a,  \yb,  etc.,  la  règle  établie  dans  le  corollaire  3°  de  la  p.  148. 
En  effet,  d'après  celte  règle,  pour  élever  le  produit  i^a.  1^6, etc., 
à  la  puissance  n,  il  faut  y  élever  chacun  de  ses  facteurs ,  ce  qui  se 
réduit  à  supprimer  le  radical  de  chacun  d'eux  et  donne  a.b... 

Donc  IX a.  Ix  6,  etc.,  est  bien  la  racine  w'^™"  de  ab,  etc.,  et  l'on  a 
bien  l'équation 

V^a  V^b.  etc.  =  \ya.b.c.  etc.       C.  Q.  F.  D. 

Maintenant,  on  est  en  état  de  résoudre,  dans  tous  les  cas,  les 
équations  incomplètes  du  second  degré  ;  nous  allons  donc  passer 
aux  équations  complètes. 

5S.  Équations  complètes.  —  Ces  équations  sont  celles  qui  ren- 
ferment trois  sortes  de  termes,  les  uns  contenant  x\  les  autres  ne 
contenant  que  r,  et  les  troisièmes  ne  contenant  aucune  inconnue. 
Elles  sont  réductibles  à  la  forme 

ax''  -h  bx  =  c; 

car  on  peut  faire  passer  dans  le  second  membre  tous  les  termes 
ne  contenant  aucune  inconnue  après  avoir  transporté  tous  les  au- 
tres dans  le  premier  membre,  et  représenter  par  c  la  somme  de 
tous  ces  termes  sans  inconnues;  ensuite,  ou  peut  réunir  tous  les 
termes  qui  contiennent  x'  eu  un  seul,  et  le  représenter  par  ax'; 
enfin ,  on  peut  réunir  aussi  tous  les  termes  qui  contiennent  x  en 
un  autre  que  l'on  représentera  par  bx  :  sur  quoi  il  faut  observer 
que  les  lettres  a,  b  et  c  représentent  les  valeurs  numériques  des 
termes  de  notre  équation ,  eu  y  comprenant  les  signes  de  ces  ter- 
mes ;  de  sorte  que  chacune  de  ces  lettres  peut  représenter  un  nom- 
bre négatif  aussi  bien  qu'un  nombre  positif. 

On  peut  encore  simplifier  l'équation  précédente  en  chassant  le 
facteur  a  du  premier  terme  ;  ce  qui  donne 


ou  bien 


b  c 

x'^  A. ^  =  — 

a  a 


mx  =  n, 
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eu  représentant    -  par  m  et  —  par  n;  et  c'est  l'équation  réduite 

sous  cette  l'orme  que  nous  allons  entreprendre  de  résoudre. 

Pour  cela,  j'ajoute  à  ses  deux  membres  — ,  c'est-à-dire  le  carré 

de  la  moitié  du  coolûcient  m  du  terme  7nx.  Cela  uc  détruira  pas 
l'équation  ;  mais  par  là  il  arrivera  que  dans  le  résultat,  à  savoir, 

x^  H-  mjc  -\ — -  r=  w  H — -> 

4  4 

le  premier  memijre  sera  le  carré  parfait  du  binôme  —  -\-  x.  En 
effet,  le  carré  d'un  pareil  binôme  doit  se  composer,  i"  de  — -,  carré 

4 
I  ■  Wl  .„.,..  ,     ,,,  • 

du  premier  terme  — ,  ce  qui  lait  le  troisième  terme  de  I  équation 

précédente;  2°  du  double  du  premier  —multiplié  par  le  second  x: 

m 
or,  le  double  de  —  est  m,  et  en  multipliant  par  x,  cela  donne  mx, 

c'est-à-dire  le  second  terme  de  l'équation  précédente;  3"  enfin,  de 
x\  carré  du  second  terme  x ,  ce  qui  l'ait  le  premier  terme  de  la 
même  équation  précédente,  et  complète  son  premier  membre.  On 

peut  donc  mettre  [^  •i-~^)   ^  'a  place  de  ce  premier  membre,  et 

l'on  aura 

m\'  m' 


Mais  l'équation  subsistera  évidemment  toujours  si  nous  tirons  la 
racine  carrée  de  ses  deux  membr 
la  racine  du  premier  membre ,  et 


m 
racine  carrée  de  ses  deux  membres;  ce  qui  donnera  «i'  H-  -^  pour 


v/ 


7n^ 
n-1-  — 


pour  celle  du  second  membre.  Nous  aurons  donc 
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m        .    .  /         w,^ 

où  uous  avoDs  donné  le  double  signe  ±  au  radical  par  la  même 
raison  qu'à  la  p.  150.  De  là  on  tire  pour  x  deux  valeurs,  qui  sont  : 
l'une 


et  l'autre 


m      .   /      ,   m'^ 
=  —  --  —  V/  n-{-—-. 
2        ^  4 


On  les  écrit  ordinairement  toutes  deux  en  une  seule  formule ,  de 
la  manière  suivante  : 


œ 


9  —  y         '   j 


Ainsi,  pour  trouver  la  valeur  de  x  dans  une  équation  complète 
du  second  degré  quand  elle  est  réduite  à  la  forme  ^'  -|-  mx  =  n, 
il  faut  donc  observer  la  règle  suivante  : 

«  L'inconnue  x  d'une  équation  complète  du  second  degré  est 
«  égale  à  la  moitié  du  coefGcient  du  terme  du  premier  degré  pris 
««  en  signe  contraire ,  plus  ou  moins  la  racine  du  carré  de  cette 
«  moitié  ,  augmenté  du  second  membre  de  l'équation.  » 

Prenons  pour  exemple  le  problème  suivant  : 

56.  Problème.  —  «  Des  jeunes  gens  louent  une  voiture  pour 
«  175  fr.  ;  arrivés  au  terme  de  leur  voyage,  deux  d'entre  eux  s'é- 
«  chappent  sans  payer ,  et  augmentent,  par  leur  fuite,  de  lo  fr.  ce 
«  que  chacun  de  leurs  compagnons  avait  à  payer  auparavant.  On 
«  demande  combien  il  y  avait  de  voyageurs  en  tout  ?  » 

Appelons  x  le  nombre  des  voyageurs  :  il  est  clair  que  chacun 

175 

avait  à  payer  d'abord ;  mais ,  après  que  deux  d'entre  eux  se 

sont  échappés ,  il  n'en  reste  plus  que  x  —  2  pour  acquitter  les 

175 

X — 2 


175 

175  fr.  Donc  alors  chacun  devra  donner ;  et  puisque  cette 


•  <     175   , 
somme  surpasse  la  première  —  de  lo,  on  aura  1  équation 

X 
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175  175 


X  —  2  X 


10. 


Je  la  simpliGe  en  divisant  chacun  de  ses  termes  par  5,  ce  qui  donne 

35  35 

= 1-  2  • 

X  —  2  X  ' 

ensuite  je  chasse  les  dénominateurs,  et  j'ai 

35a;  =  35  (a;  —  2)  +  2  (a;  —  2)  x. 

Si  on  réduit  cette  équation  à  n'avoir  plus  que  des  termes  simples, 
en  effectuant  les  multiplications  indiquées  par  les  parenthèses ,  on 
aura 

35jf  =  35a;  —  70  +  •2x^  —  4x , 

qui  se  réduit  à 

0  =  —  70  +  2a;^  —  4a;, 

ou  bien  à 

0  =  —  35  + a;^  — 2a;, 

en  divisant  tous  les  termes  par  2 ,  ou  enfin  à 
X''  —  2a;  =35; 

en  appliquant  à  cette  dernière  équation  la  règle  ci-dessus,  on 
trouve 

a;  =  1  ±  1/1+35, 


ou 
ou 
c'est-à-dire 


a;  =  l  ±»/36, 

a;=:l  ±6, 

a;  =  7  ou  a;  =  —  5. 


La  dernière  valeur  a;  =  —  5  ne  peut  convenir  au  problème , 
car  un  nombre  négatif  de  voyageurs  n'a  aucun  sens.  On  ne  peut 
pas  même  chercher  si  la  valeur  a;  =  5  pourrait  convenir  au  cas 
dans  lequel  on  prendrait  l'inconnue  dans  une  acception  opposée 
à  celle  qu'elle  avait  d'abord  ,  parce  qu'un  nombre  de  voyageurs 
n'est  pas  susceptible  d'être  pris  dans  deux  acceptions  opposées.  Si 
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on  voulait  modilier  le  problème  de  manière  à  ce  que  la  solutiou 
x^=  b  lui  convint ,  ce  serait  le  nombre  des  deux  jeunes  geos  qui 
se  sont  échappés  qu'il  faudrait  prendre  en  sens  contraire  en  la  ma- 
nière suivante  : 

«  Des  voyageurs  louent  une  voiture  pour  175  francs  ;  ils  ren- 
«  contrent  en  route  deux  personnes  qu'ils  y  admettent,  à  condition 
«  qu'elles  payeront  comme  eux  :  alors  chaque  voyageur  paye  10 
«  francs  de  moins  qu'auparavant;  combien  y  avait-il  de  voya- 
«  geurs  ?  " 

Le  lecteur  pourra  résoudre  ce  problème  comme  le  précédent,  et 
il  trouvera,  pour  le  nombre  x  des  premiers  voyageurs, 

x-=-  b  ow  X  =.  —  7. 

Remarque.  —  La  découverte,  inattendue  pour  les  commençants, 
de  deux  valeurs  pour  une  même  inconnue  x  d'une  équation  du  se- 
cond degré,  leur  fait  quelquefois  naître  l'idée  qu'il  pourrait  bien 
y  en  avoir  encore  un  nombre  plus  considérable  ;  mais  il  est  aisé  de 
démontrer  qu'une  équation  du  second  degré  ne  peut  avoir  plus  de 
deux  racines.  Pour  cela,  il  faut  d'abord  établir  la  proposition  sui- 
vante. 

61.  Proposition.  —  *  '<  Lorsqu'on  fait  passer  tous  les  termes 

*  «  d'une  équation  du  second  degré  dans  le  premier  membre,  au- 

*  «  quel  cas  le  second  est  alors  zéro ,  je  dis  que  ce  premier  membre 

*  «  est  égal  au  produit  de  deux  binômes  égaux ,  l'un  à  x  moins  la 

*  «  première  des  racines  obtenues  par  la  règle  précédente;  et  l'autre 
''^  «  à  X  moins  la  seconde  de  ce§  racines.  » 

*  Ainsi  dans  l'équation  x""  H-  mx  —  ;i  =  o ,  dont  les  deux  ra- 


cines sont 

—  m 


+ 


V  n+  - 


2 

pour  la  première,  et 

—  m        .  /  ïîiF 
V  n  +  -- 


2 


pour  la  deuxième,  je  dis  que  le  premier  membre  x^  -\-  mx —  n 
est  égal  à 

(m        .  /         wi^\      /  rn        .  /         m-\ 
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*  Eq  eiïet,  la  première  de  ces  deux  parcuthôscs  nous  olTre  la  dif- 
férence des  quantités 


a;  4-  —  et  V  w  +  — , 

*  tandis  que  la  seconde  nous  olTre  la  somme  dos  mômes  quantités. 

*  Oi',  nous  démouUoious  tout  a  l'heuic  que  la  sonmio  de  deux 

*  quaulités,  multipliée  par  leur  dil'lércnce,  donne  la  dilTcrence  de 

*  leurs  carrés  :  ainsi,  le  produit  de  nos  deux  parenthèses  ci-dessus 

*  donne  le  carre  de  x  ■+■  —,  c'est-à-dire  (  x'  -H  —  j  ,  moins  le 

*  carré  de 


*  c'est-à-dire  ,n-\-~-,àQ  sorte  qu'on  a 

^■^-^)-^^-~' 
*  De  plus ,  on  peut  mettre  x"  -\-  mx  -i-  -—  à  la  place  de 

a;  -i-  —  j  ,  d'après  la  proposition  de  la  p.  I60.  Le  second  mem- 

*  bre  de  ce  résultat  devient  ainsi 

x""  4-  'inx  4-  —-  —  n  —  —r, 
4  4 

*  c'est-à-dire,  x^  -\-  mx  —  n;  donc 

=  x^-\-  mx  —  n.  C.  Q.  F.  D. 

58.  Proposition.  —  *  «  Une  équation  du  second  degré  ne  peut 

12 
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*  «  être  satisfaite  que  par  les  deux  racines  que  donne  notre  règle.  » 

*  En  effet,  soient  a  et  b  les  deux  racines  que  donne  celte  règle 

*  pour  l'équation  proposée,  que  je  représente  par 

x^  -\-  mx  *—  %  =  0. 

*  D'après  ce  qui  précède,  cette  équation  revient  à 

[x  —  a)[x  —  6)  =  G. 

*  Or,  il  est  bien  clair  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  manière  pour  annuler 

*  un  produit  que  d'annuler  l'un  ou  l'autre  de  ses  facteurs  ;  il  n'y 
*aura  donc  pas  d'autre  moyen,  pour  satisfaire  à  l'équation  ci- 

*  dessus,  que  de  poser, 

ou  bien  x  —  a  =  0, 
ou  bien  x  —  6  =  0, 

*  c'est-à-dire  a;  =  «  ou  ^  =  6.  C.  Q.  F.  D. 

Démontrons  à  présent  la  proposition  suivante,  sur  laquelle  nous 
nous  sommes  appuyés. 

o9.  Proposition.  —  «  Le  produit  de  la  somme  de  deux  quau- 
'v-tités  par  leur  différence  est  égal  à  la  différence  de  leurs  carrés.  » 

Ainsi  soient  a  et  b  deux  quantités ,  je  dis  que 

(a  4-  6)  (a  —  6)  =  if-  —  b\ 
En  effet ,  on  n'a  qu'à  multiplier 


par     a  —  b 

ce  +  ba 
—  ab- 

-b^ 

et  on  trouvera     «^  —  6^ 

C.  Q.  F.  D. 

*  Nous  devrions  passer  à  présent  aux  équations  de  degrés  plus 

*  élevés  que  le  second  ,  et  nous  verrions  qu'eu  général  une  équa- 

*  tion  admet  autant  de  racines  a,  b,  c,  d...  qu'il  y  a  d'unités  dans 

*  son  degré ,  et  que  toujours  l'équation  peut  se  remplacer  par 

[x  —  a)  {x  —  b)  {x  —  c){x—  d)...  =  0. 

*  Mais  nous  nous  ne  proposons  pas  de  prolonger  davantage  ce  petit 
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*  traité  d'algèbre;  seulement,  avant  de  passer  à  la  géomrtric,  nous 

*  allons  traiter  encore  trois  questions  par  forme  de  supplément  au 

*  présent  traité.  La  première  sera  celle  du  binôme  de  iSewton, 

*  parce  qu'elle  renferme  plusieurs  choses ,  surttjut  relativement  aux 

*  combinaisons ,  intéressantes  à  connaître  ;  la  seconde  sera  celle 

*  des  logarithmes,  parce  que  nous  eu  aurons  besoin  en  trigono- 
*mctrie;  et  enliu  la  troisième,  celle  des  proportions  et  progres- 

*  siens,  parce  que  l'on  en  a  besoin  à  tout  moment,  mais  surtout  en 

*  géométrie  et  en  trigonométrie. 

BINÔME  DE  NEWTON. 

00.  *  On  appelle  ainsi  la  formule  qui  donne  la  valeur  de  la 

*  puissance  quelconque  d'un  binôme,  tel  que  x  -{-a;  cette  l'or- 

*  mule  est 


mini  —  1) 

{x  +  a  )'"  =  A'"  +  max^"-^  H ^-— - — ' 


m  (m — i)(m  —  2) 

*  Pour  arriver  à  cette  valeur ,  nous  allons  d'abord  chercher  celle 

*  du  produit  d'un  nombre  quelconque  de  binômes ,  tels  que 

{x-\-a){x-\-h)  [x-\-  c),  etc., 

*  parce  qu'ensuite ,  en  prenant  le  cas  oîi  toutes  les  lettres  b,  c, 

*  d,  etc.,  seraient  égales  à  a,  ce  produit  sera  égal  à 

{x  -{-  a)  {x  +  a)  {x  -\-aj... 

*  c'est-à-dire  à  (j?  +  «]"' ,  en  représentant  par  m  le  nombre  de  tous 

*  ces  binômes. 

*  L'avantage  que  nous  trouvons  à  étudier  le  produit  de  plusieurs 

*  binômes  différents,  x  -\-  a,  x  -^  0,  etc.,  préférablement  à  celui 

*  de  plusieurs  binômes  égaux,  x-\-  a,  x-{-  a,  etc. ,  c'est  que ,  en 

*  multipliant  ces  derniers  les  uns  parles  aiitres,  il  se  fait  entre  les 

*  termes  semblables  des  réductions  qui  masquent  la  manière,  ou, 

*  comme  on  dit ,    la  loi  suivant  laquelle  se  forment  les  divers 

*  termes   du  produit ,  ce  qui  n'aura  pas  lieu  avec  les  quantités 

12. 
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*  x-ha,  x-\-à,  elc.^  puisque  ces  quantités ,  étant  inégales ,  ne 

*  donnent  lieu  à  aucun  terme  semblable. 

*  Problème «  On  demande  la  valeur  du  produit  d'un  nom- 

*  «  bre   quelconque   de   binômes ,  tels  que  x  -{-a,  x  -^  b, 

*  <^  X  -\-c,  etc.  » 

*  Pour  arriver  plus  aisément  à  reconnaître  la  composition  géné- 

*  raie  de  cette  valeur ,  ne  prenons  d'abord  que  deux  binômes  x-{-a 
'^  et  x-\-b;  nous  examinerons  ensuite  le  cas  de  trois  binômes, 

*  puis  le  cas  de  quatre,  etc. 
'^  Je  multiplie  donc 

par    x-\-b 

et  j'ai         X*  +  ax  +  ab 

-\~bx 

*  Désormais,  nous  nous  servirons  d'une  méthode  eu  usage  eu 

*  algèbre ,  et  qui  consiste  à  ce  que,  quand  on  a  plusieurs  termes 

*  qui  contiennent  x  au  même  degré  comme  ax  et  bx,  on  n'écrit  x 

*  qu'une  fois;  et  tirant  un  trait  vertical  à  sa  gauche ,  on  place  en 

*  colonne  à  la  gauche  de  ce  trait ,  avec  leurs  signes ,  les  divers  fac- 

*  teurs  ou  coefficients  qui  multiplient  x  dans  ces  divers  termes. 


Ainsi,  au  lieu  de  ax 


bx ,  on  mettra      a 


X,  par  conséquent 


{x  H-  a)  {x -\- b)  =^  x^  -^  a 
-+•  b 


X  ■+■  ab, 


*  où  le  second  membre  ne  sera  sensé  avoir  que  trois  termes ,  parce 

*  que,  dans  toute  cette  théorie,  nous  ne  compterons  chaque  colonne 

*  comme  -\-a  \  x  que  pour  un  terme. 

+  b  1 

"  Maintenant,  si  nous  multiplions  ce  résultat  par  x  -{-  c,  on 
"*  trouvera 


*  {x  H-  a)  [x  +  b)  {x  4-  c)  =  x^  4-  a 

-hb 


x'^  -h  ab 
H-  ac 
-4-  bc 


X  H-  abc. 


On  voit  donc  que  la  valeur  du  produit  de  nos  binômes  est  tou- 
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■jours  un  polynôme  ordonné  par  rapport  à  .r,  où  le  plus  haut  cx- 
posanl  (le  ./•  est  ('gai  an  nombre  clos  binômos ,  et  (pie  cette  lettre  x 
est  nuiltiiiliéc  pur  runil(3  dans  le  premier  ternie,  par  la  somme 
'  des  lettres  a,  b,  c  dans  le  second  ,  par  la  somme  de  ces  lettres 
'  multipliées  deux  à  deux  au  troisième  terme,  et  enfin  que  le  der- 
'  nier  terme  n'olïre  unicpiement  que  le  produit  de  toutes  ces  let- 
tres. En  multipliant  le  dernier  résultat  précédent  par  x  -\-  d,  on 
''  verra  que  cette  loi  se  soutient  pour  quatre  bincJmes ,  car  ou  ob- 
'  tient  alors 


(x-ha)  [x-\-b]  [x+c]  {x-^d)  =  .r'-H-  « 

x^-i-a 

x^-^-abc 

+  b 

-\-ac 

-\-ubd 

+  ^ 

-+-ad 

-{-acd 

-hd 

-\-bc 
-{-bd 
-+-cd 

-+-bcd 

x-\-abcd. 


*  où  la  première  colonne  n'est  que  la  somme  des  lettres  a,  b,  c,  d 

*  prises  une  à  une ,  la  deuxième  est  la  somme  de  ces  lettres  mul- 

*  tipliées  deux  à  deux  ,  la  troisième  est  la  somme  des  mêmes  lettres 

*  prises  trois  à  trois,  et  le  dernier  terme  est  abcd. 

*  L'analogie  nous  porte  donc  à  croire  que  pour  un  nombre  quel- 

*  conque  de  binômes,  x-\-a,  x  -\-  b,  x-+-c,  x~\-d,  etc.,  si  l'on 

*  représente  ce  nombre  par  m^  on  aura 

[x 4- a)  [x  -\-b){x-\- c)  {x-+-d),  etc.. .  =  x'"  +  Si  x'"  - ' 4- 


S,a^-' 


Sa  x" 


-,  etc.,  -\-abcd, 


où  S,  représente  la  somme  des  lettres  a,  b,  c,  etc.,  S^  la  somme  de 
ces  lettres  multipliées  entre  elles  deux  à  deux ,  83  la  somme  de 
ces  lettres  multipliées  entre  elles  trois  à  trois  ;  ainsi  de  suite. 
*  Mais,  afin  de  ne  laisser  aucun  doute  sur  ceci,  je  dis  que,  quand 
on  a  démontré  cette  loi  pour  nn  certain  nombre  de  binômes, 
tels  quex  -\-a,  X  -\-  b,  etc.,  on  peut  être  sur  qu'elle  existera 
encore  en  prenant  un  binôme  de  plus.  Je  prétends  que,  par  exem- 
ple, si  on  avait  démontré  l'exactitude  de  notre  dernière  équation 
ci-dessus,  on  pourrait  être  sur  qu'une  équation  pareille  existe- 
rait encore  en  prenant  un  binôme  de  plus.  En  effet,  si  on  multi- 
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*  plie  le  premier  membre  de  l'équation  ci-dessus  par  un  nouveau 

*  binôme,  que  je  représente  par  x  -^  u,  on.  aura 

*  {x  -h  a)  {x  -\-b)  {x-\-  c]  (x  +  d)  etc..  {x  4-  u)  ; 

*  et  si  on  multiplie  le  second  membre,  c'est-à-dire 

*  x'"-^S,x"'-'-^  S^x"'-'  -\-S3X"'-^  -{- etc.. -\-  abcd... 

*  par  £c  -f  u,  on  trouve 

c'"-^-\-  etc.  4-  abcd...  u 


-4-  u 


Sa       |^'"-'-4-S3 


*  où  l'on  voit  subsister  encore  la  même  loi,  à  savoir,  que  le  pre- 

*  mier  terme  a  pour  exposant  ni-{-i,  le  nombre  des  binômes  ;  en- 

*  suite  que,  1°  la  première  colonne  est  égale  à  la  somme  de  toutes 

*  les  lettres  a,  b,  c,  d,  etc.,  prises  une  à  une,  car  S, ,  représentant 

*  la  somme  des  lettres  a,  b,  c,  d,  etc. ,  il  est  clair  que  Sj  +w  re- 

*  présentera  la  somme  de  toutes  les  lettres  a,  b,  c,  d,  etc.,  u;  que 

*  2"  la  deuxième  colonne  est  égale  à  la  somme  de  toutes  les  lettres 

*  a,  6,  c,  d,  etc. ,  u,  multipliées  deux  à  deux ,  car  S^  représente 
*déjà  les  produits  des  lettres  a,  b,  c,  d,  etc.,  deux  à  deux,  où  u 

*  n'entre  pas,  tels  que  «6,  ac,  bc,  etc.,  et  S,u  n'est  autre  chose 
*que 

S,  =  a+b-\-c-{-d-^  etc. 

*  multiplié  par  u, 

*  c'est-à-dire ,  au  -+•  bu  -\-  eu  +  du  -\-  Qic.:, 

*  c'est-à-dire ,  les  produits  de  deux   lettres  où  u  entre;  ainsi, 

*  S,«  H-  S3  représente  la  somme  complète  de  toutes  les  lettres  «,  b, 

*  c,  d,  etc.,  u,  multipliées  deux  à  deux.  On  démontrerait  de  même 

*  que  3°  la  troisième  colonne  égale  la  somme  des  mêmes  lettres 

*  multipliées  trois  à  trois. 

*  Donc,  si  on  avait  démontré  l'existence  de  cette  loi  pour  m  bi- 

*  nômes ,  on  serait  sûr  qu'elle  existe  pour  m  4-  l  binômes.  Or, 
■^on  a  démontré  ci-dessus  qu'elle  existe  pour  quatre  binômes 
'^  X  -\-  a,  x+b,  X  -\-  c,  x-^  d;  on  peut  donc  être  sûr  qu'elle 

*  existe  pour  cinq  binômes  :  mais ,  cette  loi  étant  ainsi  démontrée 
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*  pour  cinq  binAnies,  on  peut  donc  (^trc  sûr  qu'elle  existe  pour  six  , 
*ct  ainsi  de  suite.  Donc  notre  loi  est  générale;  et  l'on  peut  regar- 

*  der  comme  exacte  l'équation 

{X  -h  a)  {x  ~\-  h)  {x  -\-  c)  (x  +  d)  etc..  = 
x"'  +  S^x'" -  '  -+•  S,x"'-^  +  etc.  4-  abcd... 

*  Corollaire.  —  La  puissance  m^""*  du  binôme  [x  -+-  a)  est 

{x  H-  «)'"  =  ^'"  4-  max"'  -  '  +  Pza'^'"  "  '  + 
Paa^a;'"-^  +  etc.  4- ft'", 

*  où  l'on  a  désigné  par  P2,  P3,  P/,,  etc.,  les  nombres  de  produits 

*  que  l'on  peut  faire  avec  m  lettres  multipliées  entre  elles  deux  à 
"*  deux ,  trois  à  trois,  quatre  à  quatre,  etc.  En  effet ,  supposons  dans 

*  la  dernière  équation  ci-dessus  toutes  les  lettres  a,  h,  c,  d,  etc., 
"égales  à  a,  alors  1°  le  premier  membre  (x  +  a)  {x-{-b) 
*{x-\-  c)    {x  -i-d) ,    etc. ,  devient   [x  -h  a)  [x  -\-  a)  {x -{-  a] 

*  (j?  4-  a),  etc.,  c'est-à-dire,  {x  4-  a)'";  2"  S,  ou  a -\-b +  c-\-d 
'*'4-otc.,  devient  a  ~\- a -\- a -\- a -]-  etc.,  ou  ma;  3"  S2  ou 
«  ab  4-  ac  4-  ad  4-  6c  4-  bd  4-  etc. ,  devient  «^  4-  «^  4-  «^  4- 
*a^  4-  a''  4-  etc.,  ou  a^  répété  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  pro- 

*  duits,  tels  que  ab,  ac,  ad,  bc,  etc.,  c'est-à-dire,  répété  autant  de 

*  fois  que  l'on  peut  faire  de  produits  avec  les  lettres  a,  b,  c,  d,  etc., 

*  multipliées  deux  à  deux,  c'est-à-dire  donc  l^a^  enverrait  de 

*  même  que  S3  =  V^a^,  84  =  ?,«'*,  etc.,  abcd...'=  a'",  et  en  met- 

*  tant  ma,  P^a^  P3«^  etc.,  a'",  au  lieu  de  S„  S^,  S3,  et<i.,abcd... 
*dans  le  second  membre  de  l'équation  précédente,  c'est-à-dire, 

*  dans  X"'  4-  S,x"'  -  '  4-  S,x"' - ^  4-  S^x'"  - ^  4-  etc.  4-  abcd. .., 
"  ou  aura  x""  4-  max'" - '  4-  Pift'^'"  -  ^  4-  Psft^dT -  ^  4-  etc.  4-  «'" 

*  pour  valeur  de  {x  4-  a)'".  C  Q.  F.  D. 

*  Remarque  —  W  reste  donc  à  trouver  la  valeur  de  P,,  P3,  etc.; 
"^  et  en  général  P„ ,  c'est-à-dire,  combien  l'on  peut  faire  de  produits 

*  différents  avec  un  nombre  m  de  lettres,  en  les  multipliant  deux 
*à  deux,  trois  à  trois,  et  en  général  nhn.  Quoiqu'on  puisse 
"trouver  ce  nombre  directement,  comme  l'a  fait  Clairaut,  nous 

*  préférons  suivre  la  marche  qu'on  suit  ordinairement ,  et  qui  con- 

*  siste  à  faire  dépendre  la  recherche  de  ce  nombre  de  celle  de  ce 

*  qu'on  appelle  combinaison  et  arrangement  de  plusieurs  lettres. 
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61.  *  Définition  T.  —  J'appelle  arrangement  de  plusieurs  let- 

*  trex  les  diverses  manières  dont  on  peut  les  écrire  toutes  les  unes 
*à  côté  des  autres-,  ainsi,  deux  lettres  a  et  b  offrent  deux  arran- 

*  gemeuts  ab  et  ba,  trois  lettres  «,  b,  c  offrent  six  arrangements, 

*  abc,  acb,  cab,  bac,  bca  et  cba;  ainsi  de  suite. 

*  Définition  II-  —  J'appelle  combinaison  de  plusieurs  lettres 

*  deux  à  deux,  ou  trois  à  trois,  ou  etc.,  tous  les  arrangements  de 

*  deux  lettres  qu'on  peut  faire  en  prenant  ces  lettres  deux  à  deux, 
*oude  trois  lettres,  en  les  prenant  trois  à  trois,  ou  etc.  Ainsi, 

*  avec  cinq  lettres  a,  b,  c,  d,  e,  on  peut  faire  vingt  arrangements 

*  de  deux  lettres,  ab,  ac,  ad,  ae,  bc,  bd,  be,  cd,  ce,  de,  ed,  ec,  de, 

*  eb,  db,  cb,  ea,  da,  ca  et  ba,  ou  bien  soixante  arrangements  de 

*  trois  lettres,  abc^  abd,  abc,  bcd,  etc.,  etc. 

*  Proposition.  —  «  Pour  avoir  le  nombre  des  combinaisons  de  m 
'«lettres  prises  n  à  n,  quand  on  connaît  le  nombre  de  produits 
*«  différents  que  l'on  peut  faire  en  multipliant  ces  lettres  entre 

*  <r  elles  n  à  n,  il  faut  prendre  ce  nombre  de  produits  et  le  mul- 

*  «  tiplier  par  le  nombre  d'arrangements  dont  n  lettres  sont  suscep- 

*  «  tibles.  » 

*  Ainsi,  représentons  par  C„  le  nombre  des  combinaisons  dont  il 

*  s'agit,  par  P„  le  nombre  de  produits  différents ,  et  par  A„  le  nom- 

*  bre  de  manières  dont  on  peut  arranger  n  lettres  toutes  ensemble, 

*  je  dis  que 

*  En  effet,  supposons  pour  fixer  les  idées,  que  m  =  7,  c'est-à- 

*  dire ,  que  l'on  ait  sept  lettres  a,  b,  c,  d,  e,  f,  g,   et  que  w  =  4, 

*  c'est-à-dire,  que  l'on  veuille  combiner  ces  sept  lettres  quatre  à 

*  quatre  de  la  manière  suivante ,  abcd,  abce,  etc.  ;  il  est  clair  que 
*si  le  tableau  de  ces  combinaisons  quaternaires  était  complet,  il 

*  devrait  présenter  non-seulement  chacun  des  produits  quaternaires, 
Mels  que  abcd,  ou  abce,  ou  etc.,  que  l'on  peut  faire  en  multi- 

*  pliant  nos  lettres  entre  elles  quatre  à  quatre ,  mais  qu'encore  cha- 

*  cun  de  ces  produits ,  comme  abcd,  devrait  y  être  arrangé  de  toutes 

*  les  manières  possibles,  comme  abcd,  cabd,  etc..  Ainsi,  comme 
*ily  a  vingt-quatre  manières  d'arranger  quatre  lettres,  on  voit 

*  donc  que,  dans  le  tableau  de  toutes  les  combinaisons  quaternaires 
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*  des  lettres  r/,  h,  r,  d,  o,  f,  7,  diaquc  produit  de  quatre  lettres 

*  sera  répi'li'  vii)2;t-qii;itre  l'ois  ;  doiio  il  y  aura  vint^t-quatre  l'ois  plus 

*  de  oomhinaisous  quatei'iiairos  que  de  produits.  Ainsi,  en  repré- 

*  sentant  par  C»  et  1*,,  les  nombres  de  ces  combinaisons  et  de  ces 

*  produits,  on  aura  C,  =:  24P,,  on  bien  Cj  =  A;Pi,  en  représen- 

*  tant  par  A,,  le  nombre  24,  c'est-à-dire,  le  nombre  d'arrangements 

*  que  donnent  quatre  lettres.  On  démontrerait  de  même  que  Ci  =: 

*  K^\*i,  etc.,  et  en  général  que 

C„  =  A„P„. 

*  Problème.  —  «On  demande  de  trouver  le  nombre  de  corabi- 

*  «  naisons  que  l'on  peut  l'aire  avec  m  lettres  prises  n  à  n.  » 

*  Nous  représenterons  ce  nombre,  comme  ci-dessus,  par  C„. 

*  Ainsi  Ci   sera  le  nombre  des  lettres  prises  une  à  une  ;  de  sorte  que 

C.  =  m. 

*  Cj  sera  le  nombre  des  combinaisons  binaires,  C, ,  le  nombre  des 

*  combinaisons  ternaires ,  ainsi  de  suite.  Le  petit  cbiffre  placé 

*  en  bas  de  chaque  C  sera  ce  que  nous  appellerons  l'indice  ou  le 

*  degré  des  combinaisons.  Ainsi  nous  appelons  indice  ou  degré  de 

*  chaque  sorte  de  combinaisons  le  nombre  de  lettres  qui  entrent 

*  dans  une  de  ces  combinaisons. 

*Ceci  admis,  supposons  donc  qu'on  ait  plusieurs  lettres  a,  b,  c, 

*  d,  e,  etc.,  dont  je  représente  le  nombre  par  m ,  et  cherchons-en 

*  d'abord  le  nombre  des  combinaisons  binaires  ab,  ba,  ac,  etc.  Or, 

*  si  de  toutes  ces  combinaisons  je  ne  considère  d'abord  que  celles 
'  qui  commencent  par  a,  il  est  clair  que  leur  nombre  sera  m  —  l, 

*  parce  qu'à  la  suite  de  a  il  ne  peut  y  avoir  que  les  lettres  b,  c,  d, 
'  e,  etc.,  autres  que  a,  et  dont  le  nombre  est  m  —  1.  Donc,  si  l'on 

*  faisait  une  colonne  de  toutes  les  combinaisons  commençant  par  a, 

*  cette  colonne  en  contiendrait  un  nombre  égal  à  wî  —  1.  On  pour- 

*  rait  de  même  faire  une  colonne  de  toutes  les  combinaisons  com- 

*  mençant  par  b,  et  leur  nombre  serait  encore  égal  à  celui  de  toutes 

*  les  lettres  a,  c,  d...  autres  que  b,  c'est-à-dire,  égal  km  —  1.  On 

*  pourra  de  même  faire  une  colonne  pour  la  lettre  c,  c'est-à-dire, 

*  une  colonne  de  toutes  les  combinaisons  commençant  par  cette 

*  lettre;  ainsi  de  suite.  II  y  aura  donc  autant  de  colonnes  que  de 
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*  lettres,  c'est-à-dire,  que  le  nombre  de  ces  colounes  sera  m,  et 

*  comme  chacune  contient  un  nombre  de  combinaisons  égala 
*m—l,  cela  fera  en  tout  m  [m  —  i)  pour  le  nombre  de  toutes 
*Ies  combinaisons  binaires.  Ainsi,  en  rappelant  la  valeur  de  C,  ci- 

*  dessus,  nous  aurons  donc 

Ci  =  m, 

Q  =  m  [m  —  1). 

*  On  voit  donc  que,  pour  déduire  la  valeur  de  C^  de  celle  de  Ci , 

*  il  faut  multiplier  celle-ci  par  m  diminuée  de  l'indice  de  Cj.  Je 

*  dis  maintenant  que  pour  avoir  C3 ,  c'est-à-dire ,  le  nombre  des 

*  combinaisons  ternaires,  il  faut  multiplier  la  valeur  de  C^  par  m 

*  diminuée  de  l'indice  de  C2 ,  c'est-à-dire ,  par  m  —  2;  ce  qui  donne 

C3  =  m  [m  —  1)  [m  —  2). 

*  Cela  se  démontrerait  comme  on  a  fait  pour  trouver  la  valeur 
*deC3. 

*En  effet,  de  toutes  les  combinaisons  de  nos  lettres  prises  trois 

*  à  trois,  ne  considérons  d'abord  que  celles  qui  commencent  par  la 

*  première  combinaison  de  deux  lettres  ab;  il  est  clair  que  leur 

*  nombre  sera  égal  à  celui  des  lettres  c,  d,  e...,  autres  que  a  et  ô, 

*  parce  que  ces  combinaisons  trois  à  trois  ne  sont  autre  chose  que 

*  ce  que  l'on  obtient  en  mettant  successivement  chacune  de  ces 
"autres  lettres  c,  d,  e...  à  la  suite  de  ab,  pour  avoir  abc,  abd,  etc. 

*  Donc,  si  Ton  faisait  une  colonne  de  toutes  les  combinaisons  com- 

*  meuçant  par  ab,  cette  colonne  en  contiendrait  un  nombre  égal  à 

*  m  —  2.  On  pourrait  de  même  faire  une  colonne  de  toutes  les 

*  combinaisons  ternaires  commençant  par  une  autre  combinaison 

*  binaire,  par  bc,  par  exemple,  et  leur  nombre  serait  encore  égal 
*à  celui  de  toutes  les  lettres  ade...,  autres  que  bc^  c'est-à-dire, 
*égal  di  m  —  2;  ainsi  de  suite.  Il  y  aura  donc  autant  de  colonnes 
*que  de  combinaisons  binaires ,  c'est-à-dire,  que  le  nombre  de  ces 

*  colonnes  sera  C^;  et,  comme  chacune  contiendra  un  nombre  de 

*  combinaisons  égal  à  m  —  2,  cela  fera  en  tout  C^  {m  —  2)  pour 

*  le  nombre  de  toutes  les  combinaisons  ternaires.  Ainsi 

Çj  =  Ca  [m  —  2). 
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*  Comme  ce  raisomiemeul  est  géûiral ,  on  voit  que  par  son  moyen 

*  on  démonlrorail  que 

C„  =  C„_,(w  — (w—  1), 

*  c'est-à-dire,  que  la  valeur  de  C„  s'obtient  en  multipliant  C„_,, 

*  c'est-à-dire ,  le  nombre  précédent,  par  m  diminué  de  l'indice 

*  w  —  1  de  ce  nombre  précédent;  d'où  l'on  voit  que  les  équations 

*  suivantes  : 

C,  =  m, 

Cî  =  m  (m  —  1), 

C3  =  m  [m  —  i)  (m  —  2), 

Cl  =  m  {m  —  1)  [m  —  2)  (m  —  3), 

etc.  =  etc. 

*  C„  =  7)1  [m  —  1)  {m  —  2)  [m  —  3)...  etc..  (m  —  {n—  l)), 

*  se  déduisent  immédiatement  chacune  de  celle  qui  la  précède. 

*  Problème.  —  «  Trouver  le  nombre  d'arrangements  que  l'on 

*  «  peut  l'aire  avec  un  certain  nombre  de  lettres.  » 

*  Je  représenterai  le  nombre  des  lettres  a,  b,  c,  d,  etc.,  par  n,  et 

*  le  nombre  des  arrangements  dont  elles  sont  susceptibles  par  A„. 

*  Ainsi  A,  sera  le  nombre  de  manières  dont  ou  peut  écrire  une  let- 

*  tre  ;  de  sorte  que 

A,=r:l. 

*  A,  sera  le  nombre  de  manières  dont  on  peut  écrire  deux  lettres 

*  a  et  &,  ce  qui  ne  peut  évidemment  se  faire  qu'en  ces  deux  ma- 

'*'  nières  ab  et  ba  ;  de  sorte  que 

A,  =  2. 

*  ki  sera  le  nombre  de  manières  dont  on  peut  écrire  trois  lettres 

*  a,  b  et  c;  ainsi  de  suite. 

*  Les  petits  chiffres  placés  en  bas  de  chaque  A  seront  ce  que 

*  j'appellerai  V indice  ou  le  degré  de  chaque  espèce  d'arrangement. 

*  Ceci  admis ,  la  valeur  de  A„  pourrait  se  déduire  de  celle  de  C,„ 

*  en  y  faisant  m  =  n;  mais  on  peut  la  trouver  directement.  Cher- 

*  chons  d'abord  A3  :  je  dis  que  A3  =  A^  X  3,  c'est-à-dire  que,  pour 

*  trouver  le  nombre  A3;  il  faut  multiplier  par  son  indice  3  le  nom- 

*  bre  précédent  A2.  En  effet,  de  tous  les  arrangements  des  trois 
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*  lettres  a,  b,  c,  dont  A3  représente  le  nombre,  ne  considérons 

*  d'abord  que  ceux  qui  commencent  par  la  lettre  a  :  le  nombre  de 

*  ces  arrangements  sera  égal  à  celui  dont  sont  susceptibles  les  deux 
'  lettres  restantes  6  et  c;  car  c'est  en  mettant  successivement  à  la 

*  suite  de  a  les  arrangements  bc  et  cb  de  ces  deux  lettres  qu'on 
*aura  les  arrangements  abc  et  acb  commençant  par  a.  Ainsi,  le 

*  nombre  des  arrangements  commençant  par  a  sera  égal  à  A2, 

*  parce  que  A,  marque  de  combien  de  manières  peut  s'écrire  bc. 

*  Ce  que  nous  venons  de  faire  pour  la  lettre  a  peut  se  répéter  pour 

*  chacune  de  nos  lettres  a,  bel  c;  ainsi  il  faudra  répéter  ce  nombre 

*  A,  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  lettres  «,  b  et  c,  c'est-à-dire,  trois 

*  fois,  ce  qui  donnera  A^  X  3  :  donc 

A3  =  A,,.3. 

*  On  prouvera  de  même  que  A4  =  A3. 4,  En  effet,  de  tous  les 

*  arrangements  des  quatre  lettres  a,  b,  c  etd,  ne  considérons  d'a- 
*bord  que  ceux  qui  commencent  par  a:  le  nombre  de  ces  arran- 

*  gements  sera  évidemment  égal  à  celui  dont  sont  susceptibles  les 

*  trois  lettres  b,  c  et  d  antres  que  a.  Ainsi,  le  nombre  des  arrange- 

*  ments  commençant  par  a  sera  A3  5  et,  comme  ces  considérations 

*  relatives  à  a  peuvent  être  répétées  sur  chacune  des  autres  lettres, 

*  il  s'ensuit  qu'il  faudra  répéter  A.  autant  qu'il  y  a  de  lettres  a,  b, 

*  c,  d,  c'est-à-dire,  quatre  fois  :  donc 

A,=.A3.4. 

*  Le  même  raisonnement  prouverait  qu'en  général 

An   An — 2'"" 

*  D'où  l'on  voit  que  les  équations  suivantes  : 

A.  =  1, 

A,  =  1.2, 
A3=:  1.2.3, 
A4  =:  1.2.3.4, 

etc.  =  etc. 
A„=  1.2.3.4. . .etc. ..?i 

*  se  déduisent  immédiatement  chacune  de  celle  qui  la  précède. 

62.  *  Corollaire  I.  —  Le  nombre  des  produits  binaires,  ou  ter- 
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*  oaires,  ou  quateruaires,  etc.,  que  l'on  peut  faire  avec  m  lettres, 

*  est 

7n        .^        m  .m — l)        _^        tn  (7/1  —  i)  (m — 2) 
l\  =  -,  ou  I>,  =         1.2        '  ^"  ^  '  =  1.2.3 ' 

m  (m  —  1  )  (m  —  2)  (m  —  3) 
ou  P-  =  — ^ — — 

'  1.2.3.4 

*  et  en  général 

_  m  [m — 1)  (m — 2)  (m — 3). ..etc..  {m  —  {n  —  1)) 
"  ~  1.2.3.4 etc..  w  • 

C  C 

*  En  effet ,  on  a  établi  que  V^  =  — ',  P^  =  -j^,   etc.  :  or,  en 

*  mettant  dans  ces  équations ,  à  la  place  des  numérateurs   Cj, 

*  Cj,  etc.,  et  des  dénominateurs  A,,  A^,  etc.,  les  valeurs  trouvées 

*  ci-dessus,  on  obtiendra  les  équations  précédentes. 

Corollaire  II.  —  Je  dis  que 

m  (m  —  1) 
{x  4- a)'"  =  x"'  +  max'" -  '  H -— — -  a^x'"-''-\-  etc.. 

+  m  (m  —  1  )  (m  —  2) . . .  (m  —  (n  —  l)  ) 

1.2.3 n  ^  ^ 

+...  etc.,  +  a"'. 

*  C'est  ce  que  l'on  trouve  en  mettant  les  valeurs  ci -dessus  de  Pi, 

*  Pi,  etc.,  dans  l'équation 

[x  4-  «■/"  =  •^■"'  H-  max'"  -  '  +  P^  a^'x"'  -  '  -h  P3  a^  x"' -  ^  +  etc. 
H-  P,.  a"  X"' -  "  H-. . .  etc. . .  +  a"' , 

*  que  nous  avons  démontrée  précédemment.  En  examinant  la  va- 

*  leur  précédente  de  [x  -+-  a)'",  on  voit  que,  pour  déduire  chaque 

*  terme  du  précédent,  il  n'y  a  qu'à  suivre  cette  règle  fort  simple  : 

*  «  Multipliez  le  coefficient  de  ce  terme  précédent  par  son  expo- 

*  «  sant  de  x  :  divisez-le  ensuite  par  le  rang  qu'il  occupe  dans  tout 

*  ■'  le  polynôme  ;  troisièmement,  augmentez  d'une  unité  l'exposant 

*  «  de  a  de  ce  terme  précédent  ;  diminuez  d'autant  celui  de  x.  » 

*  En  appliquant  ceci  au  cas  où  m  =  5  -,  on  trouve 

*  (x  +  «)'  =  a;^  +  ôax^  +  1  oa'o.'^  +  lOa^x^  -\-  ôa^x  -\-  a\ 
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*  Remarque.  —  Le  binôme  de  Newton  donne  la  composition  de 

*  la  W""  puissance  d'un  nombre  ;  car  un  nombre  peut  toujours  être 

*  regardé  comme  composé  de  deux  parties  :  les  dizaines ,  qu'on 

*  peut  représenter  par  x,  et  les  unités,  que  l'on  peut  représenter  par 

*  ttj  ce  qui  fera  x  +  a  pour  tout  le  nombre. 

*  D'après  cette  composition ,  et  en  répétant  pour  une  racine  d'un 

*  degré  quelconque  m^  les  raisonnements  faits  ci-dessus,  n°  49, 

*  pour  la  racine  deuxième ,  on  démontrerait  facilement  la  règle 

*  suivante. 

*  65.  Règle  pour  tirer  la  racine  m"""'  d'un  nombre.  —  «  Par- 

*  «  tagez  ce  nombre  en  tranches  de  m  chiffres ,  à  partir  de  la 

*  «  droite  ;  ensuite,  sur  la  droite  de  votre  nombre,  tirez  un  trait, 

*  «  à  côté  duquel  vous  mettrez  la  racine  ;  cherchez  la  racine  iW""^ 

*  «  de  la  première  tranche  à  gauche  :  ce  sera  le  premier  chiffre  de 

*  «  la  racine  cherchée.  Faites  la  m™^   puissance  de  ce  chiffre ,  et 

*  «  soustrayez-la  de  la  première  tranche  ;  à  côté  du  reste ,  abaissez 

*  «  la  tranche  suivante,  et  du  nombre  total  qui  en  résultera,  sépa- 

*  «  rez  les  m  —  l  derniers  chiffres  a  droite  par  un  point ,  et  consi- 

*  «  dérez  tout  le  reste  à  gauche  comme  un  dividende  ;  ensuite  pre- 

*  «  nez  pour  diviseur  m  fois  la  [m  —  i)""°  puissance  du  chiffre 

*  «  déjà  trouvé  à  la  racine  ;  puis  divisez  ce  dividende  par  ce  divi- 

*  «  seur  :  le  quotient  sera  le  second  chiffre  de  la  racine  ,  que  vous 

*  «  écrirez  à  la  droite  du  premier.  Faites  la  m^""^  puissance  du 

*  «  nombre  exprimé  par  ces  deux  premiers  chiffres  de  la  racine ,  et 

*  «  soustrayez-la  des  deux  premières  tranches  ;  enfln,  opérez  sur  le 

*  «  nouveau  reste  que  vous  obtiendrez  ainsi ,  comme  vous  avez 

*  «  opéré  sur  le  premier ,  et  en  continuant  ainsi  jusqu'à  ce  que  vous 

*  «  ayez  abaissé  toutes  les  tranches  du  nombre,  vous  aurez  sa  ra- 

*  «  cine. 

*  «  Pour  avoir  les  chiffres  décimaux  de  cette  racine ,  il  faudrait 

*  «  mettre  à  la  suite  du  nombre  assez  de  zéros  pour  qu'il  contînt  /w 

*  «  fois  autant  de  chiffres  décimaux  qu'on  veut  en  avoir  à  la  ra- 

*  «  cine ,  et ,  en  appliquant  sur  le  nombre  ainsi  préparé  la  règle 
*«  précédente ,  on  aurait  les  décimales  demandées.  » 
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DES    RAPPORTS,    DES    PROPORTIONS    ET   DES   PROGRESSIONS. 

64.  Dps  rapports.  —  On  appelle  rapport  le  résultat  de  la  com- 
paraison tle  deux  quantités. 

II  y  a  deux  sortes  de  rapports,  selon  que  l'on  compare  les  deux 
quantités  par  la  soustraction  de  ces  quantités  l'une  de  l'autre  ,  ou 
par  la  division  de  l'une  par  l'autre.  Le  premier  s'appelle  rapport 
arithmétique  y  ou  par  différence;  le  second  s'appelle  rapport  géo- 
métrique,  ou  "^ViV  quotient ,  ou  simplement  rapport.  Quand  on 
prend  le  mot  rapport  sans  épithète ,  on  entend  toujours  le  rapport 
géométrique.  Ainsi  on  peut  donner  la  définition  suivante  : 

Dc/inifion  I.  — On  appelle  rapport  arithmétique,  ou  différence 
de  deux  quantités,  le  résultat  de  la  soustraction  de  l'une  siur 
l'autre. 

Définition  II.  —  On  a^\)e[\e  rapport  géométrique ,  ou  quotient 
de  deux  quantités,  le  résultat  de  la  division  de  l'une  de  ces  quantités 
par  l'autre,  c'est-à-dire  'voi/.  p.  39,  et  26)  le  nombre  entier  ou  frac-  - 
tionnaire  de  l'une  de  ces  quantités  qu'il  faut  prendre  pour  avoir 
l'autre. 

Le  rapport  arithmétique  de  deux  quantités  s'indique  en  les  sé- 
parant par  un  point.  Par  exemple,  le  rapport  arithmétique  de  36 
à  9  s'indique  ainsi  :  36-9,  et  se  lit  en  disant  :  36  est  à  9  arithmé- 
tiquement.  Le  rapport  géométrique  de  deux  quantités  se  repré- 
sente en  les  séparant  par  deux  points.  Par  exemple,  le  rapport  géo- 
métrique de  36  à  9  s'indique  ainsi  :  36  :  9,  ce  qui  se  lit  en  disant  : 
36  est  à  9  géométriquement .,  ou  simplement  36  est  à  9. 

Définition  III.  —  Le  premier  terme,  c'est-à-dire,  celui  de  gau- 
che ,  s'appelle  V antécédent  du  rapport ,  et  le  second  terme  s'ap- 
pelle le  conséquent. 

La  valeur  d'un  rapport  arithmétique  se  calcule  ordinairement 
en  soustrayant  le  conséquent  de  l'antécédent  ;  ainsi 

36.9  =  36  —9  =  27. 

Cependant  quelquefois  ou  peut  soustraire,  au  contraire,  l'antécé- 
dent du  conséquent;  mais  ce  n'est  pas  l'usage,  et  quand  on  ne 
prévient  pas  du  contraire ,  il  faut  toujours  sous-entendre  qu'en  gé- 
néral a.b  signifie  a  —  h. 
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La  valeur  d'un  rapport  géométrique  se  calcule  ordinairement 
en  divisant  l'antécédent  par  le  conséquent  ;  ainsi 

36 
86:  9  =-  =  4. 

Cependant  on  peut  quelquefois  diviser,  au  contraire,  le  consé- 
quent par  l'antécédent;  mais  ce  n'est  pas  l'usage,  et,  lorsqu'on 
ne  prévient  pas  du  contraire,  on  doit  toujours  entendre  que  a  :  b 

signifie  j. 

Nous  avons  donc  deux  manières  pour  indiquer,  soit  la  sous- 
traction, soit  la  division  de  deux  quantités,  à  savoir:  pour  la 
soustraction,  d'abord  l'emploi  du  signe — ,  et,  en  second  lieu, 
l'emploi  d'un  point;  puis,  pour  la  division,  d'abord  la  forme  de 
fraction,  et,  en  second  lieu,  les  deux  points. 

On  voit  que  toutes  les  propriétés  des  fractions  appartiennent 
aussi  aux  rapports  géométriques  ;  ainsi  on  peut  multiplier  ou  divi- 
ser les  deux  termes  d'un  rapport  par  un  même  nombre  sans  chan- 
ger sa  valeur  géométrique. 

G3.  Proposition  I.  —  «  Deux  rapports  géométriques  sont  égaux 
«  quand  ou  trouve  pour  tous  deux  la  même  suite  de  quotients,  en 
«  divisant  dans  chacun  l'antécédent  par  le  conséquent ,  le  consé- 
«  quant  par  le  reste  de  la  première  division  ,  puis  ce  premier  reste 
«  par  celui  de  la  seconde  division ,  puis  ce  second  reste  par  celui  de 
«  la  troisième  division;  ainsi  de  suite.  « 

Ainsi,  soit  a  :  b,  puis  a'  :  b',  deux  rapports  géométriques  pour 
lesquels  la  suite  desdites  divisions  est  figurée  comme  on  le  voit 
ici  : 

\n  \  n,\  n^\  etc.  \n    \  n^\n^  \  etc. 

a\b    \r    \r/\  etc.  a'  \  b'  \  r'   \  r/  |  etc. 


r\r,\r^\  etc.  /  |  r/  \  r/  J  etc. 

où  l'on  a  représenté  en  haut  les  quotients  parles  lettres  n,  n,, 
n^,  etc.,  et  les  restes  en  bas  par  les  lettres  r,  7\,  r^,  etc.  Ainsi,  on  a 
désigné  par  wle  quotient  qu'on  aurait  en  divisant  a  par  b,  et  ^désigne 
le  reste  que  fournirait  cette  division  ;  ensuite  n^  désigne  le  nombre 
qu'on  obtiendrait  en  divisant  b  par  r,  et  r^  représente  le  reste  de 
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cette  divisioUi  ainsi  de  suite.  De  môme  pour  a  et  b\  wdésigûele 
quotieot  que  l'on  obtiendrait  en  divisant  ces  deux  quantités  l'une 
par  l'autre,  et  ;'  représente  le  reste  de  cette  division  ;  ensuite», dé- 
signe le  quotient  de  b'  par  /';  ainsi  de  suite. 

Cela  posé,  je  dis  donc  que  les  quotients  n,  n„  w,...  étant  les 

mêmes  des  deux  côtés ,  l'on  a  y  =  yr-  En  effet ,  nous  avons  vu 

en  arithmétique  (p.  75)  qu'une  fraction,  telle  que  -,  ,  est  égale  à 

lu  fraction  continue  fournie  par  tous  les  quotients  des  diverses  divi- 
sions ci-dessus  mentionnées.  Donc  on  a 

a  a' 


w.  -M  w.  4-  1 


«2+  1 


iii  -\-  etc.  W3  -+-  etc. 

b' 


Donc  4= -F'  ^-  Q'  P-  ^• 


Remarque.  —  Observons  que,  dans  le  cas  où  j-  est  incommen- 
surable, il  est  évident  que  la  suite  des  quotients  n,  n,,  Ji^,  etc.,  est 
illimitée,  et  qu'ainsi  la  fraction  continue 


w,  4-  1 


etc. 

est  elle-même  illimitée. 
Cela  arriverait,  si  l'on  voulait,  par  exemple,  trouver  le  rapport 

—  du  côté  c  d'un  carré  à  sa  diagonale  d,  c'est-à-dire  à,  la  ligne  qui 

partage  ce  carré  en  deux  parties  en  allant  d'un  de  ses  angles  à  l'au- 
tre; car  nous  verrons  en  géométrie  (liv.  III,  prop.  8,  coroU.  2), 
que  ce  rapport  est  égal  à  I/2  ;  et  l'on  peut  réduire  par  un  calcul 

bien  simple  ce  rapport  en  fraction  continue.  En  effet  —  =  I/2 

13 
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donne  d^  =  2c%  d'où  d'  —  c'  =  c%  ou  bien,  d'après  la  p.  178, 
{d  +  c)  {d  —  c)  =  c^;  d'où 

d  —  c  c        ^,  .    d  c        ^,  ,  d  c 

=  7rjr^'  d  ou  -—  1  =  Tir^^d'ou-  =  i  -+- 


On  peut  diviser  par  c  les  deux  termes  de  la  fraction  qui  termine 
cette  dernière  équation ,  et  l'on  aura 

d 

—  =  1  -H  1 
c  ! 


1+rf 


Or ,  en  substituant  continuellement  à  —  qui  est  dans  le  second 
membre  de  cette  équation,  sa  valeur  l  -t-  , ,  on  aura  l'inter- 


minable  fraction  continue  que  voici 


d 


2-h  1 


1 


2  •+  etc. 


Telle  est  donc  la  valeur  de  [^2.  On  trouvera  par  le  même  calcul 
que  tout  nombre  N  qui  n'est  pas  un  carré  parfait  donne 

l/N  =  n-\ r-;=,d'ouKN  =  >H- 


■I^N'  2n-\-m 


2n  -\-  m 


2n  -f-  etc. 


en  désignant  par  71"  le  plus  grand  carré  contenu  dans  N ,  de  ma- 
nière qu'on  ait  ^  ■=n'  -{-m;  car  cela  donne  N  —  n-  =  m,  d'où 
(t/N -1-  n)  { l/'N  —  w)  =  m,  d'où,  etc.,  comme  ci-dessus. 
Ainsi,  dans  ce  cas,  quelque  nombre  de  fractions  partielles 

que  l'on  prenne,  on  ©'aura  jamais  la  valeur  exacte  de  -g.  Mais 
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OD  va  voir,  par  les  pioposilions  suivaiiles,  que  ce  dont  il  s'cd 
laut  iHîut  être  rendu  aussi  petit  que  l'on  veut ,  et  qu'il  suffit  pour 
cela  de  prendre  un  nombre  assez  grand  de  ces  Tractions  partielles. 

6G.  *  Proposition  //.  —  «  Chaque  l'raction  intégrante  peut  se 
*  «  déduire  des  deux  précédentes  par  une  règle  très-simple.  » 

*  Pour  démontrer  cela ,  reprenons  l'exemple  de  tout  à  l'heure  : 

a 


n,H-l 


%2-Hetc., 

a» 


et  appelons  j ,  -^  ,  g^ ,  etc. ,  les  fractions  iatégrantes  successives, 
de  manière  que  l'on  ait 


=.n, -z- ^=n-\-\   ^  =  w  +  l 

Dr  >    b,  


w,  %i  +  l  etc. 

*  Il  s'agit  doue  de  démontrer  que  la  fraction  ^  peut  se  déduire 

*  aisément  de  |-  et  ^.  En  effet ,  en  appliquant  ici  le  calcul  de  la 
*page  74  de  l'arithmétique ,  on  trouvera 

*n-^ — =  etw  +  i  _  wwiW,-4-w  +  ^2 

*  Les  trois  dénominateurs  ê,  g^  et  êj  sont  donc  Q  =  i ,  ê,  =:  n,  et 

*  gj  z=  n,n^  +  1 ,  et  les  trois  numérateurs  a ,  «,  et  «,  sont  a  =  n, 

*  a,  =  nrii -{-  1 ,  et  oi.:,  =  tin,  n^-^-n-^-n^  :  cette  dernière  valeur 

*  peut  se  mettre  sous  la  forme  {nn^  +  l)  Wz  +  w.  Ainsi  on  a 

*  a=:n,  a,=nn,-\-  l,  aj  =  (nrii  -h  t)n2-\-  n  ; 

*  mais  dans  cette  valeur  de  a^,  la  parenthèse  qui  commence  égale 

*  a,,  et  la  lettre  n  qui  la  finit  égale  a,  donc 

(Xj  =  a,  Wj  +  «. 

13. 
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*  Ainsi  le  numérateur  de  la  fraction  intégrante  a,  s'obtient  eu 

*  multipliant  le  numérateur  précédent  «i  par  le  dénominateur 

*  rii  de  la  dernière  fraction  partielle  de 


«2 


Wr+l 

*  et  ajoutant  au  produit  le  numérateur  antéprécédent  a.  Le  déno- 
*minateur  ê,  se  déduit  de  la  même  manière  des  deux  précédents  6, 

*  et  ê  ;  car  on  a ,  avons-nous  dit ,  6  =  i ,  êj  =:  «„  ê^  =  n,n^  + 1  : 

*  or,  dans  cette  dernière  valeur  n,n^-\-\,  au  lieu  de  w„  on  peut 

*  mettre  éi,  parce  que  6,  =  w„  et  on  peut  mettre  H-  6 ,  au  lieu  de 

*  -h  1,  puisque  ê  =  i .  On  aura  donc 

*  qui  offre  la  même  règle  que  pour  les  numérateurs.  Je  dis  que 

*  cette  règle  est  générale  et  qu'elle  peut  servir  à  déduire  la  valeur 

*  d'une  fraction  intégrante  quelconque  des  deux  fractions  précé- 

*  dentés.  En  effet ,  pour  calculer  la  valeur  de 

«3 


Wr-hl 


n. 


«2  1 

il  est  clair  qu'il  suffit  de  substituer,  dans  celle  de   g-,  w, -h  — 
à  »2  ;  car  en  faisant  cette  subititution  dans 


w. 


qui  représente  ^,  on  a  bien 


n-\-  1 
w. -1-1 
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*  qui  représente  -j.  Or,  d'après  les  dernières  valeurs  ci-dessus  de 

*  a,  et  6,,  on  peut  conclure  que  la  valeur  de  ^  est  égale  à 

*  Mettons  donc 

n,  +  1  ou  n^  W3  4- 1 


à  la  place  de  w,  dans  cette  valeur,  et  elle  deviendra  égale  à 

a.  («,W3-h  1)    . 
h  a 


«3 

*  Ô-.  Ainsi  on  a 

0% 


63        6,(w,n3+l)   ,  ^ 
W3 

*  Maintenant  réunissons  en  une  seule  expression  fractionnaire 

*  les  deux  parties  "' ^^'^' "^  ^^  et  a  du  numérateur  de  cette  ex- 
'  pression ,  aussi  bien  que  celles  de  son  dénominateur,  et  nous  au- 

*  rons  -^ pour  numérateur,  et 

W3  ^  W3 

*  pour  dénominateur  :  mais  on  peut  supprimer  le  diviseur  n?.,  com- 

*  muu  au  numérateur  et  au  dénominateur  d'une  fraction  ;  on 

*  pourra  donc  écrire 

^a        OL,{n^n3-\-^)-{-OL7ii o:,îl,ih-\-ar-hj^ '>in,  +  «)W3  +  «i 

*  Or,  les  parenthèses  (a.n,  +  a)  et  [&,n^  -+-  ê)  ne  sont  que  *,  et  €,  ; 

*  on  aura  donc  en  définitive 

«3         a^n^  +  a, 
"ê^  ~"  g,n3  -h  ê,' 

*  qui  montre  que  j-  se  déduit  par  la  règle  énoncée  ci-dessus  des 
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*  fractions  précédentes  -^  et  -^.  j^Iainteuant ,  observons  que  le 

*  calcul  et  les  raisonnements  par  lesquels  nous  venons  de  prouver 

*  que  ladite  règle  existe  pour  -^  ^^^  reposent  que  sur  une  seule 

*  chose,  à  savoir  que  cette  règle  existe  déjà  pour  -^  ;    mais ,  du 

*  reste,  ils  sont  généraux  et  indépendants ,  soit  du  rang,  soit  de 

*  toute  autre  chose  qui  serait  particulière  à  -p-.  Nous  pouvons  donc 

*  conclure  de  ces  calculs  qu'en  général ,  quand  la  règle  dont 

*  il  s'agit  existe  pour  une  fraction  intégrante ,  on  peut  être  sûr 

*  qu'elle  existe  aussi  pour  la  fraction  suivante.  Or,  nous  venons  de 

*  démontrer  qu'elle  existe  pour  4-  ;  donc  elle  existe  aussi  pour  -^  ; 

*  mais  si  elle  existe  pour  -4- ,  il  s'ensuit  qu'elle  existe  pour  -4-  -, 

*  ainsi  de  suite.  Donc  notre  règle  est  tout  à  fait  générale. 

67,  *  Proposition  III.  —  «  Les  termes  des  fractions  intégrantes 

*  «  augmentent  d'une  fraction  à  la  suivante,  de  manière  à  pouvoir 

*  «  surpasser  telle  grandeur  que  ce  soit.  » 

*  Cela  est  évident,  puisque  l'on  a  vu,  dans  la  proposition  pré- 

*  cédente,  que  chaque  terme  d'une  fraction  se  déduisait  du  terme 

*  correspondant  de  la  fraction  précédente,  en  le  multipliant  par 

*  un  certain  nombre,  et  en  y  ajoutant  le  terme  de  la  fraction  anté- 

*  précédente. 

*  68.  Proposition  IV.  —  «  Le  numérateur  de  la  différence  entre 
*«deux  fractions  intégrantes  consécutives  est  toujours  -4-  l  ou 

*  «  —  1 .  » 

*  Cela  est  évident  pour  la  différence  des  deux  premières  fractions 

V  et  -^  ;  car  -^  =  w  et  -7~  =  n  -\ .  Donc  -^ ^  =  — , 

5         61  b  6j  W,  bi  5  w,  ' 

*  dont  le  numérateur  est  bien  égal  à  l .  Il  reste  donc  à  prouver  que 

*  le  numérateur  de  la  différence  entre  deux  fractions  intégrantes 

*  quelconques  égale,  au  signe  près,  celui  de  la  différence  des  deux 

*  fractions  suivantes.  Prenons  donc  au  hasard  trois  fractions  con- 
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a->      oti  «j 

*séciiti VOS  quelconques,  telles  que  -f ,  -F   Pf  y  ,  par   exemple, 

*  la  diUéience  des  deux  dernières  sera 

*  Or,  d'après  ce  qui  précède,  €5  =  è^n^  •+  êj  et  a^  ==:  a-Wj  4-  a^  ; 
*donc 

et  a^ê,,  =  ttiê^ns  +  0364 

*  d'où,  en  soustrayant  a^ês  —  ajêj  =•.  êoa^  —  «36^ 

*  -.  «4         «5         êja^  —  aaêi 

Doue  -^  —   ■^=   ^-s r. 

*  Or,  la  différence  des  deux  autres  fractions  ^  et  -7^  est  égale  à 

D3        04 

«3  «4     «3^4  «4^3 

63  64      ~  ^364 

*  Donc  cette  différence  et  la  précédente  ont  bien  même  numéra- 

*  teur,  au  signe  près.  Ainsi  la  différence  de  la  première  à  la  seconde 

a         a,  ,  \,       f       _ 

j  —  -p- ,  ayant  pour  numérateur  —  '   puisque 

a  «i  1 

;^  =  wet-^  =  MH , 

ê  bi  '    n,' 

*  donne  pour  cette  différence  n  —  (n-\-—\,  c'est-à-dire J, 

*  on  peut  eu  conclure  que  l'on  aurait  i  pour  la  différence  de  la 

*  deuxième  à  la  troisième,  puis  —  l  pour  celle  de  la  troisième  à 

*  la  quatrième.  Ainsi  de  suite. 

69.  *  Proposition  F.  — «  L'Brreur  commise  en  prenant  une  frac- 

*«  tion  intégrante  pour  valeur  de  -r  est  toujours  plus  petite  que  l'u- 

*  «  nité  divisée  par  le  produit  des  dénominateurs  de  cette  fraction  in- 

*  «  tégrante  et  de  la  suivante.  » 
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*  En  effet ,  le  dénominateur  de  la  dilTérence  de  deux  fractions 

*  est  toujours,  comme  ou  sait,  par  la  soustraction  des  fractions , 

*  le  produit  de  ceux  de  ces  fractions.  Ainsi ,  les  dénominateurs  des 

*  différences  des  fractions 

Y'  T~ '  "g^'  ^^^'>  seront  êê, ,  ê,,  ê^,  etc. 

*  D'ailleurs ,  leurs  numérateurs  sont,  comme  ou  vient  de  voir , 

*  —  i,H-l,  —  i,  +  l;  ainsi  ces  différences  seront  successive- 
*ment 

—  1        1        — t      ^ 
etc. 


éSj         Siéj  êoêa 

*  Or,  ^  étant  toujours  comprise,  comme  on  l'a  vu  en  arith- 

*  métique  (p.  77),  entre  deux  fractions  consécutives,  la  différence 

*  d'une  de  ces  fractions  à  -r-  doit  élre  moindre  que  celle  de  cette 

*  fraction  à  l'autre,  c'est-à-dire,  moindre  que  l'unité  divisée  par  le 

*  produit  des  dénominateurs  de  ces  mêmes  fractions. 

C.  Q.  F.  D. 

*  Proposition  VI.  —  «  On  peut  approcher  autant  qu'on  veut  de 

*  «  la  valeur  d'une  fraction  incommensurable  par  les   fractions 

*  «  continues.  » 

*  En  effet,  la  limite  de  cette  approximation  est,  comme  on  vient 

*  de  voir,  l'unité  divisée  par  le  produit  des  dénominateurs  des 

*  deux  dernières  fractions  intégrantes  auxquelles  on  se  sera  arrêté. 
*0r,  cette  limite  sera  d'autant  plus  petite  que  ces  dénominateurs 

*  seront  grands.   Donc ,   comme  ceux-ci  peuvent  devenir  aussi 

*  grands  qu'on  voudra,  il  s'ensuit  que  cette  limite  pourra  devenir 

*  aussi  petite  qu'on  voudra.  C.  Q.  F.  D. 

70.  Des  proportions.  —  On  appelle  |3rojoor^^■o7^  l'égalité  de  deux 
rapports. 

11  y  a  deux  sortes  de  proportions,  l'une  dite  arithmétique ,  ou 
par  différence ,  et  l'autre  géométrique,  ou  par  quotient. 

Définition  I.  —  La  proportion  arithmétique  est  l'égalité  de  deux 
rapports  arithmétiques. 

Définition  II.  —  La  proportion  géométrique  est  l'égalité  de  deux 
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rapports  géomôlriques.  Ordinairement  la  proportion  géométrique 
s'appelle  simplement  proportion,  sans  ajouter  l'épithète  géomé- 
trique. 

On  indique  l'égalité  de  deux  rapports  arithmétiques  en  les  sépa- 
rant par  deux  points,  et  l'égalité  de  deux  rapports  géométriques 
en  les  séparant  par  quatre  points.  Ainsi  ces  deux  formules 

6  .  4  :  10  .  8 
et  6  :  4::  18  :  12 

signiûent ,  la  première,  que  le  rapport  arithmétique  de  6  à  4  égale 
celui  de  10  à  8 ,  et  la  deuxième,  que  le  rapport  géométrique  6  :  4 
égale  le  rapport  18  :  12  ;  l'une  se  lit  en  disant  6  est  à  4  arithmé- 
tiquement,  comme  1 0  est  à  8,  et  l'autre  6  est  à  4  géométriquement, 
comme  18  est  à  12,  ou  simplement  6  est  à  4  comme  18  est  à  12. 

Remarque.  —  On  voit  que  toute  proportion  peut  s'écrire  de  deux 
manières,  ou  comme  on  vient  de  le  dire,  ou  sous  forme  d'équa- 
tion ;  car  il  est  bien  clair  que  les  deux  proportions  ci-dessus  peu- 
vent s'écrire  ainsi  : 

6  —  4  =  10  —  8  pour  la  première , 

—     =      —    pour  la  deuxième. 

Définition  III.  —  Le  rapport  de  gauche  s'appelle  le  premier 
rapport,  et  celui  de  droite,  le  second  rapport;  le  premier  et  le 
dernier  terme  s'appellent  extrêmes,  et  les  deux  autres  s'appellent 
moyens. 

Définition  IV.  —  Lorsque  les  deux  moyens  d'une  proportion 
sont  égaux  au  même  nombre,  on  n'écrit  ordinairement  ce  nombre 
qu'une  fois  entre  les  deux  extrêmes ,  en  séparant  chacun  de  ces  trois 
termes  du  suivant  par  un  point,  si  la  proportion  est  arithmétique, 
et  par  deux  points,  si  elle  est  géométrique;  mais  on  met  en  tête  de 
la  proportion  deux  ou  quatre  points  séparés  par  une  barre,  suivant 
qu'elle  est  arithmétique  ou  géométrique.  Ainsi  les  formules 

f  6  .  4  .  2 

et  ^  9  :  6  :  4 

signifient,  la  première,  que  6  est  à  4  arithmétiquement ,  comme  4 
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est  à  2  ;  et  la  deuxième ,  que  9  est  à  o  géométriquement ,  comme 
6  est  à  4  ;  le  mot  géométriquement  se  sous-eiiteud  ordinairement. 

La  proportion  porte  alors  le  nom  de  continue,  et  la  quantité  qui 
est  au  milieu  de  la  proportion  s'appelle  moyenne  arithmétique  ou 
géométrique,  selon  que  la  proportion  est  arithmétique  ou  géomé- 
trique. On  appelle  moyenne  arithmétique  entre  deux  nombres  une 
quantité  qui  ferait  avec  ces  deux  nombres  une  proportion  arithmé- 
tique, où  elle  occuperait  les  deux  places  moyennes;  et  l'on  pour- 
rait donner  une  définition  semblable  pour  la  moyenne  géométri- 
que entre  deux  nombres. 

71 .  *  Dans  le  langage  ordinaire,  on  prend  souvent  le  mot  de  pro- 

*  portion  dans  le  sens  de  ce  que  nous  avons  appelé  rapport,  comme 

*  lorsqu'on  demande  dans  quelle  proportion  deux  liquides  sont 

*  mêlés  ensemble. 

'  Plusieurs  pensent  que  l'idée  du  rapport  de  deux  quantités  est 

*  une  de  ces  idées  premières  que  l'on  a  déjà  antérieurement  à  toute 

*  étude  mathématique,  et  que  l'on  devrait  renoncer  à  définir  ce 
'  mot,  mais  s'en  servir  pour  définir  les  autres.  Dans  le  fait,  je  crois 

*  bien  difficile  de  dire  ce  qu'on  entend  par  rapport  de  deux  quan- 
'^  tilés ,  lorsque  ces  deux  quantités  n'ont  pas  de  commune  mesure , 

*  comme  nous  l'avons  dit ,  p.  193 ,  pour  la  diagonale  d'un  carré  et 

*  son  côté.  Eq  effet ,  on  dira  bien ,  pour  le  rapport  incommensu- 

*  rable  comme  pour  le  rapport  commensurable  de  .deux  quantités , 

*  que  c'est  le  quotient  de  ces  quantités ,  ou  bien ,  en  remontant 

*  aux  définitions  de  la  division  (p.  26)  et  de  la  multiplication  (p.  39), 

*  que  c'est  le  nombre  entier  ou  fractionnaire  de  l'une  de  ces  quan- 

*  tités  qu'il  faut  prendre  pour  avoir  l'autre.  Mais  que  signifie  cette 

*  réponse  dans  le  cas  de  l'incommensurable ,  c'est-à-dire,  dans  le 

*  cas  où  il  n'y  a  aucun  nombre  entier  ni  fractionnaire  de  l'une  des 

*  quantités  données  qui  puisse  reproduire  l'autre? 

*  Ce  que  nous  disons  du  rapport  incommensurable  s'applique  à 

*  ce  qu'on  appelle  nombre  incommensurable  (p.  157)  ;  il  est  à  re- 

*  gretter  qu'on  n'ait  pas  pris  une  autre  dénomination  :  car  il  im- 

*  plique  dans  les  termes  d'appeler  nombre  ce  qui  ne  peut  être  ex- 

*  primé  par  aucun  nombre.  Il  est  vrai  que  cette  contradiction 

*  disparaît  dès  qu'on  donne  du  nombre  la  définition  suivante  : 

*  Le  nombre  est  tout  ce  qui  exprime  le  rapport  d'une  quantité 
»  à  l'unité ,  et  alors  on  regarde ,  selon  que  nous  venons  de  le  dire, 
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*  ridée  de  rapport  comme  siilTisammcnt  conçue  par  loiU  le  monde 

*  avant  toute  étiule  pour  qu'il  n'y  ait  pas  besoin  de  la  délinir.  Mais 

*  il  me  semble  que  dans  notre  esprit  l'idée  de  nombre  est  dilTé- 

*  rente  de  celle  de  rapport.  Le  nombre  (p.  3),  n'est  que  un  ou  cer- 

*  taine  partie  aliquote  de  un,  que  l'on  prend  une  ou  plusieurs  fois, 

*  taudis  que  je  défiuirais  ainsi  le  rapport,  ou  le  quotient,  car  ces 

*  deux  mots  étant  synonymes  doivent  être  définis  ensemble. 

DÉFi.MTiON.  —  *  Le  RAPPORT  OU  k  QUOTIENT  de  deux  quantités 

*  est  le  résultat  de  la  comparaison  qu'on  fait  de  ces  deux  quan- 

*  tités  pour  connaître  de  quelle  grandeur  Vune  est  relativement, 

*  à  l'autre. 

*  Cette  définition,  qui  à  la  rigueur  n'en  est  pas  une  et  n'est  vrai- 

*  meut  qu'une  explication  ,  ne  rentre  dans  celle  du  nombre  que 

*  lorsqu'il  s'agit  de  rapport  commensurable,  parce  que  dans  ce  cas 

*  c'est  par  un  nombre  que  l'on  exprime  de  quelle  grandeur  est  l'une 

*  des  quantités  données  relativement  à  l'autre  ;  taudis  que  dans  le 

*  cas  do  deux  quantités  incommensurables  l'une  par  rapport  à 

*  l'autre,  il  n'existe  plus  de  nombre  qui  puisse  exprimer  leur  ma- 

*  nière  d'être  l'une  à  l'égard  de  l'autre,  c'est-à-dire,  leur  rapport, 
'quoique  ce  rapport  existe  encore.  Ainsi,  selon  moi,  l'idée  de 

*  rapport  a  plus  d'extension  que  celle  de  nombre. 

*  Il  est,  au  reste,  facile  de  voir  au  premier  abord  que  notre  dé- 

*  finition  ne  peut  s'appliquer  au  rapport  arithmétique  ;  car  le  rap- 

*  port  arithmétique,  c'est-à-dire,  la  dilférence  de  deux  quantités, 

*  ne  dit  pas  de  quelle  grandeur  l'une  est  par  rapport  à  l'autre.  Si, 

*  par  exemple,  la  différence  de  deux  longueurs  est  d'un  mètre,  elles 

*  pourront  être  presque  égales  si  elles  sont  toutes  deux  de  plusieurs 

*  lieues,  ou  la  première  infiniment  plus  petite  que  l'autre,  si  cette 

*  première  n'est  qu'une  petite  fraction  de  millimètre. 

*  L'idée  du  nombre,  par  laquelle  nous  nous  le  représentons  comme 

*  n'étant  que  un  ou  certaine  partie  de  un  que  l'on  prend  une  ou 

*  plusieurs  fois ,  ne  pourrait  être  étendue  au  cas  incommensu- 

*  rable  qu'en  poussant  jusqu'à  l'infini  ;  alors  on  dirait  que  le  nom- 

*  bre  incommensurable  est  ce  que  vaut,  par  rapport  à  l'unité,  toute 

*  quantité  qui  ne  peut  s'exprimer  que  par  un  nombre  infini  de  par- 
'  ties  infiniment  petites  de  l'unité. 

*  Ainsi,  il  y  a  deux  partis  à  prendre  :  l'un,  qui  est  celui  que  nous 

*  adoptons,  et  où  l'on  regarde  l'idée  de  nombre  comme  différente 
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*  de  celle  de  rapport ,  et  l'autre  où  l'on  regarde  le  nombre  comme 

*  n'étant  autre  chose  qu'un  rapport.  Mais  quelque  parti  que  l'on 

*  prenne,  il  faut  toujours  regarder  l'idée  de  rapport  comme  étant 

*  une  sorte  d'idée  première  qu'on  ne  définit  pas  et  dont  on  donne 

*  seulement  une  expression  telle  quelle  en  disant   que  c'est  ce 

*  par  quoi  nous  concevons  de  quelle  grandeur  une  quantité  est 

*  par  rapport  à  une  autre. 

'  Dans  le  premier  parti,  c'est-à-dire,  dans  notre  manière  de  voir, 

*  quoiqu'il  n'y  ait  pas  lieu  de  définir  le  nombre  dans  le  cas  de  l'in- 

*  commensurable ,  puisque  c'est  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  nombre, 

*  il  y  a  cependant  lieu  à  définir  la  multiplication  et  la  division  de 

*  la  manière  suivante  : 

*  1°  La  multiplication  de  deux  quantités  a  pour  objet  d'en  trou- 

*  ver  une  troisième  qui  ait  avec  le  multiplicande  le  même  rapport 

*  que  le  multiplicateur  avec  l'unité.  Ou,  si  l'on  veut,  \e produit  est 

*  une  quantité  qui  est  de  même  grandeur  par  rapport  au  multipli- 

*  cande  que  le  multiplicateur  par  rapport  à  l'unité. 

*  2**  Dans  la  division,  ce  qu'on  appelle  quotient  n'est  que  le  rap- 

*  port  du  dividende  au  diviseur. 

*  Dans  l'autre  parti,  on  peut  toujours  prendre  la  même  définition 

*  qu'en  arithmétique. 

*  1"  Pour  la  multiplication,  le  produit  est  un  nombre  dumulti- 

*  plicande  égal  au  nombre  d'unité  que  vaut  le  multiplicateur  ;  et 

*  comme  le  nombre  n'est  qu'un  rapport,  cela  revient  à  dire  ici, 

*  comme  tout  à  l'heure,  que  \e  produit  est  dans  le  même  rapport 

*  avec  le  multiplicande  que  le  multiplicateur  avec  Vunité. 

*  '2^  Pour  la  divisi on,  \e  quotient  est  le  nombre  du  diviseur  qu'il 

*  faut  prendre  pour  avoir  le  dividende;  et  comme  le  nombre  n'est 

*  qu'un  rapport,  cela  revient  encore  à  dire  ici,  comme  tout  à  l'heure, 

*  que  le  quotient  est  le  rapport  du  dividende  au  diviseur. 

*  Enfin ,  on  peut  nous  reprocher  que  nous  changeons  mainte- 

*  nant  l'ordre  que  nous  avions  établi  au  commencement  dans  les 

*  opérations  de  l'arithmétique.  Ainsi,  en  se  reportant  en  arithméti- 

*  que,  on  se  rappelle  que  la  définition  du  quotient  reposait  sur  celle 

*  du  produit,  et  maintenant  la  notion  que  nous  venons  de  donner 

*  du  produit  repose  au  contraire  sur  celle  de  ce  qu'on  appelle 

*  quotient  ou  rapport.  Mais  avec  un  peu  de  réflexion,  on  verra 

*  que  même  dès  l'arithmétique  nous  avons  fondé  la  notion  de  pro- 


ALGÈBRE.  208 

*  rfw7  sur  celle  de  quotient;  car  la  notion  de  la  multiplication 

*  donnée  p.  2(5,  est  loudée  sur  celle  du  nombrt!  ;  et  le  nombre  étant, 

*  par  la  délinition  de  la  p.  3,  tout  ce  qui  répond  à  la  question  com- 

*  bien ,  est  un  quotient. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  sur  les  proportions  arithmétiques, 
parce  qu'elles  sont  de  peu  d'usage;  nous  établirons  seulement  la 
proposition  suivante  : 

72.  Proposition,  —  «  Dans  toute  proportion  arithmétique,  la 
«  somme  des  moyens  est  égale  à  celle  des  extrêmes.  » 

En  ellet,  supposons  que  a.b  :  c.d  représente  une  proportion 
arithmétique,  on  pourra  l'écrire  ainsi . 

a  —  b  =  c  —  d. 

Or,  dans  cette  équation,  si  nous  faisons  passer  chacun  des 
termes  —  6  et  —  rf  du  membre  oîi  il  est  dans  l'autre ,  cela  donnera 

a-{-  d  =  c~^  b; 

mais  a  -^d  est  la  somme  des  extrêmes ,  et  <?  +  6  est  celle  des 
moyens.  Donc,  etc. 

Corollaire.  —  La  moyenne  arithmétique  de  deux  nombres  est 
égale  à  leur  demi-somme.  En  effet ,  représentons  par  -4-  m.n.r 
une  proportion  continue ,  où  n  est  la  moyenne  arithmétique  entre 
tn  et  /•,•  cette  formule  revient  hm.n  :n.r,  qui,  d'après  notre  pro- 
position ,  donne  m  H-  w  ou  2w  =  m  ■+■  r,  d'où 

m-\-r 
n=—^.  C.Q.F.D. 

Remarque.  —  Souvent  on  sous-entend  le  mot  arithmétique ,  et 

^M      II,    y* 

l'on  dit  que  — - —  est  la  moyenne  entre  m  et   r. 

Définition.  —  En  général,  on  appelle  moyenne  entre  plusieurs 
quantités  la  somme  de  ces  quantités  divisée  par  leur  nombre; 
ainsi,  pour  trouver  la  moyenne  entre  les  quatre  nombres  8,  15, 
16  et  17,  on  fera  la  somme  de  tous  ces  nombres,  laquelle  est  56, 
et  on  la  divisera  par  4,  ce  qui  donnera  ^  ou  14  pour  la  moyenne 
entre  8, 15,  I6et  17. 

Passons  maintenant  aux  proportions  géométriques,  ainsi  nom- 
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mées  à  cause  de  leur  usage  si  fréquent  en  géométrie  ;  nous  sous- 
entendrons  désormais ,  comme  on  le  fait  ordinairement ,  le  mot 
géométrique. 

75.  Proposition  I.  —  «  Dans  toute  proportion,  le  produit  des 
«  extrêmes  est  égal  à  celui  des  moyens.  " 

En  effet ,  supposons  qnea  :  b  ::  c  :  d  représente  une  propor- 
tion, on  pourra  l'écrire  ainsi  : 

a  c 

T  ~T 

Or ,  en  chassant  les  dénominateurs  de  cette  équation ,  on  trouve 

ad  =  bc, 

oiiaeXd  sont  les  extrêmes  et  b  et  c  les  moyens.  Donc ,  etc. 

■Corollaire.  —  La  moyenne  géométrique  de  deux  nombres  égale 
la  racine  carrée  du  produit  de  ces  nombres.  En  effet,  suppo- 
sons que  b  représente  la  moyenne  géométrique  entre  a  et  c,  cela 
signifie  qu'on  a  «  :  6  \'.b  :  c;  d'où  6  x  6  =:  a  X  c,  ou  6'  =  ac; 

donc  b  =  XX'ac. 

74.  Proposition  IL  —  «  Réciproquement ,  si  quatre  nombres 
«  écrits  sur  une  même  ligne  sont  tels  que  le  produit  des  moyens 
«  soit  égala  celui  des  extrêmes,  je  dis  que  ces  nombres  forment 
«tme  proportion.  » 

En  effet,  représentons  ces  nombres  par  a,  b,  c,  d,  et  supposons 

ad  =  bc, 

je  dis  qu'on  pourra  écrire  «  :  b  ::  c  :  d;  car  on  peut  faire  passer 
en  diviseur  chacun  des  facteurs  d  et  6  du  membre  où  il  est  dans 
l'autre  membre.  Or,  cela  donnera 

—  =:  ^>  ou  bien  a  :  b  ::  c  :  d. 
b        d 

Donc ,  etc. 

75.  Proposition  III.  —  «  On  peut  écrire  une  proportion  de  huit 
«  manières.  » 

En  effet,  il  est  clair  que,  d'après  la  proposition  précédente,  on 
pourra  faire  dans  les  tennes  d'une  proportion  toutes  les  inversions 
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qui  laisseront  le  produit  des  extrêmes  égal  à  celui  des  moyens;  or, 
ou  n'altère  pus  la  valeur  d'un  produit  en  changeant  l'ordre  de  ses 
facteurs.  Donc  on  pourra  changer  mutuellement  déplace  les  moyens 
d'une  proportion,  et  pareillement  les  extrêmes;  car,  comme  on  ne 
fera  par  là  que  changer  l'ordre  des  facteurs  du  produit  des  moyens, 
ou  de  celui  des  extrêmes,  on  n'altérera  pas  l'égalité  de  ces  produits 
entre  eux. 

D'après  cela,  comme  il  y  a  deux  manières  d'arranger  l'un  à 
côté  de  l'autre  les  moyens  d'une  proportion,  cela  fournira  déjà 
deux  manières  d'écrire  une  proportion  ;  à  savoir  : 

a  :  b  ::  c  :  d, 
ou  bien      a  :  c  ::  b  :  d. 

En  second  lieu ,  comme  on  peut ,  dans  chacune  de  ces  deux 
proportions,  changer  mutuellement  de  place  les  extrêmes,  on  voit 
qu'elles  en  fourniront  encore  deux  autres  ;  à  savoir  : 

d  :  b  ::  c  :  a, 
et      d  :  c  ::  b  :  a. 

Mais ,  dans  ces  quatre  proportions ,  ce  sont  toujours  les  mêmes 
quantités  b  et  c  qui  servent  de  moyens ,  et  les  mêmes  quantités  a 
et  d  qui  servent  d'extrêmes.  Or,  on  peut  bien  mettre  dans  chacune 
de  ces  quatre  proportions  les  moyens  à  la  place  des  extrêmes,  et 
les  extrêmes  à  la  place  des  moyens,  sans  qu'il  cesse  d'y  avoir  pro- 
portion; car,  de  cette  manière,  le  produit  des  extrêmes  restera 
toujours  égal  à  celui  des  moyens.  Cela  donnera  encore  quatre 
autres  proportions  : 

b  :  a  ::  d  :  c, 

c  :  a  ::  d  :  b, 

b  :  d  ::  a  :  c, 

c  :  d  ::  a  :  b. 

Ce  qui  fait  en  tout  buit  manières  d'écrire  une  proportion  ;  et  îl 
est  certain  qu'il  n'y  eu  a  pas  d'autre,  car  il  est  évident  qu'il  n'y  a 
pas  d'autre  changement  qui  laisse  le  produit  des  moyens  égal  au 
produit  des  extrêmes,  que  de  changer  l'ordre  des  facteurs  de  ces 
produits ,  ou  de  prendre  ces  produits  l'un  à  la  place  de  l'autre. 

76.  Proposition  IV.  —  «  Étant  donnés  trois  des  quatre  termes 
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"  d'une  proportion,  on  peut  calculer  l'autre  que  l'on  suppose  in- 
«  connu.  » 

i"  Si  le  terme  inconnu  est  un  extrême,  laites  le  produit  des 
moyens  et  divisez  par  l'extrême  connu.  Ainsi,  pour  trouver  a; dans 
la  proportion  suivante  : 

3  :  4  ::  5  :  X, 
on  multipliera  4  par  5,  ce  qui  donne  20,  et  on  divisera  ce  résultat 

20 

par  3,  ce  qui  donnera  —  ou  6  |  pour  valeur  de  x.  Cela  est  évi- 

dent  ;  car,  dans  toute  proportion ,  le  produit  des  extrêmes  étant 
égal  à  celui  des  moyens ,  la  proportion  ci-dessus  donne 

3a;  =  4  X  5, 
d'où 

œ  =  i^.  C.  Q.  F.  D. 

O 

2"  Si  le  terme  inconnu  est  un  moyen ,  faites  le  produit  des  ex- 
trêmes et  divisez-le  par  le  moyen  connu.  Ainsi,  pour  trouver  x 
dans  la  proportion 

2  :  X  ::  z  :  4, 

on  fera  le  produit  8  de  2  par  4,  et  ou  divisera  8  par  3,  ce  qui 
donne 

La  raison  en  est  ici  pareille  à  la  précédente  ;  car  la  proportion 
ci-dessus  donne  le  produit  des  extrêmes  égal  à  celui  des  moyens , 
c'est-à-dire, 

•    3*'  =  4  X  2, 
d'où 

X  =  ^-^-^.  C.  Q.  F.  D. 

77.  Proposition  V.  —  -Dans  toute  proportion,  on  peut  mul- 
«  tiplier  ou  diviser  par  un  même  nombre ,  soit  les  deux  termes  d'un 
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«  même  rapport ,  soit  les  ternies  de  même  nom,  c'est-à-dire,  les 
«  deux  antôtcdents  ou  les  deux  conséquculs.  » 

Ainsi,  étant  donnée,  par  exemple,  la  proportion  a  :  b  ::  c  :  d, 
je  dis  qu'on  peut  en  conclure  na  :  ?ib  ::  c  :  d,  ou  na  :  b  ::  ne 
:  d;  car,  dans  les  deux  cas,  un  des  termes  multipliés  par  n  est  un 
extrême  et  l'autre  est  un  moyen.  L'opération  revient  donc  à 
multiplier  par  ce  mémo  nombre  n  le  produit  des  extrêmes  et  celui 
des  moyens,  qui,  parla,  restent  toujours  égaux ,  et  par  consé- 
quent la  proportion  subsiste  toujours. 

7«».  Propos/ lion  VI .  —  «Dans  toute  proportion,  on  pont  preu- 
'  dro  la  somme  ou  la  dil'l'érence  de  chaque  antécédent  avec  un 
«  certain  nombre  de  l'ois  son  conséquent,  et  la  comparer  à  ce  cou- 
«  séquent  sans  qu'il  cesse  d'y  avoir  proportion.  » 

Ainsi,  de  la  proportion  «  :  6  :  :  c  :  c/,  je  dis  qu'on  peut  conclure  : 

a±  nb  :  b  :  :  c  dtz  nd  :  d. 
En  effet,  la  proportion  a  :  b  ::  c  :  d  peut  s'écrire  ainsi  : 

a c 

b~  d 

Or,  on  peut  ajouter  ou  retrancher  un  même  nombre  n  aux  deux 
membres  de  cette  équation  :  cela  donnera 

b  d 

Maintenant,  appliquons  ici  la  règle  donnée  en  arithmétique, 
page  66,  pour  réunir  en  une  seule  expression  fractionnaire  un 

nombre  entier  w  et  une  fraction  t,  on  aura 

a±nb       cztnd        ..  ■      ,      ,  ^     ,      7 

— r —  =  — n — ,  ou  bien  a  ±  ?ib  :  b  ::  e  nz  nd  :  d. 
b  d 

C.  Q.  F.  D. 

79.  Proposition  VU.  —  «  Dans  toute  proportion,  la  somme  ou 
«  la  différence  du  premier  antécédent  et  d'un  certain  nombre  de 
«  fois  le  deuxième  antécédent  est  à  celle  des  conséquents  comme 
«  un  antécédent  est  à  son  conséquent.  >- 

Ainsi,  de  la  proportion  «  :  6  :  :  t*  :  rf ,  je  dis  que  l'on  peut  con- 
clure : 

14 
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a  "àz  ne  :  b  ±  nd  ::  a  :  b ,  on  ::  c  :  d. 

Ea  effet,  la  proportion  a  :  b  ::  c  :  d  donne  a  :  c  ::  b  :  d; 
d'où  l'on  conclut,  par  la  proposition  précédente, 

a ±1  ne  :  c  ::  b ±: nd  :  d , 

et,  changeant  les  moyens  de  place  dans  cette  proportion,  on 
trouve 

a±nc  :  b±nd  y.  c  :  d.  C.  Q.  F.  D. 

Remarque. — Dans  les  sommes  ou  différences  aztnô,  a±nc,  etc., 
des  deux  propositions  précédentes,  il  n'y  a  que  les  seconds  termes 
qui  soient  multipliés  par  un  nombre  entier  n  ;  mais  on  pourrait 
multiplier  les  premiers  termes  aussi  par  un  même  nombre  m,  et 
les  proportions  seraient  toujours  exactes.  Ainsi,  je  dis  que  la  pro- 
portion a  :  b  ::  e  :  d  donne 

ma ±nb  :  b  ::  mc± nd  :  d 
et  ma  di  ne  :  mb  ±nd  ::  a  :  b. 

En  effet,  on  peut  multiplier  les  deux  antécédents  dea  :  b  ::  e  :  d 
par  un  même  nombre  m,  et  appliquer  sur  ma  :  b  ::  me  :  d  la  pre- 
mière des  deux  propositions  précédentes  :  cela  donnera  la  première 
proportion  ci-dessus.  Ensuite,  pour  avoir  la  seconde,  il  suffira  de 
multiplier  les  deux  termes  du  premier  rapport  de  «  :  ô  :  :  c  :  fZ 
par  un  même  nombre  m,  et  d'appliquer  sur  ma  :  mb  '.:  e  :  d  la 
proposition  que  nous  venons  d'établir  :  cela  donnera  la  deuxième 
proportion  ci-dessus, 

80.  Proposition  VIII.  —  «  Dans  une  suite  de  rapports  égaux , 
«  la  somme  des  antécédents  est  à  celle  des  conséquents  comme  un 
«  antécédent  est  à  son  conséquent.  » 

Ainsi  je  dis  que,  sia  :  b  ::  a'  :  b'  ::  a"  :  b"  ::  etc.,  on  pourra 
en  tirer 

a  +  «'  4-  a"  +  etc.  :  6  4-  6'  H-  6"  +  etc.  ::  a  :  b, 

ou  ::  a'  :  b', 
ou  etc. 

En  effet ,  appelons  n  la  valeur  commune  à  tous  nos  rapports 
égaux,  nous  aurons 
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«  _        «'  a" 

b~^>  y  —  ^''  ^T,  =  M,  etc.; 

d  où  l'on  tire,  en  chassant  les  dénominateurs  b,  b' ,  b",  etc. 

a  =  bn,    a'  =  b'n,    a"  =  b'n,  etc. 
Ajoutons  toutes  ces  équations,  et  nous  aurons 

a  ^  a'  4-  a"  +  etc.  =  bn  -h  b'n  +  b'n  -f-  etc., 
ou  bien ,  en  mettant  n  en  fadeur  commun,  p.  1 19,  2"  : 

a^a'  -^  a"  +  etc.  =  {b  ^  b'  ^  b"  -h  etc.)w; 

mais,  en  faisant  passer  en  diviseur  du  premier  membre  la  paren- 
thèse qui  est  en  facteur  dans  le  second,  on  obtient 

a-\-a'  -ir  a"  +  etc. 

6 +  6' +  6"  + etc.  ~^- 

Les  deux  sommes ,  l'une  des  antécédents  et  l'autre  des  conséquents 
ont  donc  entre  elles  le  même  rapport , qu'un  des  antécédents  av^c 
son  conséquent.  C  0   F  T) 

81  Proposition  IX.  -  «  On  peut  élever  à  une  mêmVpuissance 
«  tous  les  termes  d'une  proportion ,  ou  en  tirer  la  racine  d'un  cer- 
«  tam  degré  sans  troubler  la  proportion.  » 

Ainsia  :  b  y.  c  :  d  donnea»  :  6»  ::  c"  :  d\  Eu  effet,  on  a 
toujours  ' 

a        c 
T~d'' 

or,  en  élevant  ces  deux  fractions  toutes  deux  à  la  n'  puissance  ou 
en  tn-ant  la  racine  n^  de  toutes  deux,  l'égalité  subsistera  encore  • 
on  aura  donc 

rs-  =  >  ou  bien  —^^  =  ^l_f . 
Donc 

a"  :  6°  ::  c°  :  d\  ou  bien  Vit  :  S/l  ;:  Vl  :  VT 

C.  Q.  F.  D. 

14. 
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Bemarque.  —  Les  neuf  propositions  précédentes  indiquent  toutes 
les  proportions  que  l'on  peut  tirer  d'une  même  proportion,  quand 
on  n'en  donne  pas  d'autre  conjointement  avec  elle.  Voyons 
maintenant  le  cas  où  l'on  donnerait  plusieurs  proportions  à  la 
fois. 

82.  Proposition  X.  —  «  Quand  on  a  plusieurs  proportions,  on 
«  peut  les  multiplier  terme  à  terme,  et  les  quatre  produits  qui  en 
«  résulteront  seront  encore  en  proportion.  « 

Ainsi,  étant  données  les  proportions 

a  '.  b  '.:  c  :  d, 

a'  :  b'  '.'.  c'  :  d' , 

a"  :  6"  :  :  c"  :  d", 

etc.,  etc., 

je  dis  qu'on  peut  en  déduire 

aa'a"...  :  bb'b"...  ::  cc'c"...  :  dd'd"... 

En  efiet,  les  proportions  données  peuvent  s'écrire  ainsi  : 

a    c      a' c'      a"  c^ 

b  -~1'  1/  ~'df''   W~~dr'  ^"^*' 

or,  les  produits  de  plusieurs  fractions  égales  doivent  être  égaux  ; 
donc 

aa'a"...  cc'c"... 

bb'b"...  ~~  dd'd"...' 
ou  bien 

aa'a"...  :  bb'b"...  ::  cc'c"...  :  dd'd"...  C.  Q.  F.  D. 

85.  Proposition  XL  —  «  Quand  deux  proportions  ont  les 
«  mêmes  antécédents,  on  peut  faire  une  proportion  avec  leurs  con- 
«  séquents ,  et  dans  le  cas  de  proportions  à  conséquents  égaux ,  ce 
«  sont  les  antécédents  qu'on  peut  mettre  en  proportion.  » 

Par  exemple,  si  l'on  a 

a  :  b  ::  c  :  d 
et    a  :  b'  ::  c  :  d', 
ou  en  conclut    b  :  b'  '.'.  d  :  d' ; 
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car,  en  changeant  les  moyens  de  place  dans  les  deux  premières 
proportions  ci-dessus ,  on  en  tire  celles-ci  : 

a  '.  c  ::  b  :  d 
et    a  :  c  '.'.  W  :  d'; 

lesquelles,  ayant  un  rapport  commun  a  '.  c ,  permettent  d'en 
conclure  que  les  deux  autres  rapports  b  :  d  et  b'  :  d' sont  égaux 
et  donnent  b  :  d  ::  b'  :  d',  ou,  en  changeant  les  moyens  de  place, 
b  :  b'  ::  d  :  d'. 

Je  dis,  de  plus,  que  si  l'on  avait 

a  :  b  ::  c  :  d 
et    a'  :  b  ::  c'  :  d, 
on  en  conclurait   a  :  a'  ::  c  :  c'; 

ce  qui  se  démontrerait  comme  le  cas  précédent,  en  changeant  les 
moyens  de  place. 

84,  Nous  allons  maintenant  passer  à  quelques  applications  des 
proportions;  et,  pour  nous  mieux  faire  entendre  dans  ces  applica- 
tions, il  faut  définir  ce  que  l'on  entend  en  mathématiques  par 
quantités  proportionnelles  les  unes  aux  autres. 

Définition  I.  —  On  dit  que  deux  espèces  de  quantités  sont  -pro- 
portionnelles l'une  à  l'autre,  lorsqu'elles  dépendent  tellement  l'une 
de  l'autre ,  que ,  quand  l'une  croît  ou  décroît  dans  un  certain  rap- 
port ,  l'autre  croit  aussi  ou  décroît  dans  le  même  rapport  ;  c'est- 
à-dire  que,  si  l'une  devient  deux  ou  trois  fois  plus  grande,  par 
exemple,  l'autre  devient  aussi  deux  ou  trois  fois  plus  grande.  Par 
exemple,  le  chemin  que  fait  un  voyageur,  et  le  temps  employé  à 
faire  ce  chemin  sont  deux  espèces  de  quantités  proportionnelles 
l'une  à  l'autre;  car  il  est  clair  que  plus  le  voyageur  marchera  long- 
temps, plus  le  chemin  parcouru  sera  grand. 

Remarque.  —  Pour  exprimer  que  deux  quantités  sont  propor- 
tionnelles, on  dit  encore  qu'elles  sont  en  raison  directe  l'une  de 
l'autre,  ou  simplement  en  raison  l'une  de  l'autre;  ainsi,  on  dit 
que  le  chemin  fait  par  un  voyageur  est  en  raison  du  temps  qu'il  y 
met. 

Définition  IL  —  On  dit  que  deux  espèces  de  quantités  sont  in- 
versement proportionnelles j  ou  sont  en  raison  inverse  l'une  de 
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l'autre,  quand  elles  dépendent  tellement  l'une  de  l'autre,  que  si  * 
l'une  croît  ou  décroît  dans  un  certain  rapport,  l'autre  décroît,  au 
contraire,  ou  croît  dans  le  même  rapport. 

Définition  III.  —  Un  rapport  est  dit  inverse  d'un  autre  lorsqu'il 
a  les  mêmes  termes  que  lui,  mais  dans  un  ordre  renversé;  ainsi, 

3 

le  rapport  3  :  4  est  — ,  tandis  que  le  rapport  inverse  4  :  3  serait 

4 

—  ;  de  même,  le  rapport  de  16  :  8  étant  2,  celui  de  8  :  16  serait 

o 

— .  En  général,  si  on  désigne  par  a  le  rapport  de  deux  quantités,  — 

sera  égal  au  rapport  inverse. 

_  83.  Proposition  I.  — «  Quand  on  a  deux  espèces  de  quantités 
«  proportionnelles  l'une  à  l'autre ,  le  rapport  de  leurs  valeurs  nu- 
«  mériques  correspondantes  est  invariable  tant  qu'on  ne  change  pas 
«  d'unités.  Réciproquement,  lorsque  ce  rapport  est  invariable,  on 
«  peut  être  sur  que  les  deux  espèces  de  quantités  sont  directement 
«  proportionnelles.  » 

Ainsi,  s'il  s'agit ,  par  exemple,  de  la  quantité  d'eau  fournie  par 
une  source  et  du  temps  employé  à  la  fournir,  et  que  la  quantité 
d'eau  fournie  pendant  3  heures,  je  suppose,  soit  de  15  litres,  le 
rapport  de  ces  deux  valeurs  15:3  sera  5,  et  je  dis  que,  tant  qu'on 
ne  changera  pas  d'unités,  c'est-à-dire  que  l'on  comptera  le  temps 
par  heures  et  l'eau  par  litres,  5  sera  perpétuellement  le  rapport  du 
temps  de  l'écoulement  à  la  quantité  d'eau  qu'il  fournit,  et  que,  si 
l'on  considère  l'eau  fournie  parla  source  en  7  heures,  cette  quantité 
sera  de  35  Htres,  dont  le  rapport  à  7  est  5. 

En  effet ,  pour  ne  rien  présupposer ,  au  lieu  de  représenter  par 
35  litres  la  quantité  d'eau  fournie  pendant  7  heures ,  représentons 
cette  quantité  par  x,  nous  pourrons  écrire  que  la  source  coulant 
pendant 

d'abord    3  heures,  ensuite  7  heures, 
fournit  d'abord  15  litres,  ensuite  .r  litres. 

La  première  de  ces  deux  lignes  offre  deux  valeurs  différentes 
pour  la  première  espèce  de  quantité ,  c'est-à-dire,  pour  le  temps  de 
l'écoulement  de  la  source,  et  la  seconde  ligne  offre  deux  valeurs 
correspondantes  de  la  seconde  espèce  de  quantité ,  c'est-à-dire ,  de 
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l'eau  loiirnie  par  cet  écoulomcnt.  Or,  d'après  la  déûnitioii,  quand 
deux  espèces  de  quanlilés  sont  proportionnelles,  les  diverses  valeurs 
de  l'une  d'elles  ont  entre  elles  le  même  rapport  que  celles  de  l'au- 
tre :  le  rapport  des  nombres  3  et  7  de  la  première  ligne  ci-dessus 
égale  donc  celui  de  15  à  a;  de  l'autre.  Donc 

3  :  7  ::  15  :  a;. 

Or,  on  peut  changer  les  moyens  de  place;  donc  3  :  15  ::  i  :  x, 

ou  15  :  3  ::  a?  :  7.  C.  Q.F.D. 

La  réciproque  se  démontrerait  de  la  même  manière. 

Remarque  I.  —  Nous  avons  dit  :  tant  qu'on  ne  change  pas 
d'unité;  c'est  qu'en  effet  il  est  bien  clair  qu'en  général  le  rapport 
des  valeurs  de  nos  deux  espèces  de  quantités  ne  serait  plus  5  dans 
l'exemple  ci-dessus ,  si ,  au  lieu  de  compter  le  temps  par  heure ,  on 
le  comptait  par  minute,  par  exemple,  qui  est  une  unité  soixante 
fois  plus  petite;  car  nos  trois  heures  valant  180  minutes,  le  rapport 

15  1 

des  15  litres  à  ces  180  minutes  serait  -r--  ou  -—.  Cependant,  dans 

le  cas  particulier  où ,  après  avoir  pris  la  minute  au  lieu  de  l'heure, 
on  prendrait  aussi ,  pour  mesurer  l'eau,  une  mesure  GO  fois  plus 
petite  que  le  litre ,  le  rapport  de  l'eau  au  temps  serait  encore  5  ; 
mais,  à  ce  seul  cas  près,  on  peut  dire  qu'en  général  le  rapport 
change  quand  on  change  d'unité. 

Remarque  II.  — Nous  avons  parlé,  dans  tout  ce  qui  précède, 
seulement  du  rapport  des  valeurs  numériques  des  deux  espèces  de 
quantités  que  l'on  considère ,  et  non  du  rapport  de  ces  quantités 
elles-mêmes  5  et ,  en  effet ,  ces  quantités,  étant  d'espèces  différen- 
tes, ne  peuvent  être  comparées.  Ainsi,  dans  l'exemple  précédent,  on 
ne  peut  comparer  l'eau  au  temps  :  cela  est  bien  clair  ;  mais  on  peut 
parfaitement  comparer  entre  elles  les  valeurs  numériques  de  ces 
quantités,  parce  que  ces  valeurs  sont  des  nombres  qui  ont  tou- 
jours entre  eux  un  certain  rapport.  Cependant  on  ne  fait  pas  diffi- 
culté d'employer  cette  façon  de  parler  :  Veau  qui  s'écoule  est  au 
temps  (Je  ^écoulement  dans  tel  ou  tel  rapport;  mais  cela  s'entend 
toujours  du  rapport  des  valeurs  numériques  de  cette  eau  et  de 
ce  temps.  Ainsi,  par  la  suite,  quand  nous  parlerons  du  rapport  de 
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deux  quantités  d'espèces  différentes,  cela  s'entendra  toujours  du 
rapport  des  valeurs  numériques  de  ces  quantités. 

86.  Propositio7i  II.  —  «  Le  produit  des  valeurs  correspondantes 
«  de  deux  quantités  inversement  proportionnelles  l'une  par  rapport  à 
«  l'autre,  est  invariable  tant  qu'on  ne  change  pas  d'unité.  La  réci- 
«  proque  est  vraie.  » 

Supposons ,  par  exemple ,  qu'il  s'agisse  pour  première  quantité 
du  nombre  d'ouvriers  employés  à  faire  un  certain  ouvrage ,  et 
pour  seconde  quantité,  du  temps  qu'ils  ont  mis  à  le  faire,  et  que  4 
ouvriers  aient  mis  ;]  jours  à  faire  cet  ouvrage  :  le  produit  de  ces 
deux  nombres  sera  12,  et  je  dis  que  12  sera  encore  le  produit  des 
nombres  d'ouvriers  et  de  jours  nécessaires  pour  faire  le  même 
ouvrage  dans  le  cas  où ,  au  lieu  de  4  ouvriers ,  on  en  prendra  un 
autre  nombre ,  comme  7,  par  exemple.  En  effet,  représentons  par 
X  le  nombre  de  jours  qu'il  faudrait  à  ces  7  ouvriers,  nous  pour- 
rons écrire  que ,  selon  qu'on  emploie 

4  ouvriers  ou  7  ouvriers , 
il  faut  3  jours  ou  x  jours 

pour  faire  le  môme  ouvrage.  La  première  de  ces  deux  lignes  offre 
les  valeurs  de  la  première  espèce  de  quantités,  c'est-à-dire,  du 
nombre  d'ouvriers ,  et  la  seconde,  les  valeurs  de  l'autre  espèce  de 
quantités,  c'est-à-dire,  du  temps.  Or,  lorsque  deux  quantités  sont 
inversement  proportionnelles,  les  valeurs  de  la  première  sont  dans 
le  rapport  inverse  de  celles  de  l'autre  ;  donc  le  rapport  4  :  7  éga- 
lera, non  pas  celui  3  :  x,  mais  bien  l'inverse,  c'est-à-dire,  a;  :  3. 
Donc. 

4  :  7  ::  «  :  3; 

donc  7  Xa:  =  4X  3=12.  C.Q.F.D. 

La  réciproque  se  démontrerait  de  la  même  manière. 
Les  seules  applications  que  nous  ferons  des  proportions  sont  les 
règles  de  trois,  de  société  et  d'intérêt. 

87.  Règle  de  trois  simple.  —  Cette  règle  est  ainsi  appelée,  parce 
que  les  quantités  qu'on  y  donne  pour  trouver  l'inconnue  sont  au 
nombre  de  trois  :  or,  on  peut  la  définir  ainsi  : 

Définition.  —  On  appelle  règle  de  trois  la  manière  de  résou- 
dre tout  problème  à  une  inconnue,  au  moyen  de  trois  quantités 
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(lonnôes ,  dont  une  est  de  mi^mc  espèce  que  l'inconnue,  tandis  que 
les  deux  autres  sont  d'une  seconde  cspùce  proportionnelle  à  la  pre- 
mière. 

La  règle  est  dite  règle  de  trois  directe  ou  inverse,  selon  que  les 
deux  espèces  de  quantités  qu'elle  contient  sont  directement  ou  indi- 
rectement proportionnelles  l'une  à  l'autre. 

Manière  de  connaUre  les  règles  de  trois.  —  Pour  reconnaître 
donc  si  un  problème  à  une  inconnue  est  une  règle  de  trois ,  il  faut 
voir  d'abord  s'il  ne  renferme  en  tout  que  quatre  quantités,  deux 
d'une  espèce  et  deux  d'une  autre  espèce;  ensuite,  il  faut  examiner 
si  ces  deux  espèces  de  quantités  sont  proportionnelles  l'une  à  l'au- 
tre ;  enfin,  pour  voir  si  la  règle  est  inverse  ou  directe,  il  faut  cher- 
cher si ,  quand  on  suppose  que  l'une  de  ces  deux  espèces  de  quan- 
tités devient  deux  ou  trois  fois  plus  grande ,  l'autre  devient  aussi 
deux  ou  trois  fois  plus  grande,  ou,  au  contraire,  deux  ou  trois  fois 
plus  petite  :  dans  le  premier  cas,  la  règle  sera  directe,  et  dans  le 
second,  elle  sera  inverse. 

Ainsi ,  3  ouvriers  ayant  fait  45  mètres  d'ouvrage  en  un  certain 
temps ,  on  demande  combien  8  ouvriers  feraient  de  mètres  dans  le 
même  temps? 

Il  est  clair  que  ce  problème  est  une  règle  de  trois  directe  ;  car, 
plus  il  y  aura  d'ouvriers ,  plus  il  y  aura  d'ouvrage  fait. 

Mais,  supposons  que  3  ouvriers  ayant  mis  5  jours  à  faire  un 
certain  ouvrage ,  ou  demande  combien  8  ouvriers  mettraient  de 
jours  pour  faire  le  même  ouvrage;  alors  il  est  certain  qu'ici  le  pro- 
blème serait  une  règle  de  trois  inverse;  car,  plus  il  y  aura  d'ou- 
vriers après  un  même  ouvrage,  moins  ils  mettront  de  temps  pour 
le  faire. 

Calcul  des  règles  de  trois. — Observons  préalablement  que, 
dans  un  problème  relatif  à  la  règle  de  trois,  il  s'agit  de  quatre 
nombres,  dont  deux  marquent  les  valeurs  que  les  deux  espèces  de 
quantités  renfermées  dans  le  problème  ont  dans  une  première  cir- 
constance, taudis  que  les  deux  autres  nombres,  dont  un  est  l'in- 
connue X,  marquent  les  valeurs  de  ces  mêmes  espèces  de  quantités 
dans  une  seconde  circonstance. 

Ceci  compris,  pour  calculer  l'inconnue  d'une  règle  de  trois,  il 
faut  distinguer  le  cas  des  règles  de  trois  directes  de  celui  des  règles 
de  trois  inverses.  Dans  le  premier  cas,  il  faut  poser  une  proportion 
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dont  le  premier  rapport  soit  celui  des  valeurs  qu'ont  les  quantités 
du  problème  dans  la  première  circonstance,  et  dont  le  second  rap- 
port soit  celui  des  valeurs  relatives  à  la  deuxième  circonstance, 
ayant  soin  d'écrire  le  second  rapport  dans  le  même  ordre  que  le 
premier. 

Mais  lorsque  la  règle  de  trois  est  inverse ,  il  faut  faire  une  propor- 
tion où  les  deux  valeurs  de  la  première  circonstance  du  problème 
occupent  les  places  moyennes,  et  où  les  deux  valeurs  relatives  à  la 
deuxième  circonstance  occupent  les  extrêmes. 

La  raison  de  cette  règle  se  tire  évidemment  tout  entière  des  deux 
propositions  établies  tout  à  l'heure,  l'une  relative  aux  quantités  di- 
rectement proportionnelles,  et  l'autre  relative  aux  quantités  in- 
versement proportionnelles. 

Appliquons  cette  règle  aux  deux  exemples  ci-dessus.  Ainsi  sup- 
posons, en  premier  lieu,  que  3  ouvriers  ayant  fait  45  mètres  en  un 
certain  temps ,  on  demande  combien  8  ouvriers  feraient  de  mètres 
dans  le  même  temps. 

En  représentant  par  x  le  nombre  de  mètres  que  feraient  ces  8 
ouvriers,  on  voit  qu'il  faut  poser  la  proportion 

3  :  45  ::  8  :  a;, 

45  "yC  8 

d'où  l'on  tire  x  =  — - —  =  120.  Ainsi  les  8  ouvriers  feront 

o 

120  mètres  d'ouvrage. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  3  ouvriers  ayant  mis  5  jours  à 
faire  un  certain  ouvrage,  on  demande  combien  8  ouvriers  en 
mettraient  à  faire  le  même  ouvrage. 

Représentons  par  x  ce  nombre  de  jours  que  l'on  demande; 
comme  ici  la  règle  de  trois  est  inverse,  on  voit  qu'il  faudra  écrire 

3  :  8   ::  a?  :   5, 
ou  bien  8  :  3  ::  5  :  a?, 

3X5 

d'où  l'on  tire  x  =  — - —  =  1 1.  Ainsi  les  8  ouvriers  mettront 


jour  et  I  de  jour. 

88.  J{ègle  de  trois  composée.  —  La  règle  de  trois  composée  est, 

mme  la  règle  de  trois  simple ,  la  manière  de  résoudre  les  pro- 
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bièmos  renfermant  diverses  espèces  de  quantités  toutes  proportion- 
nelles les  unes  aux  autres,  soit  directement,  soit  inversement: 
seulement,  quand  il  u'y  a  que  deux  espèces  de  quantités,  la  règle 
de  trois  est  dite  simple,  comme  on  l'a  vu  ci-dessus,  et ,  lorsqu'il  y 
a  plus  de  deux  espèces  de  quantités,  la  règle  est  dite  composée. 

Les  divers  nombres  de  tout  problème  relatif  à  la  règle  de  trois 
composée  peuvent  se  ranger  en  deux  séries  :  la  première  série  indi- 
quera les  valeurs  que  les  diverses  espèces  de  quantités  du  problème 
ont  dans  une  certaine  circonstance,  et  l'autre  série,  dont  l'incon- 
nue X  lait  partie,  indiquera  les  valeurs  que  les  mêmes  espèces  de 
quantités  out  dans  une  seconde  circonstance. 

Voici  un  exemple  de  cette  espèce  de  règle  :  3  ouvriers,  travail- 
lant pendant  5  jours,  ont  fait  45  mètres  d'ouvrage,  et  l'on  de- 
mande combien  8  ouvriers  travailleraient  de  jours  pour  faire  128 
mètres  d'ouvrage. 

On  voit  dans  cet  énoncé  trois  sortes  de  quantités,  t°  des  ou- 
vriers; 2"  des  jours;  3"  des  mètres  d'ouvrage;  lesquelles  trois 
quantités  sont  évidemment  proportionnelles  les  unes  aux  autres; 
et  l'on  voit  encore  que  les  valeurs  de  ces  quantités  forment  deux 
séries. 

Dans  la  première  série  on  a:  3  ouvriers  en  5  jours  font  45  mètres, 
et  dans  la  seconde  on  a  :  8  ouvriers  en  x  jours  font  128  mètres. 

Calcul  des  règles  de  trois  composées. — Pour  trouver  l'incon- 
nue, écrivez  en  deux  séries,  c'est-à-dire,  sur  deux  lignes,  comme 
dans  l'exemple  précédent,  les  valeurs  que  les  diverses  espèces  de 
quantités  du  problème  ont  dans  les  deux  circonstances  que  l'on 
considère  dans  ce  problème  ;  ensuite ,  dans  chaque  série ,  divisez 
le  produit  des  quantités  directement  proportionnelles  à  l'inconnue 
par  le  produit  des  quantités  inversement  proportionnelles  à  cette 
même  inconnue  ;  en  troisième  lieu ,  faites  une  proportion  où  ces 
deux  quotients  seront  entre  eux  directement  comme  l'inconnue  est 
à  la  quantité  connue  de  même  espèce  qu'elle ,  et  cette  proportion 
donnera  la  valeur  de  cette  inconnue. 

Par  ce  mot  directement ,  j'enteuds  que,  si  le  quotient  tiré  de  la 
série  où  est  l'inconnue  x  commence  ou  bien  finit  le  premier  rap- 
port de  la  proportion,  cette  inconnue  doit  aussi  commencer  ou 
finir  le  second  rapport. 

Éclaircissons  ceci  par  l'exemple  précédent. 
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OÙ  3  ouvriers  travaillant  5  jours  ont  fait  45  mètres, 
et  où  8  ouvriers  travaillant  a?  jours  doivent  faire  128  mètres. 

Comme  c'est  dans  la  seconde  des  diverses  espèces  de  quantités 
de  ce  problème,  c'est-à-dire,  parmi  les  jours,  que  se  trouve  l'in- 
connue X,  on  voit  que  ce  qu'il  y  a  à  faire  est  de  chercher  quelles 
sont  ici  les  quantités  directement  proportionnelles,  et  quelles  sont 
les  quantités  inversement  proportionnelles  aux  jours.  Or,  plus  il  y 
aura  de  mètres  à  faire,  plus  il  faudra  de  jours  ;  donc  les  mètres  de  cet 
exemple  sont  directement  proportionnels  aux  jours  :  au  contraire , 
plus  il  y  aura  d'ouvriers,  moins  il  faudra  de  jours  pour  faire  l'ou- 
vrage ;  ainsi  les  nombres  d'ouvriers  sont  inversement  proportion- 
nels aux  jours.  Donc,  dans  la  première  des  deux  séries  ci-dessus, 
on  n'a  pas  d'autres  valeurs  que  celles  des  45  mètres  qui  soient  di- 
rectement proportionnelles  aux  jours ,  ni  d'autres  valeurs  que  celles 
des  8  ouvriers  qui  leur  soient  inversement  proportionnelles.  Ainsi, 
il  faudra,  d'après  la  règle  ci-dessus,  diviser  45  par  3,  ce  qui  donne 

~.  De  même ,  la  seconde  série  donnera  — —  pour  le  quotient 

"  8 

des  quantités  directement  proportionnelles  à  l'inconnue  .r,  divisées 
par  les  quantités  inversement  proportionnelles  à  cette  inconnue  ; 
et ,  pour  se  conformer  à  la  règle  ci-dessus,  il  faudra  poser  la  pro- 
portion 


ou  bien 
d'où 


45      128 
3     '-^''''^''^> 


15  :  16  ::  s  :  x. 


X  = 


15       —  ^^• 


L'exemple  suivant  est  un  peu  plus  compliqué. 

3  ouvriers,  travaillant  5  jours  et  G  heures  par  jour,  ont  fait  un 
mur  de  45  mètres  de  long  sur  lo  mètres  de  haut;  on  demande 
combien  8  ouvriers  travailleront  de  jours  à  7  heures  par  jour 
pour  faire  un  mur  de  128  mètres  de  long  sur  9  mètres  de  haut. 
Nous  pourrons  partager  nos  nombres  en  deux  séries  ;  nous  au- 
rons 
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dans  la  l"^*",  3  ouvriers  en  5  jours  de  G  heurts  fonl   4.V"  de  long  sur  10"'  de  haut; 
dans  la  2',   8  ouvriers  en  a;  jours  de  7  heures  lent  12<S"'  de  long  sur  9™  de  haut. 

C'est  encore  aux  jours  qu'il  faut  comparer  los  antres  quantités 
pour  voir  lesquelles  leur  seront  directement  proportionnelles  et  les- 
quelles leur  seront  inversement  proporlionnelles.  Or,  il  est  clair 
que  les  mètres,  soit  en  longueur,  soit  en  hauteur,  sont  les  quan- 
tités directement  proportionnelles  :  car,  plus  il  y  en  aura,  plus  il 
faudra  de  jours  pour  les  faire,  taudis  qu'évidemment  les  nombres 
d'hommes  et  d'heures  de  chaque  jour  sont  inversement  propor- 
tionnels à  ces  jours.  D'après  cela,  il  faudra,  pour  se  conformer 
à  notre  règle,  faire  deux  produits  dans  la  première  série  :  l'un, 
45  X  10,  formé  par  les  nombres  de  mètres,  soit  en  longueur,  soit 
en  hauteur ,  et  l'autre,  3X6,  formé  par  le  nombre  d'hommes  et 
le  nombre  d'heures  qu'ils  travaillent  par  jour  ;  il  faudra  ensuite 
Taire,  dans  la  seconde  série ,  deux  produits  pareils  :  l'un  128™ 
X  i)"',  et  l'autre  8""'  X  7''  ;  enfin ,  l'on  fera  deux  quotients  : 

l'"*^  '  -i^  R  '   formé  par  les  deux  produits  tirés  de  la  première 

128  X  9 

série,  et  l'autre  -~t71~'  formé  par   les  deux  produits  de  la 

o  X  7 

deuxième  série  ;  et  enfin  on  écrira 

45X1        128X9 


3X6  8X7 

d'Où 


'.'.  ô  '.  X, 


4    ^    . 
«  =  4'  +  —  de^. 

Pour  montrer  l'exactitude  de  cette  proportion,  il  suffit  démon- 
trer que  les  deux  quotients  qui  en  font  le  premier  membre  sont  di- 
rectement proportionnels  à  l'espèce  de  quantité  qui  forme  le  second 
membre,  c'est-à-dire,  directement  proportionnels  à  l'inconnue  x. 

Pour  démontrer  cela,  j'observe  trois  choses.  J'observe  d'abord 
que,  si  une  première  quantité  est  inversement  proportionnelle  à 
une  seconde  ,  alors  la  fraction  obtenue  en  donnant  cette  première 
quantité  pour  dénominateur^à  l'unité,  est  directement  proportion- 
nelle à  la  seconde  quantité.  Eu  effet,  cette  fraction  sera  en  raison 
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inverse  de  la  première  quantité,  puisque  toute  fraction  est  en  rai- 
son inverse  de  son  dénominateur.  Donc  la  valeur  de  cette  fraction 
et  celle  de  la  seconde  quantité  seront  toutes  deux  eu  raison  inverse 
de  la  première  quantité;  donc  ces  deux  valeurs  seront  en  raison 
directe  l'une  de  l'autre,  puisque  deux  choses  qui  sont  toutes  deux 
en  raison  inverse  d'une  même  troisième  chose,  sont  évidemment 
en  raison  directe  l'une  de  l'autre. 

J'observe  secondement  que,  si  plusieurs  quantités  a  et  b  sont 
directement  proportionnelles  à  une  autre  c,  leur  produit  sera  en- 
core directement  proportionnel  à  cette  quantité  c.  En  effet,  dans 
cette  hypothèse,  si  a  et  6  varient  et  prennent  de  nouvelles  valeurs 
a  et  h\  telles  que  l'on  ait,  par  exemple, 

a'  =  na  et  b'  =z  mb, 

alors  je  dis  que  la  nouvelle  valeur  c'  que  prendra  c  sera 

c'  =  m.n.c  ; 

car,  par  le  seul  fait  que  a  devient  7i  fois  plus  grand  et  égal  à  na,  h 
quantité  c  étant  proportionnelle  à  cet  a  deviendra  aussi  ?i  fois  plus 
grande  et  égale  à  ne;  mais,  puisqu'à  son  tour  b  devient  m  fois  plus 
grand,  la  quantité  ne  deviendra  aussi  m  fois  plus  grande  et  égale 
a  mnc.  Donc,  quand  a  et  b  seront  devenus  égaux  à  a  et  b',  on  voit 
que  la  nouvelle  valeur  c'  qu'aura  prise  e  sera 

c'  =z  mnc. 
Donc 

a'.b'  __  ab 
c'    -  -' 

car  a'  X  6'  =  wfl  X  mb  =  nm .  ab  et  c'  =  mnc  donnent 

tt'.b' mn.ab 

c'  mn.c  ' 

ab 


qui  se  réduit  bien  à  ~  :  donc  le  rapport  du  produit  de  nos 

quantités  a,  b,  à  la  quantité  e,  est  invariable;  donc  ce  produit  est 
dn-ectement  proportionnel  à  c. 
Jobserve ,  enfin ,  que  les  deux  quotients  qui  forment  le  premier 
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membre  de  notre  proportion  peuvent  être  regardés  chacun  comme 

un  produit  ;  car  représentons  généralement  par  d,  d',  d'\  etc.,  et 

par  /,  i' ,  i" ,  etc.,  les  quantités  directement  proportionnelles  et  les 

quantités  inversement  proportionnelles  à  x  qui  composent  un  de 

ces  quotients,  alors  ce  quotient  sera  représenté  par 

dd'd" ,   1-      j      V      „/       .         1        1       1 

-77777 — ,  qui  égale  bien  dxdxd"x etc.  X  -r  X  -  X  —,   etc. 

Ainsi ,  le  quotient  dont  il  s'agit  peut  être  regardé  comme  le  pro- 
duit de  plusieurs  quantités  d,  d' ,  d",  etc.,  -,  V,  etc.,  toutes  di- 
rectement proportionnelles  à  x;  donc  ce  quotient  lui-même  sera 
directement  proportionnel  à  x.  C.  Q.  F.  D. 

ÎÎ9.  liègle  de  société.  —  Cette  règle  a  pour  but  de  partager  un 
nombre  en  parties  proportionnelles  à  des  quantités  données;  et, 
pour  cela,  ou  commence  d'abord  par  faire  la  somme  de  ces  quan- 
tités ;  puis ,  pour  chaque  part  du  nombre  à  partager,  on  fait  une 
proportion  où  cette  somme  soit  au  nombre  à  partager  comme 
l'une  des  quantités  données  est  à  la  part  qui  doit  lui  être  propor- 
tionnelle. 

Ainsi,  trois  associés  ayant  mis  dans  un  même  commerce,  le 
premier  20000  fr.,  le  deuxième  ooooo,  le  troisième  20000,  on  de- 
mande ce  qui  revient  à  chacun  sur  tout  le  profit,  qui  est  I8000  fr. 
On  voit  que  cette  question  revient'à  partager  I8000  en  trois  parts 
qui  soient  entre  elles  comme  20000,  30000  et  25000  :  je  fais  donc 
la  somme  de  ces  trois  quantités,  et  je  la  trouve  égale  à  75000  ; 
ainsi  j'écris 

pour  la  première  part,  75000  :  I8000  ::  20000  :  Xj 
pour  la  deuxième,  75000  :  ISOOO  ::  30000  :  y; 
pour  la  troisième ,        75000  :  isooo  ::  25000  :  z; 

et,  en  résolvant  ces  trois  proportions,  je  trouve 

œ  =  4800,  y  =  7200,  z  =  6000. 

La  raison  de  cette  règle  est  facile  à  comprendre  ;  car  puisque  x, 
y  et  5  doivent  être  proportionnelles  à  20000,  30000  et  25000,  on 
a  donc 

X  :  20000  ::  y  :  30000  y,  2  :  25000. 
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Or,  dans  une  suite  de  rapports  égaux ,  la  somme  des  antécédents 
est  à  celle  des  conséquents  comme  un  antécédent  est  à  sou  consé- 
quent; donc 

X  -JriJ  -^  Z  :  20000  4-  30000-1- 25000  ::  X  :  20000, 

ou  ::  ij  :  30000, 
ou  ::  5  :  25000. 

Mais  la  somme  x  -\-  y-{-  z  des  trois  parts  doit  redonner  le  nom- 
bre à  partager  1 8000,  et  20000-1-  30000  4-25000  =  75000  ;  ainsi, 
à  la  place  du  premier  rapport  de  nos  proportions  on  peut  mettre 
celui  de  J8000  :  75000,  ce  qui  conduira  aux  trois  proportions  que 
nous  avons  posées  d'abord. 

La  règle  de  société  offre  des  cas  beaucoup  plus  compliqués  que 
le  précédent;  mais  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas,  parce  que 
nous  n'avons  voulu  que  donner  simplement  une  idée  de  la  règle 
de  société.  Nous  allons  donc  passer  à  la  règle  d'intérêt ,  laquelle 
présente  deux  cas ,  celui  des  intérêts  simples  et  celui  des  intérêts 
composés. 

90.  Bègle  d'intérêt.  —  Ou  appelle  intérêt  ce  que  rapporte  de 
gain  à  son  possesseur  une  somme  d'argent  pendant  tout  le  temps 
qu'il  la  fait  valoir.  Cette  somme  se  désigne  ordinairement  sous  le 
nom  de  capital;  enfin,  ou  appelle  taux  de  l'intérêt  ce  que  rappor- 
terait par  an  une  somme  de  convention ,  qui  est  ordinairement 
100  francs.  Ce  qui  s'énonce  en  disant  :  le^taux  est  de  tant  pour  loo  ; 
ainsi,  l'intérêt  à  5  pour  loo  signifierait  que  100  francs  qu'on  au- 
rait fait  valoir  pendant  un  an  auraient  rapporté  5  francs  au  bout 
de  cet  an. 

L'intérêt  d'une  somme,  au  bout  d'un  certain  nombre  d'années, 
est  simple  ou  composé ,  selon  que  l'on  ne  fait  pas  ou  que  l'on  fait 
valoir  l'intérêt  de  chaque  année  pendant  les  années  suivantes. 

Les  questions  simples  ne  sont  que  des  règles  de  trois  simples  ou 
composées,  parce  que  l'intérêt  d'une  somme  d'argent  est  évidem- 
ment proportionnel  à  cette  somme  et  au  nombre  d'années  pendant 
lesquelles  on  la  fait  valoir.  Ainsi,  que  l'on  demande  ce  que  I8000  fr. 
rapporteront  en  3  ans,  l'intérêt  étant  à  5  pour  100 ,  c'est  comme  si 
l'on  proposait  la  règle  de  trois  suivante  :  1 00  qu'on  a  fait  valoir 
pendant  un  an  ont  rapporté  5  francs,  combien  isooo  qu'on  veut 
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faire  valoir  pendant  3  ans  rapporteront-ils?  ce  qui  l'ournit  ces  deux 
séries  de  quantités  : 

100  francs  pendant  i  an  donnent  ô  d'intérêt; 
18000  francs  pendant  3  ans  donnent  x. 

Les  nombres  d'ans  et  de  francs  étant  directement  proportionnels 
aux  intérêts,  on  les  multipliera  entre  eux ,  et ,  d'après  ce  que  nous 
avons  dit  aux  règles  de  trois  composées,  on  écrira 

loox  I  :  18000  X  3  ::  5  :  a?, 

d'où  .7-  =  2700  francs. 

Pour  calculer  les  intérêts  composés  d'une  somme  au  bout  d'un 
certain  nombre  d'années,  on  cherche  ce  qu'au  bout  de  ce  temps  le 
possesseur  posséderait  eu  tout,  y  compris  capital  et  intérêts;  ou, 
comme  on  dit,  on  cherche  ce  que  devient  la  somme  au  bout  du 
nombre  d'années  assignées.  Ainsi ,  pour  traiter  l'exemple  précédent 
eu  égard  aux  intérêts  composés ,  c'est-à-dire  aux  intérêts  des  inté- 
rêts, on  cherchera  ce  que  deviendront  isooo  francs  au  bout  de  trois 
ans  par  le  moyen  de  ces  intérêts  composés  ;  et  d'abord  cherchons 
ce  que  deviendrait  l  franc  :  or,  dans  un  au  loo  francs  deviennent 
105  francs;  donc  l  franc,  qui  est  100  fois  moindre,  prendra  au 
bout  de  l'an  une  valeur  100  fois  moindre  que  lOô;  c'est-à-dire 

égale  à  --^  de  franc.  Mais,  si  1  franc  au  bout  d'un  an  vaut  les  — 

°  100  100 

de  ce  qu'il  valait  au  commencement  de  cet  an,  il  est  clair  qu'une 
somme  quelconque  de  francs  deviendra  aussi  au  bout  d'un  an  les 

— '-  de  ce  qu'elle  était  d'abord,  c'est-à-dire  qu'il  faudra  multiplier 

...  10.5  .  ,  ,        , 

sa  valeur  primitive  par  —  pour  avoir  sa  valeur  au  bout  de  l'an. 

Donc,  pour  savoir  ce  que  la  valeur  — —  de  franc  qu  a  prise  l  franc 
dans  le  cours  de  la  première  année  deviendra  pendant  le  cours  de 

105 

la  seconde  année,  il  faudra  multiplier  cette  valeur  -—  de   franc 
par  — ,  ce  qui  donnera  -—  pour  la  valeur  que  prend  i  fianc  au 

15 
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bout  de  deux  ans.  Maintenant,  pour  voir  ce  que  cette  quantité 

1 05^ 

r  deviendra  pendant  le  cours  de  la  troisième  année,  il  faudra 

100'  ^  ' 

encore  la  multiplier  par  — — ,  ce  qui  donnera  — — j  pour  la  valeur 

de  I  franc  au  bout  de  trois  ans.  On  peut  conclure  de  là  qu'en 
général  la  valeur  de  l  franc  au  boutd'uu  nombre  n  d'années  est 
égale  à  la  rf  puissance  de  la  valeur  que  prend  ce  frauc  dans  le  cours 
de  la  première  année;  et  en  multipliant  cette  puissance  par  la 
somme  dont  on  veut  trouver  les  intérêts  composés ,  il  est  évident 
que  l'on  aura  la  valeur  que  prend  cette  somme  au  bout  de  n  an- 
nées. Ainsi  18000  francs ,  au  bout  de  trois  années,  prendront  une 
valeur  égale  à 

105^ 
18000  —,: 

91.  Des  progressions. — On  appelle  progression  une  suite  de 
nombres  oii  le  rapport  de  chacun  au  précédent  est  toujours  le 
même.  La  progression  est  dite  arithmétique  ou  géométrique .,  selon 
que  ce  rapport  invariable  est  arithmétique  ou  géométrique. 

La  valeur  de  ce  rapport  est  appelée  la  raison  de  la  progression. 

Progression  arithmétique. — Dans  la  progression  arithmétique 
la  raison  n'est  autre  chose  que  le  reste  d'un  terme  quelconque  di- 
minué du  précédent.  L'usage,  pour  indiquer  qu'une  suite  de  nom- 
bres fait  une  progression  arithmétique ,  est  de  séparer  chacun  de 
ces  nombres  du  suivant  par  un  point,  et  de  placer  devant  toute 
la  suite  deux  points  séparés  par  une  barre  ;  ainsi 

-f  3. 10. 17. 24. 31. etc., 

indique  que  3,  10,  17,  etc.,  forment  une  progression  arithmétique, 
et  se  lit  ainsi  :  3  est  à  10  arithmétiquement  comme  10  est  à  17, 
comme  1 7  est  à  24,  comme  24  est  à  3 1 ,  etc. 

Quand  le  reste  d'un  terme  diminué  du  précédent  est  positif,  la 
progression  est  dite  croissaute,  et  quand  il  est  négatif,  elle  est  dite 
décroissante. 

Ainsi,  dans  la  progression  précédente,  la  raison  est  7,  et  celte 
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progression  est  croismnte;  on  voit  ci-dessous  l'exemple  d'une 
progression  décroissante  : 

-f    100.90.80.70.  etc., 

où  la  raison  est  —  1 0. 

Problème.  —  «  Étant  donné  le  premier  terme  a  d'une  progression 
«  arithmétique,  ainsi  que  la  raison  ou  différence  d,  trouver  la  va- 
«  leur  d'un  terme  quelconque.  » 

Solution.  —  Soit  représenté  par  u  le  terme  dont  on  cherche  la 
valeur,  et  appelons  n  le  rang  de  ce  terme  cherché,  je  dis  que  l'on 
aura 

M  ==«■+•  (»  —  1)  d. 

En  effet,  les  différents  termes  de  la  progression  seront 

a,  a-\-d,  a  -j-  2rf,  a  •+  Zd,  a  -{-  Ad,  etc., 

où  l'on  voit  qu'au  terme  du  rang  2,  d  est  ajouté  l  fois  à  a, 
qu'au  terme  du  rang  3,  d  est  ajouté  2  fois  à  a, 
qu'au  terme  du  rang  4,  d  est  ajouté  3  fois  à  a, 
etc.,  etc. 
Donc  au  terme  du  rang  n,  d  est  ajouté  (w  —  l)  fois  à  a. 
Ainsi,  M  =  a  +  (w  —  i)  d. 

92.  Prohlème.  —  «  On  demande  de  trouver  la  somme  des  termes 
«  d'une  progression  arithmétique.  » 
Soit  représentée  une  progression  arithmétique  par 

-|-  a, b.c.  etc....  t.u. 

Je  dis  que  la  somme  des  termes  de  la  progression  sera  égale  à  la 
demi-somme  des  termes  extrêmes  multipliée  par  le  nombre  des 
termes ,  de  sorte  qu'en  représentant  par  n  le  nombre  des  termes 
et  par  S  leur  somme,  on  aura 

s  =  <£±^'„. 

En  effet ,  soit  d  la  raison  de  la  progression ,  il  est  clair  que ,  se- 
lon qu'on  commencera  par  le  premier  terme  a,  ou  par  le  dernier  m, 
les  divers  termes  de  la  progression  seront  représentés 

par  a,  a  -\-  d,  a  -\-  2d,  a  -\-  zd...,  etc., 
ou  par  u,  u  —  d,  u  —  2fZ,  u  —  3(/...,  etc. 

15. 
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Maintenant,  si  nous  ajoutons  ces  deux  séries  terme  à  terme,  nous 
aurons 

a  -\-  u,  a  -\-  u,  a  -i-  u,  etc., 

c'est-à-dire,  a-\-u  répété  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  termes,  c'est- 
à-dire,  {a-\-u)n.  Mais,  chacune  de  ces  mêmes  suites  contenant 
tous  les  termes  de  la  progression ,  il  est  clair  qu'en  les  réunissant 
toutes  deux,  le  résultat  sera  égal  à  deux  l'ois  la  somme  des  termes  de 
cette  progression ,  c'est-à-dire,  égala  2S;  donc  2S  =  (a-|-M)  w; 
donc 

Problème.  — «Insérer  un  nombre  m  de  moyens  arithmétiques 
«  entre  deux  quantités  a  et  u.  » 

Explication.  —  Par  insérer  plusieurs  moyens  entre  a  et  u,  on 
entend  calculer  des  quantités  telles  que ,  placées  entre  a  et  u,  elles 
fassent  une  progression. 

Solution.  —  Puisque  m  est  le  nombre  des  moyens,  il  s'ensuit 
que  le  nombre  total  des  termes ,  y  compris  les  deux  extrêmes  a  et 
u,  sera  m  +  2  ;  ainsi 

n  =  w  4-2. 

Mettons  donc  cette  valeur  à  la  place  de  n  dans  la  formule 
u  =  a  -\-  {n  —  1)  d  trouvée  précédemment,  et  nous  aurons 

M  =  a  -f-  (m  +  1)  d;  d'où 

u  —  a 
d  =  — — -• 
m-\-  1 

D'où  il  suit  que ,  pour  avoir  la  raison  d  de  la  progression  cherchée, 
il  faut  diviser  la  différence  u  —  a  des  extrêmes  donnés  par  le  nom- 
bre des  moyens  augmenté  de  l . 

Ainsi,  pour  insérer  quatre  moyens,  par  exemple,  entre  20  et 
30,  on  divisera  la  différence  30  —  20  ou  lo  par  4  4-  i  ou  5,  ce 
qui  donne  2  pour  la  raison.  Maintenant,  en  ajoutant  cette  raison 
successivement  2  à  20,  on  aura  les  moyens  demandés,  et  la  pro- 
gression sera 

-20.22.24.26.28.30. 
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Remarque.  —  I.es  deux  équations 

?<  =  c/  4-  [il  —  1 WZ 

{a  -\-  u) 
et  S  =  -^— ^  ^ 

serviront  à  résoudre  toutes  les  questions  que  l'on  peut  l'aire  sur  les 
progressions.  Si,  par  exemple,  on  demandait  de  trouver  le  nombre 
des  termes  et  le  dernier  terme  d'une  progression,  étant  donnés  le 
premier  terme ,  la  raison  et  la  somme  de  tous  les  termes ,  on  regar- 
derait n  et  u  comme  deux  inconnues  dans  les  équations  précé- 
dentes; et  remplaçant,  dans  la  seconde,  u  par  sa  valeur  tirée  de 
la  première,  on  aurait 

c         (2«-|-(w— 1)  fZ) 
S-  — ^ n, 

équation  du  second  degré  en  n,  qui,  étant  résolue,  donne 

[d  —  2«1  +  [y  (cl  —  2aY  -f-  SfZS 
''=  ~        2d • 

93.  Progressions  géométriques.  —  Dans  la  progression  géo- 
métrique la  raison  n'est  autre  chose  que  le  quotient  d'un  terme 
quelconque  divisé  par  le  précédent. 

L'usage,  pour  indiquer  qu'une  suite  de  nombres  l'ait  une  pro- 
gression géométrique,  est  de  séparer  chacun  de  son  suivant  par 
deux  points,  et  de  placer  devant  toute  la  suite  quatre  points  sé- 
parés par  une  barre  ;  ainsi 

■ff  3  :  15  :  75  :  375  :  1875,  etc., 

indique  que  3,  15,  75,  etc.,  forment  une  progression  géométri- 
que, et  se  lit  ainsi  ;  3  est  à  (5  comme  1 5  est  à  75,  comme  75  est 
à  375,  etc. 

Quand  le  quotient  d'un  terme  divisé  par  le  précédent  est  plus 
grand  que  l'unité,  la  progression  est  dite  croissante ,  et  quand  il 
est  plus  petit  que  l'unité,  elle  est  dite  décroissante. 

Ainsi,  dans  la  progression  précédente,  la  raison  est  5,  et  cette 
progression  est  croissante;  on  voit  ci-dessous  l'exemple  d'une  pro- 
gression décroissante  : 

-H-  75  :  15  :  3  :  0,6  :  0,i2  :  0,024  :  etc., 

où  la  raison  est  ^. 
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Problème.  —  «  Étant  donné  le  premier  terme  a  d'une  progres- 
«sion  géométrique,  ainsi  que  la  raison  r,  trouver  la  valeur  d'un 
«  terme  quelconque.  ' 

Solution.  —  Soit  représenté  par  w  le  terme  dont  on  cherche  la 
valeur,  et  appelons  n  le  rang  de  ce  terme  cherché ,  je  dis  que  l'on 
aura 

En  effet,  les  différents  termes  de  la  progression  seront 

a,  «r,  ar',  ar%  etc., 

où  l'on  voit  qu'au  terme  du  rang  2,  r  est  à  la  puissance  \, 
au  terme  du  rang  3,  r  est  à  la  puissance  2, 
au  terme  du  rang  4,  r  est  à  la  puissance  3; 
donc,  au  terme  du  rang  n,  r  est  à  la  puissance  n  —  1. 

Ainsi  oj  =  ar"~'. 

94.  Problème. — «Trouver  la  somme  des  termes  d'une  pro- 
«  gression  géométrique.  » 

Solution.  —  Conservons  aux  lettres  a,  oj,  r  et  7i  les  mêmes  si- 
gnifications que  dans  le  problème  précédent,  et,  de  plus,  appelons 
S  la  somme  de  tous  les  termes  de  la  progression  jusqu'à  w  inclusi- 
vement, nous  aurons  donc 

S  =  a  -t-  a/-  4-  ar^  +  ar^  +  etc.  -\-  «?•"  -  *  -+-  «r"  -  ', 

ou  bien 

S  =  a(i  -hf  +  ^'  -h^'^  +etc...  +  r-  ■•'-f  r"-'  -f-r"-  '). 

Or,  je  dis  que  le  polynôme 

y"  -  I  4_  ./•"  -  »  4.  r"  -"  -^  -h ...  etc..  -f-  r^  4-  r'  4-  r  -h  1 

égale  le  quotient  de  r"  —  l  divisé  par  r  —  1 . 

Pour  cela,  il  n'y  a  qu'à  faire  voir  que  ce  polynôme,  multiplié 
par  le  diviseur  ;■  —  l ,  reproduit  le  dividende  r"  —  1  ;  faisons  donc 
celte  multiplication ,  et  disposons-la  comme  on  le  voit  ici  : 

r" -  '  _}-  r"- '  4-  ?•"  - ^  +  ...  etc.. .  r^  -\- r^  -\- r  -\-  ^ 
r—  1 

;•«  4_  ;•"-  ■  -I-  r"  -  "  4-  ••'  etc..  4-  r'  4-  r^  -\- r^  -^  r 
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OÙ  l'avant-dcrnière  ligne  résulte  de  la  multiplicalion  par  i\  el  la 
dernière  pro\  icnl  de  la  niulliplication  par  —  i. 
Or,  on  Noit  bien  que,  excepté  le  premier  terme  r",  et  le  dernier 

—  1,  chaeun  des  autres  termes  des  deux  lignes  données  par  cette 
multiplication  est  détruit  par  le  terme  qui  est  avec  lui  dans  une 
même  colonne;  il  est  vrai  qu'au  premier  abord  on  ne  voit  pas  que 
le  terme  h-  r^  de  la  première  de  ces  lignes,  ni  le  troisième  terme 

—  r"  -  ^  de  l'autre  ligne,  soient  détruits  par  rien  ;  mais  c'est  que  si 
la  lacune  qu'on  a  marquée  par  une  suite  de  points  dans  chacune  de 
ces  deux  lignes  était  remplie,  alors  la  première  ligne  offrirait  au 
quatrième  rang,  à  la  suite  de  r"~  %  le  terme  +  r"  - ^  qui  détrui- 
rait bien  le  terme  —  r"  ""  ^  de  la  deuxième  ligne  ;  de  même ,  eu 
remplissant  ces  mêmes  lacunes,  on  verrait,  dans  la  deuxième 
ligne,  au  cinquième  avant-dernier  rang,  c'est-à-dire,  immédiate- 
ment avant  —  r^  le  terme  —  r  qui  détruirait  le  terme  -f-  r''  de  la 
ligne  supérieure.  Ainsi,  de  tous  les  termes  du  produit,  il  ne  restera 
que  le  premier  et  le  dernier,  c'est-à-dire,  que  ce  produit  se  réduit 
à  r"  —  1 .  Ainsi  on  a 

[r  —  1)  (r"  -  '  +  r"  -  '  -f-  etc.  H-  ?•"  +  /•  -h  1)  =  r"  —  i  : 

de  là  on  tire,  en  faisant  passer  le  facteur  (r  —  i)  du  premier 
membre  dans  le  second  : 

r"  —  1 
/"-  '  +  r"-  '  4-  etc.  +  r  +  1  =    .  _    .       C.  Q.  F.  D. 

Pour  mieux  voir  cette  destruction  mutuelle  de  termes  que  nous 
venons  d'expliquer,  on  peut  prendre  un  cas  particulier,  celui,  par 
exemple,  où  n  égalerait  7,  et  faire  la  multiplication  de  la  manière 
suivante  : 

r  —  1 


1°  La  multiplication  par  r  donne   r'-i-r®-t-r'+r^-H?^-Hr^4-r 
2°  La  multiplication  par  ( —  1  )  donne — r^ —  r' —  r^ —  r^ —  r' —  r — l . 

Alors  on  voit  bien  que  tous  les  termes  s'entre-détruiront,  ex- 
cepté le  premier  r^  et  le  dernier  —  l,  ce  qui  donne  pour  produit 
r''  —  1. 
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Donc,  dans  l'éqnation  ci-dessiis, 

S  =  a  (1  4-  '/-  4-  r'  H-  etc.  -\-  r"  -  ') , 

r"  —  1 
nous  pouvons  mettre      à  la  place  de  la  parenthèse,  et  nous 

fr  —1 
aurons  S  =  a  I     ^ 

Telle  est  la  valeur  de  la  somme  demandée. 

95.  Problème.  —  «  Insérer  un  nombre  m  de  moyens  géométri- 
'<  ques  entre  a  et  o).  >' 

Solution. — Puisque  m  est  le  nombre  des  moyens,  il  s'ensuit 
que  le  nombre  total  des  termes,  y  compris  les  deux  extrêmes  a  et 
oj,  est  m-\-  2.  Ainsi 

n  =  m  -\-  2. 

Mettons  donc  cette  valeur  à  la  place  de  n  dans  la  formule  m  = 
a?"'-'  trouvée  précédemment,  et  nous  aurons (o  =  ar"'  +  ';  d'où 
Ton  tire 

r=  y  — 

^        a 

D'où  il  suit  que,  pour  avoir  la  raison  r  de  la  progression  ,  il  faut 
faire  le  quotient  du  deuxième  extrême  donné  par  le  premier ,  et 
tirer  la  racine  de  ce  quotient  d'un  degré  marqué  par  le  nombre 
des  moyens  augmenté  de  i. 

Ainsi,  pour  insérer  trois  moyens  entre  7  et  567 ,  on  fera  le  quo- 
tient 81  de  567  divisé  par  7,  et,  tirant  la  racine  quatrième  de  81 , 
on  aura  3  pour  la  raison  de  la  progression.  Maintenant,  en  multi- 
pliant successivement  7  par  cette  raison,  on  aura  les  moyens  cher- 
chés ,  et  la  progession  sera 

-^f-  7  :  21  :  63  :  189  :  567. 

Remarque  I.  —  On  peut  ici  faire  la  môme  remarque  sur  les 
deux  formules 

/'/•"—  l' 

que  sur  les  deux  formules  analogues  des  progressions  arithméti- 
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ques ,  c'est  qu'elles  renferment  la  solution  de  toutes  les  questions 
qu'on  peut  proposer  sur  les  progressions  géométriques. 

Remai-que  //,  —  Dans  le  cas  où  r  est  plus  petit  que  l ,  la  valeur 
de  S  peut  se  conserver  sous  la  forme  où  elle  se  trouve  dans  l'équa- 
tion précédente  ;  mais  il  est  évident  qu'il  est  plus  naturel  de  l'écrire 
ainsi  : 

/ 1  —  r"' 
S  =  a 


1  —  r 

î)6.  Problème.  —  «  On  demande  la  somme  des  termes  d'une 
«  progression  décroissante  prolongée  jusqu'à  l'infini.  » 

Solution. — Pour  avoir  la  valeui^de  cette  somme,  il  suffit  de 
donner  dans  la  formule  précédente  une  valeur  infiuieàw,  c'est-à- 
dire  au  nombre  des  termes  de  la  progression.  Or,  une  fraction  est 
d'autant  plus  petite  qu'on  l'élève  à  une  puissance  d'un  degré  plus 
élevé ,  parce  qu'élever  une  fraction  à  une  puissance ,  c'est  la  multi- 
plier par  elle-même,  et  que  multiplier  une  fraction  par  une  cer- 
taine fraction ,  c'est  en  prendre  une  certaine  partie.  Ainsi  élever  |  à 
une  puissance  de  plus  en  plus  élevée,  c'est  en  prendre  le  cinquième, 
puis  le  cinquième  de  ce  cinquième ,  ainsi  de  suite.  Par  conséquent 
r"  aura  une  valeur  d'autant  plus  petite  que  n  sera  plus  grand  ;  donc 
ce  terme  r"  sera  infiniment  petit  ou  nul  quand  n  sera  infiniment 
grand  ;  donc  on  pourra  effacer  ce  même  terme  de  la  valeur  ci-dessus 
de  S ,  et  l'on  aura 

s  = 


1  —  r 


pour  la  somme  de  tous  les  termes  d'une  progression  décroissante. 
Soit,  par  exemple,  la  progression 

.    1  .  JL  .  -L  •  J_  . 
~  *  *    2    *   4    *   8    ■  16  *  ^^'^ 

Il  ,         ,. 

où  a  =  1  et  r  =  i  ;  on  aura  S  =  ;; j  =  ---  =  2 ,  c  est-a-dire 

qu'en  supposant  la  progression  précédente  prolongée  jusqu'à  l'in- 
fini, la  somme  de  ses  termes  est  2. 

Remarque.  — Cette  manière  de  dire  que  2  est  la  somme  de  tous 
les  termes  de  la  progression  prolongée  à  l'infini  signifie  que  ce 
nombre  2  est  une  limite ,  de  laquelle  s'approcbe  sans  cesse ,  et 
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d'aussi  près  qu'on  veut,  la  somme  des  termes  de  la  progression, 
à  mesure  que  l'on  prend  plus  de  termes  dans  cette  progression, 
mais  une  limite  que  cette  somme  n'atteint  jamais,  quelque  reculé 
que  soit  le  terme  auquel  on  l'arrête.  La  somme  des  termes  de  notre 
progression  n'aurait  réellement  cette  valeur  2  qu'autant  qu'on 
supposerait  qu'on  ne  l'arrêtât  à  aucun  terme. 

97.  Annuités. — On  appelle  annuité  la  somme  a  qu'on  doit 
payer  chaque  année,  pendant  un  certain  nombre  n  d'années,  pour 
éteindre  une  dette  A,  eu  égard  aux  intérêts  composés.  Voyons 
comment  on  peut  calculer  cette  annuité  a. 

Supposons  le  taux  de  l'intérêt  tel ,  que  1  franc  rapporte  b  au 
bout  d'une  année;  alors,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  les  règles 
d'intérêts,  la  somme  A,  au  bout  de  la  dernière  année,  vaudra 

A(l  +  b)". 

La  première  annuité  a  ayant  été  n  — •  1  entre  les  mains  du 
créancier,  vaudra,  à  la  même  époque  de  la  fin  de  la  dernière 
année, 

OL{l-\-bY~\ 

On  trouvera  de  même  qu'à  la  fin  de  cette  dernière  année , 

la  deuxième  annuité  vaudra  «  (1  +  6)"-*, 
la  troisième  vaudra  a  (  l  -|-  6)"-  % 

etc.,  etc., 

la  dernière  vaudra  a 

Donc,  en  représentant  i  -h  &  par  r ,  toutes  les  sommes  données 
par  le  débiteur  se  monteront  à  la  fin  de  la  dernière  année  à 

tx  -\-ar-\-  ar^  -\-  etc. ..  +  a/"  -  '  -\-  ar"~  '  , 

dont  la  valeur  est 


Ainsi ,  pour  que  le  débiteur  soit  quitte ,  il  faut  que 
d'où  l'on  tirera  facilement  la  valeur  de  «. 
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DES    LOflAlUTHMES. 

08.  Ce  que  nous  nous  proposons  de  dire  sur  les  logarithmes  ne 
peut  ôtrc  bien  entendu  sans  la  théorie  des  exposants  fractionnaires, 
soit  positifs,  soit  négatifs,  lesquels  doivent  leur  origine  aux  règles 
suivantes. 

Ixrgle  des  exposants  pour  élever  un  monôme  à  telle  puissance 
qu'on  veut.  Cette  règle  consiste  à  multiplier  l'exposant  du  monôme 
par  le  degré  de  la  puissance.  Ainsi,  je  dis  que  la  troisième 
puissance  de  a'  est  a^•^  c'est-à-dire  a®.  En  effet,  cette  troisième 
puissance,  c'est-à-dire  [a^f ,  n'est  que  le  produit  de  trois  facteurs 
égaux  à  a\  c'est-à-dire  a'  a"-  a^  ;  or,  l'exposant  du  produit  égale 
la  somme  des  exposants  des  facteurs  ,  ainsi 

a^  a^  a-  =  a""  +^  +^  =  a^ -^ , 
donc 

{a'Y  =  a^-K  C.  Q.  F.  D. 

Règle  pour  tirer  la  racine  d'une  quantité  monôme.  Cette  règle 
consiste  à  diviser  chaque  exposant  de  cette  quantité  par  le  degré 
de  la  racine. 

En  effet,  l'extraction  de  la  racine  d'une  quantité  étant  précisé- 
ment le  contraire  de  l'élévation  d'une  quantité  à  telle  ou  telle 
puissance ,  il  s'ensuit  que ,  pour  opérer  cette  extraction ,  il  faut 
faire  précisément  le  contraire  de  ce  qu'on  a  fait  pour  l'élévation. 
Or,  pour  élever  une  quantité  à  une  puissance  quelconque,  on  a 
dit  qu'il  fallait  multiplier  chacun  de  ses  exposants  par  le  degré  de 
cette  puissance;  donc,  pour  tirer  la  racine,  il  faudra  diviser  cha- 
que exposant  par  le  degré  de  cette  racine;  ainsi,  par  exemple, 

\y¥—  a^  =  a\  et  l^ô^  =  «  1  &  ¥  =  a^b^ 

Remarque — Quoique  cette  règle  ne  soit  rigoureusement  dé- 
montrée que  quand  l'exposant  de  la  quantité  est  un  multiple  de  celui 
de  la  racine,  cependant,  pour  l'uniformité  des  calculs,  on  l'admet 
encore  lorsque  ce  cas  n'a  plus  lieu;  mais  alors  ce  n'est  plus  qu'une 
règle  de  convention.  Ainsi  l'on  convient  que  a  affecté  d'un  expo- 
sant fractionnaire  est  la  même  chose  que  a  ayant  pour  exposant 
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le  numérateur  de  cette  valeur  fractionuaire  et  recouvert  d'uu  ra- 
dical ayant  son  déuomiDateur  pour  indice  ou  degré;  autrement, 
on  convient  que 

09.  Théorème.  —  On  peut  multiplier  par  un  même  nombre 
l'indice  et  l'exposant  d'une  quantité  radicale. 

Par  exemple,  je  dis  que,  si  on  al^a^  on  pourra  multiplier 
l'indice  3  et  l'exposant  2  par  un  même  nombre,  tel  que  5,  et  le  ré- 
sultat K    «'°  aura  toujours  la  même  valeur;   et,  en  général, 

1/  a"'  =  1/   oT'. 

En  effet ,  représentons  par  une  lettre  particulière,  telle  que  h,  la 
valeur  qu'on  aurait  en  tirant  la  racine  de  a"'  d'un  degré  légal  à  r; 
c'est-à-dire  posons  : 

On  peut  élever  les  deux  membres  de  cette  équation  à  la  puissance 
r.  Par  cette  opération ,  le  premier  sera  a'",  et  le  second  h\.  Ainsi , 
nous  pourrons  écrire  -. 

a"  =  b\ 

Maintenant ,  élevons  ces  deux  membres  à  la  puissance  s,;  cela  don- 
nera, d'après  la  première  règle  ci-dessus ,  a""  =  W.  Maintenant , 
tirons  la  racine  de  chaque  membre  au  degré  rs,  le  second  membre 
If'  se  réduira  à  h.  Ainsi  nous  aurons  : 

\y  a""  =  b.  Donc  l^  a'"  =  \y"âF. 

Règle  des  exposants  fractionnaires  pour  la  mulliplication. 
Cette  règle  consiste  en  ce  que  l'exposant  du  produit  est  égal  à  la 
somme  des  exposants  des  facteurs ,  pourvu  que  les  facteurs  soient 
représentés  par  les  mêmes  lettres.  Ainsi,  par  exemple, 

m  r  "    1    J." 

a"  X  a^=  a"     '. 
En  effet,  le  premier  de  ces  deux  facteurs  revient  à  k    a"",  et 
l'autre  à  V^  a'.  Donc  le  produit  revient  à  celui  des  deux  quantités 

yynF  }y~a\ 
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Mais  cette  (|uaiilité  revient  à 

\y  a'"[  X  \y  a"', 
où  rindicc  est  le  même  pour  les  deux  radicaux.  Knfin,  cette  der- 
nière revient  à  l/'^  a""ir,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  la  remarque 
4^  de  la  p.  171.  Ainsi  posons  l'équation 

K   a'"'  K  a'"  —  Ix  fl""  a!"  =  V  a""^"'. 

Or,  chaque  radical  peut  se  transformer  en  une  quantité  à  exposant 
fractionnaire.  D'après  cela,  en  ne  conservant  dans  l'équation  ci- 
dessus  que  le  premier  et  le  troisième  membre,  on  aura 

a'"  X  a'"  =  a  '"     ou  bien  a" a'  =za"    ' . 

C.  Q.  F.  D. 

iOO.  Règle  des  exposants  fractionnaires  pour  la  division. 
Cette  règle  consiste  en  ce  qu'il  faut  ôter  l'exposant  du  diviseur  de 
celui  du  dividende. 

En  effet,  pour  la  multiplication,  il  faut  ajouter  l'exposant  du 
multiplicateur  à  celui  du  multiplicande.  Or,  la  division  étant  le 
contraire  de  la  multiplication ,  il  faut ,  pour  l'opérer,  suivre  une 
marche  toute  contraire.  Donc,  au  lieu  d'ajouter,  il  faudra  retran- 
cher l'exposant  du  diviseur  de  celui  du  dividende. 

Remarque  I.  —  La  règle  ci-dessus  n'est  rigoureusement  démon- 
trée que  pour  le  cas  où  le  dividende  a  un  exposant  plus  grand  que 
celui  du  diviseur;  mais  on  étend  aux  exposants  fractionnaires  la 
convention  faite  précédemment  p.  112,  rem.  2,  sur  les  exposants 

p        1 

entiers,  c'est-à-dire,  qu'on  admet  que  a         =~>  même  quand  la 

lettre  p  désigne  une  fraction.  Alors,  au  moyen  de  cette  conven- 
tion, notre  règle  devient  applicable  à  tous  les  cas. 

Remarque  IL  —  On  peut  s'assurer  que,  moyennant  tout  ce  qui 
précède,  les  preuves  données,  p.  il 3,  pour  étendre  au  cas  des  ex- 
posants entiers  et  négatifs  les  règles  de  calcul  des  exposants ,  soit 
pour  la  multiplication ,  soit  pour  la  division ,  peuvent  se  répéter 
mot  pour  mot  sur  les  exposants  fractionnaires;  nous  regarderons 
ces  règles  de  calcul  comme  vraies  encore  pour  les  exposants  frac- 
tionnaires négatifs. 
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Remarque  III.  —  Les  règles  des  exposants  sont  donc  démontrées 
pour  tous  les  cas  où  ceux-ci  sont  commensurables.  Or,  d'après  la 
remarque  2^  de  la  page  171,  toutes  les  règles  démontrées  pour  le  cas 
des  quantités  commensurables  sont  encore  vraies  dans  le  cas  de 
l'incommensurable.  Ainsi,  nous  regarderons  nos  règles  des  expo- 
sants comme  étant  encore  vraies  quand  il  s'agit  d'exposants  incom- 
mensurables, tels  que,  par  exemple, 

a        a       =  a  . 

On  voit  bien,  du  reste,  que  la  manière  de  calculer  la  valeur 

a     serait  de  calculer  un  nombre  fractionnaire  —  commensurable 

n 

qui  soit  une  valeur  approchée  de  1^2  et  chercher  ensuite  la  va- 

m  

leur  a  " , c'est-à-dire  de  1/ a'"  :  le  résultat  serait  la  valeur  approchée 

de  a     ■ 

101.  Définition  des  logarithmes.  —  On  appelle  logarithme 
d'un  nombre  l'exposant  de  la  puissance  à  laquelle  il  faut  élever 
une  quantité  convenue  pour  avoir  ce  nombre.  Cette  quantité  con- 
venue est  ordinairement  lo,  et  nous  ne  considérerons  que  ce  cas. 
Ainsi,  pour  nous,  le  logarithme  d'un  nombre  N  sera  la  valeur  de 
l'exposant  ^  de  lo ,  qui  donne 

10'-=:N. 

Problème.  — «  On  demande  de  trouver  la  valeur  du  logarithme 
«  d'un  nombre  quelconque,  tel  que  7 ,  c'est-à-dire  de  résoudre  l'é- 
«  quation  :  » 

10^"  =  7. 

Pour  cela,  on  remplace  x  successivement  par  o,  1,2,  3,  etc.,  et  on 
s'arrête  aux  deux  termes  consécutifs  de  cette  suite,  dont  l'un  donne 
un  résultat  trop  fort  et  l'autre  un  résultat  trop  faible.  Dans  le  cas 
actuel,  on  s'arrêterait  à  o  et  1  ;  car,  pour  0,  on  a  10°  =  1,  qui 
est  plus  petit  que  7,  et,  pour  l,  on  a  lo'  =  10,  qui  est  plus  grand 
que  7.  Ainsi  ^c;  a  sa  valeur  comprise  entre  0  et  1  ;  elle  est  égale  à 
0  plus  une  fraction.  Pour  approcher  de  cette  fraction ,  on  prendra 
la  moyenne  arithmétique  entre  G  et  i ,  c'est-à-dire  la  demi-somme 
de  ces  nombres ,  qui  est  ici  ^ ,  et  on  examinera  entre  quel  des  trois 
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termes  10",  lo"-',  lo',  tombe  le  nombre  donné  7.  Ici  ce  serait 

1  1 

entre  lo-i  et  lo';  car  lo-^  donne  3  et  quelque  chose,  et  iC  donne 

10.  Donc  X  a  sa  valeur  comprise  entre  ^  et  i . 

On  prendra  la  moyenne  arithmétique  de  ces  deux  quantités,  ce 

qui  fait  ici  f ,  et  on  cherchera  entre  quel  des  trois  termes  102,  loi^ 
10',  tombe  le  nombre  7.  Supposé,  par  exemple ,  qu'il  tombe  entre 
les  deux  derniers,  x  aura  sa  valeur  comprise  entre  f  et  1  ;  et  en  pre- 
nant une  moyenne  arithmétique  entre  ces  deux  quantités,  qui  se- 
rait ici|,  puis  continuant  ainsi  de  suite,  on  approchera  indéfini- 
ment de  la  valeur  de  x. 

Remarqve  I.  —  11  suffit  de  connaître  l'extraction  de  la  racine 
carrée  pour  faire  les  calculs  précédents,  c'est-à-dire  pour  calculer 

1  3  ji_        7  J7_  _«. 

102,  10*  ou  10  2^  108  ou  10  2%  et  en  général  102«. 

7 
En  effet ,  pour  calculer  102%  par  exemple ,  il  faut  tirer  trois  fois 

la  racine  carrée  de  10',  c'est-à-dire  trois  fois  la  racine  carrée  de 

10,000,000,  puisque,  d'après  les  règles  ci-dossus , 

V —         2  V"~T        2  V~2  7 

1/  107  =  loi,  ensuite  W  102  =  lo*,  enfin  y/  10*  =  lO». 

Remarque  IL  —  Dans  le  cas  où ,  au  lieu  d'un  nombre  plus 
grand  que  l'unité,  comme  7,  on  aurait  une  fraction  comme  0,3, 
dont  il  faudrait  calculer  le  logarithme,  on  voit  que  l'équation 

10"  =  0,3 

ne  pourrait  être  résolue  par  aucune  valeur  positive  de  x,  mais  que 
cette  inconnue  devrait  avoir  une  valeur  négative  ;  car  toute  valeur 
positive  quon  prendrait  pour  x  indiquerait  une  élévation  à  quelque 
puissance,  on  une  extraction  de  racine  à  faire  sur  10  pour  avoir 
10"^.  Or,  à  quelque  puissance  qu'on  élève  10,  ou  quelle  que  soit 
la  racine  qu'on  en  extraye,  le  résultat  sera  toujours  plus  grand  que 
l'unité  et  ne  pourra  jamais  donner  0,3. 

Mais ,  si  l'on  donne  à  x  quelque  valeur  négative ,  comme  ~  2 , 
par  exemple,  pour  lors  le  résultat  10-^  sera  moindre  que  l'unité, 

puisque  lO""  =  — -,•  Donc,  avec  des  valeurs  négatives  de  x  ou 
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pourra  obtenir  pour  lO'  un  résultat  moindre  que  l'unité,  tel  que 
0,3.  Ainsi,  toute  quantité  plus  petile  que  l'unité  a  pour  logarithme 
une  valeur  négative ,  et  il  sera  facile  de  voir  que ,  plus  cette  quan- 
tité moindre  que  l'unité  sera  petite,  plus  la  valeur  absolue  de  son 
logarithme  sera  grande. 

Propriétés  des  logarithmes.  —  Ces  propriétés  se  déduisent  de 
celles  des  exposants,  comme  on  va  le  voir  dans  les  propositions 
suivantes. 

102.  Proposition  I.  — «  Le  logarithme  d'un  produit  est  égal  à 
«  la  somme  des  logarithmes  de  ses  facteurs.  » 

En  effet,  les  logarithmes  ne  sont  que  des  exposants;  or,  l'expo- 
sant d'un  produit  est  égal  à  la  somme  des  exposants  des  fadeurs  ; 
donc  le  logarithme  d'un  produit  est  égal  à  la  somme  des  loga- 
rithmes des  facteurs. 

Ainsi,  soient  a,  b,  c,  etc.,  différents  nombres,  et  supposons  que 
leurs  logarithmes  soient  représentés  par  a! ,  b' ,  d ,  etc.,  on  aura 

a-=.  10"', 
bz=  10*', 
c  ■=.  \w\ 
etc. 

Si  nous  multiplions  toutes  ces  équations  membre  à  membre,  cela 
donnera 

abc...—  1  o«'  + *'  +  ''•■• 

oîi  l'on  voit  que  le  produit  abc...  aura  pour  logarithme 

a'  4-  6'  -f  c'  ; 
ce  que  l'on  écrit  ainsi  : 

log  {abc)  =  log  a  4-  log  b  -\-  log  c, 
ou  simplement  1  [abc)  =  1  [a)  -\-\(b)  -\-  l  (c) , 

parce  que  l'on  indique  le  logarithme  d'une  quantité  en  mettant 
devant  elle  le  signe  log,  ou  simplement  un  /. 

Proposition  H.  —  «  Le  logarithme  d'un  quotient  est  égala  celui 
«  du  dividende  moins  celui  du  diviseur.  >- 
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Ainsijogf  ^  ]  égale  \a  —  \b.  Kn  ofl'el,  représentons  log  a 
par  a'  et  log  b  par  b',  nous  aurons 


a  =  i  0"', 

b  =  1  0*'  ; 

donc  T-=  10"'- 


et  celte  dernière  équation  nous  montre  que  a'  —  b'  est  le  loga- 


a 


rithme  de  ^.  ^  ^  j,  j^ 

Corollaire.  —  Le  logarithme  d'une  fraction  est  égal  à  celui  de 
son  numérateur  moins  celui  de  son  dénominateur.  Ainsi,  pour 
trouver  le  logarithme  de  |,  on  cherchera  celui  de  2  et  ensuite  celui 
de  3  ;  on  les  trouvera  tels  qu'on  les  voit  ici  : 

log   3  =  0,47712 
log  2  =  0,30103 

Différence     =  0,17609. 

De  sorte  que  log  2  —  log  3  =  —  0,17G09  sera  le  logarithme  de 
■^.  On  voit  donc  que,  comme  nous  l'avons  dit  tout  à  l'heure,  le 
logarithme  d'une  fraction  est  négatif. 

Proposition  III.  —  «  Le  logarithme  d'une  puissance  d'un  nomhre 
«  est  égal  au  logarithme  de  ce  nombre  multiplié  par  le  degré  de 
"  cette  puissance.  » 

Ainsi,  je  dis  que  log(«"')  =  m  log  a. 

En  effet,  soit  a'  le  logarithme  de  a,  nous  aurons 

a  =  lO"'; 
donc  [a'")  =  10'""', 

où  l'on  voit  que  a'"  a  ma'  pour  logarithme.  C.  Q.  F.  D. 

Proposition  IV.  — «  Le  logarithme  de  la  racine  d'un  nombre  est 
«  égal  au  logarithme  de  ce  nombre  divisé  par  le  degré  de  cette 
«  racine.  » 

Ainsi ,  je  dis  que  log  V^a  =  — — . 

ifi 
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Ea  elfet,  soit  a'  le  logarithme  de  «,  nous  aurons 
«=  10"'; 

donc  t/«=  10", 

où  l'on  voit  que  K  a     a    —  pour  logarithme.        C.  Q.  F.  D. 

105.  Définition.  —  On  appelle  caractéristique  d'un  logarithme 
la  partie  de  ce  logarithme  composée  d'unités  entières. 

Ainsi,  en  faisant  des  calculs  pareils  à  ceux  de  la  page  238,  on 
trouve  log  175  =  2,24304,  et  le  chiffre  2  placé  à  gauche  de  la 
virgule  est  la  caractéristique  de  log  175. 

Bemarque.  —  On  verra,  dans  la  proposition  suivante,  d'où 
vient  ce  nom  de  caractéristique j  mais,  auparavant,  observons 
que  le  logarithme  d'une  quantité  moindre  que  l'unité ,  et  que  nous 
avons  vu  devoir  être  négatif  (p.  241),  peut  toujours  se  préparer 
de  façon  à  ce  que  sa  caractéristique  seule  soit  négative,  tandis  que 
la  partie  de  ce  logarithme  composée  de  fractions  d'unité  sera  po- 
sitive. Ainsi,  le  logarithme  de  0,0175  est  —  l,7569G,  comme  on 
le  trouverait  par  des  calculs  analogues  à  ceux  de  la  page  238.  Or, 
prenons  le  nombre  entier  immédiatement  au-dessus  de  — 1,75696, 
lequel  est  i'  ;  puis  augmentons  et  diminuons  de  ce  nombre  2  la 
valeur  — 1,75696  de  notre  logarithme  de  o,oi75,  cela  ne  la  chan- 
gera pas,  et  l'on  aura 

log  0,0175  =—  I,75G96  4-  2  —  2  =  0,24304  —  2  ; 

ce  que  l'on  écrit  ainsi  : 

log  0,0175  =  2,24304. 

En  plaçant  le  signe  —  ainsi  au-dessus  de  la  caractéristique,  on 
veut  indiquer  qu'elle  seule  est  négative,  et  que  le  reste  du  nombre, 
savoir  :  24304,  est  positif. 

Proposition  V.  —  «  La  caractéristique  du  logarithme  d'une 
«  quantité  est  toujours  égale  au  nombre  de  rangs  dont  le  premier 
«  chiffre  siguificatif  de  la  valeur  décimale  de  cette  quantité  est  éloi- 
«  gné  du  chiffre  des  unités  vers  la  gauche ,  si  cette  caractéristique 
«  est  positive ,  et  vers  la  droite ,  si  elle  est  négative.  »  Dans  cet 


ALGÈBRE.  243 

énoncé,  on  suppose  que  la  caractéristiqiio  seule  puisse  être  ur- 
gative. 

Ainsi,  prenons  2,2430 1  et  2,24304 ,  que  nous  avons  vu  tout  à 
riieure  ôtre  les  valeurs  de  certains  logarithmes,  je  dis  qu'à  la  seule 
inspection  de  ces  logarithmes,  je  suis  sur  d'avance,  par  la  caracté- 
ristique 2  du  premier,  que  le  nombre  auquel  il  appartient  a  son 
premier  chilTre  placé  à  deux  rangs  vers  la  gauche  du  chiffre  des 
unités  simples,  et  qu'en  vertu  de  la  caractéristique  2  du  deuxième, 
le  nombre  auquel  il  appartient  ne  commencera  qu'au  deuxième 
rang  à  droite  de  la  virgule  qui  sépare  les  unités  des  décimales.  Et, 
en  effet ,  nous  savons  que  le  premier  de  nos  logarithmes  appar- 
tientau  nombre  175,  dont  le  premier  chiffre  1  est  bien  au  deuxième 
rang  à  gauche  des  unités  ô,  tandis  que  le  nombre  auquel  appar- 
tient notre  deuxième  logarithme  est  la  quantité  o,oi75,  dans  la- 
quelle le  premier  chiffre  significatif  l  ne  commence  qu'au  deuxième 
rang  à  droite  de  la  virgule  qui  sépare  les  deux  zéros. 

La  raison  de  ceci  est  très-simple.  Eu  effet,  prenons  les  deux 
progressions  suivantes,  l'une,  la  progression  géométrique  décuple, 
et  la  deuxième,  la  suite  naturelle  des  nombres  : 

...  0,0001  0,001  0,01  0,1  1  10  100  1000... 
...—4  _3         —2—1        0  1  2  3... 

Nous  supposons  ces  deux  progressions  indéfiniment  prolongées,  soit 
à  droite ,  soit  à  gauche  ;  il  est  évident  que  chaque  terme  inférieur 
est  le  logarithme  du  terme  supérieur  correspondant,  car  chaque 
terme  supérieur  n'est  autre  chose  que  10  élevé  à  une  puissance 
d'un  exposant  égal  au  terme  inférieur  correspondant.  Ainsi  0,001, 
qui  correspond  à  —  3,  n'est  que  lo  -^,  car 

De  même  lOo,  qui  correspond  à  2,  n'est  que  l0^  Cela  est  évi- 
dent. 

Or,  étudions  d'abord  notre  proposition  pour  les  quantités  plus 
grandes  que  l  :  il  est  clair  que ,  pour  toutes  celles  comprises  entre 
les  termes  i  et  10  de  la  progression  décuple  ,  leurs  valeurs  déci- 
males auront  un  chiffre  et  rien  qu'iui  chiffre  d'unités  entières,  qui 

16. 
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sera  leur  premier  chiffre.  Ainsi,  dans  ces  quantités,  le  premier  chiffre 
sera  à  une  distance  o  des  unités  entières  :  aussi  leurs  logarithmes 
auront  o  pour  caractéristique,  c'est-à-dire,  vaudront  0  plus  quel- 
ques parties  d'unité,  car  ils  seront  compris  entre  0  et  l,  qui  cor- 
respondent à  1  et  10. 

Maintenant,  pour  les  quantités  comprises  entre  10  et  100,  leurs 
valeurs  décimales  auront  deux  chiffres  d'unités  entières,  dont  ce- 
lui des  dizaines  sera  le  premier  ;  donc  alors  le  premier  chiffre  sera 
à  un  rang  à  gauche  des  unités  :  aussi  leurs  logarithmes  auront  1 
pour  caractéristique ,  c'est-à-dire,  vaudront  i  plus  quelques  par- 
ties d'unité ,  car  ils  seront  compris  entre  l  et  2,  qui  correspondent 
aux  termes  lo  et  loo  ;  ainsi  de  suite. 

On  raisonnerait  de  même  pour  les  quantités  moindres  que  1. 
Ainsi,  d'abord  pour  les  quantités  comprises  entre  l  et  0,1,  leurs 
valeurs  décimales  contiendront  des  dixièmes,  mais  rien  au-dessus  ; 
ainsi,  le  premier  chiffre  de  ces  valeurs  étant  celui  des  dixièmes 
sera  à  un  rang  à  droite  des  unités  :  aussi  la  caractéristique  de 
leurs  logarithmes  sera  égale  à  I,  c'est-à-dire,  qu'ils  vaudront  T 
plus  quelques  parties  d'unité,  car  ils  seront  compris  entre  7  et  0, 
(jui  correspondent  à  0,1  et  1,  On  prouverait  de  même  notre  pro- 
position pour  les  quantités  comprises  entre  0,1  et  0,0 1  ;  ainsi  de 
buitc. 

104.  ÏJscujc  des  lof/arilhmes.  —  D'après  les  propriétés  précé- 
dentes, on  peut  voir  combien  les  logarithmes  sont  capables  de  fa- 
ciliter les  calculs.  Par  conséquent,  pour  faire  usage  des  logarithmes, 
on  en  a  dressé  des  tables  plus  ou  moins  complètes.  Ces  tables  pré- 
sentent deux  colonnes  :  l'une,  intitulée  nombres,  contient  la  suite 
naturelle  des  nombres  1,2,3,  etc.,  jusqu'à  un  certain  nombre 
qu'on  appelle  la  limite  des  tables;  et  l'autre  contient  leurs  loga- 
rithmes. Cette  limite  n'est  pas  la  même  dans  toutes  les  tables.  Ainsi, 
les  tables  de  Callet  vont  jusqu'à  1 08000;  mais  celles  de  Lalande, 
dont  on  se  sert  le  plus  souvent ,  ne  vont  que  jusqu'à  1  oooo.  Quand 
on  a  de  pareilles  tables,  on  peut  changer  les  multiplications  en  ad- 
ditions, les  divisions  en  soustractions,  etc. 

En  effet,  l"  pour  multiplier  un  nombre  par  un  autre,  par 
exemple,  25  7  par  49,  je  chercherai  dans  ma  table  les  logarithmes 
de  ces  nombres,  et  je  trouverai 
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log   2Ô7  =  2,109933 
et  log     49  =  l,G9019(i 


somme  4, 1 00 129  =:log  12Ô93. 

Ensuite,  après  avoir  fait  la  somme  de  ces  deux  logarithmes,  je  la 
cherche  dans  la  colonne  des  logarithmes  de  ma  table,  et  l'ayant 
trouvée,  je  vois  à  côté  d'elle  12593  dans  la  colonne  des  nombres, 
d'où  je  conclus  que  257  x  49  =  12593. 

2"  Pour  diviser  un  nombre  par  un  autre,  par  exemple,  12593 
par  49,  je  chercherai  dans  ma  table  les  logarithmes  de  ces  nom- 
bres, et  je  trouverai 

log   12593  =  4,100129 
log  49  =  1,690196 


différence  2,409933  =  log  257. 

Ensuite,  après  avoir  fait  la  différence  de  ces  deux  logarithmes, 
je  la  cherche  dans  la  colonne  des  logarithmes  de  ma  table,  et  l'a)  an' 
trouvée,  je  vois  à  côté  d'elle  257  dans  la  colonne  des  nombres, 
d'où  je  conclus 

12593 


49 


=  257. 


Quand  le  diviseur  est  plus  grand  que  le  dividende,  comme  si 
l'on  avait  à  trouver  le  logarithme  de  la  fraction  g,  la  valeur  de  ce 
logarithme  se  trouverait  en  retranchant  le  logarithme  du  dividende 
ou  numérateur  3  de  celui  du  diviseur  ou  dénominateur  8 ,  et  don- 
nant le  signe  —  au  résultat ,  ce  qui  se  ferait  ainsi  : 

log  s  =  0,90309 
log   3  :=  0,47712 


logâ  =  —  0,42597. 


Ce  qui  s'accorde  avec  le  corollaire  de  la  p.  241  et  la  remarque 
deuxième  de  la  p.  239. 

3"  Pour  élever  un  nombre  comme  29  à  une  puissance  quel- 
conque, à  la  troisième,  par  exemple,  je  cherche  son  logarithme 
dans  ma  table,  et  l'ayant  trouvé  égal 
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à  1,462398 

je  le  multiplie  par  3 


produit  4,387194. 

Ensuite,  je  cherche  le  produit  résultant  dans  la  colonne  des  loga- 
rithmes de  ma  table,  et  comme  je  h  trouve  à  côté  de  la  quantité 
24389  placée  dans  la  colonne  des  nombres,  j'en  conclus  que 
29^  =  24389. 

4°  Pour  tirer  la  racine  d'un  nombre  quelconque,  la  racine 
troisième,  par  exemple,  de  24389,  je  cherche  le  logarithme  de 
ce  nombre  dans  la  colonne  des  logarithmes  de  ma  table,  et  l'ayant 
trouvé  égal  à  4,387194,  je  le  divise  par  3  ,  puis  je  cherche  dans 
ma  table  le  quotient  1,462398,  et  l'ayant  trouvé  à  côté  de  la  quan- 
tité 29  placée  dans  la  colonne  des  nombres,  j'en  conclus  que 

1^24389=  29. 

105.  Manière  cVétendre  les  tables  au  delà  de  leurs  limiles.  — 
Les  deux  problèmes  suivants  vont  montrer  comment  on  peut  at- 
teindre cette  fin. 

Problème  I.  —  «  Trouver  les  logarithmes  de  quantités  qui  ne  se 
«  trouvent  pas  dans  les  tables,  soit  qu'elles  en  dépassent  les  limites, 
«  soit  qu'elles  contiennent  des  parties  décimales.  » 

La  méthode  que  nous  allons  donner  n'est  pas  rigoureuse  ;  mais 
elle  est  plus  que  suffisante  pour  les  usages  ordinaires. 

Observons,  i°  qu'en  ajoutant  1,  2,  3,  etc.,  à  la  caractéristique 
du  logarithme  d'un  nombre,  on  multiplie  ce  nombre  par  lo, 
100,  1000,  etc.;  puisque  ajouter  1,  2,  3,  etc.,  c'est  ajouter  les  lo- 
garithmes de  10,  100,  1000,  etc. 

2°  Au  contraire,  si  l'on  retranche  i,  2,  3,  etc.,  de  la  caracté- 
ristique d'un  logarithme ,  on  divise  le  nombre  correspondant  par 
10,  100,  1000,  etc. 

Cela  posé,  qu'il  soit  question  de  trouver  le  logarithme  de  357859. 

Je  séparerai  par  une  virgule  sur  la  droite  de  ce  nombre  autant 
de  chiffres  qu'il  est  nécessaire  pour  que  le  reste  puisse  se  trouver 
dans  les  tables.  Ici,  par  exemple,  j'en  séparerai  deux,  ce  qui  me 
donnera  3578,59,  qui  est  cent  fois  plus  petit  que  le  nombre  pro- 
posé 357859.  Je  cherche  dans  les  tables  le  logarithme  de  3578, 
que  je  trouve  être  3,5536403  ;  je  prends  en  même  temps  à  côté  de 
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ce  logarithme  la  différence  1214  entre  ce  môme  logarithme  et  celui 
de  3579  ;  après  quoi,  Je  fais  celte  règle  de  trois  : 

Si,  pour  une  unité  de  différence  entre  les  deux  nombres  3579 
et  3578,  on  a  1214  de  différence  entre  leurs  logarithmes,  combien 
pour  0,59,  différence  entre  les  deux  nombres  3578,59  et  3578, 
aura-t-ou  de  différence  entre  leurs  logarithmes?  c'est-à-dire  que 
je  cherche  le  quatrième  terme  d'une  proportion  dont  les  trois 
premiers  sont  1  :  1214  ::  0,59  :  x. 

Ce  quatrième  terme  est  716,26  ou  716  en  négligeant  les  déci- 
males. J'ajoute  donc  716  au  logarithme  3,5536403  de  3578,  et 
j'ai  3,5537119  pour  logarithme  de  3578,59.  Il  ne  s'agit  plus,  pour 
avoir  celui  de  357859,  que  d'ajouter  deux  unités  à  la  caractéristique 
du  logarithme  que  l'on  vient  de  trouver,  et  on  aura  5,5537119, 
puisque  357859  est  cent  fois  plus  grand  que  3578,59,  et  que,  pour 
multiplier  un  nombre  par  i  oo,  il  suffit  d'ajouter  deux  unités  à  sa 
caractéristique. 

Si  les  chiffres  qu'on  doit  séparer  sur  la  droite  étaient  tous  des 
zéros,  après  avoir  trouvé  dans  les  tables  le  logarithme  de  la  partie 
qui  reste  à  gauche,  il  n'y  aurait  autre  chose  à  faire  que  d'ajouter 
autant  d'unités  à  la  caractéristique  qu'on  aurait  séparé  de  zéros. 
S'il  s'agit  du  logarithme  d'un  nombre  accompagné  de  décimales, 
on  cherchera  ce  logarithme  comme  si  le  nombre  proposé  n'avait 
pas  de  virgule;  et,  après  l'avoir  trouvé,  soit  immédiatement  dans 
les  tables,  soit  par  la  méthode  qu'on  vient  de  donner,  on  ôtera  au- 
tant d'unités  à  la  caractéristique  qu'il  y  a  de  décimales  dans  le 
nombre  proposé,  parce  qu'ayant  considéré  le  nombre  comme  s'il 
n'y  avait  pas  de  virgule,  c'est-à-dire,  comme  lo,  ou  loo,  ou 
1000,  etc.,  fois  plus  grand  qu'il  n'est,  on  doit  le  rappeler  à  sa  va- 
leur par  une  diminution  convenable  sur  la  caractéristique  de  son 
logarithme. 

Enfin,  s'il  n'y  a  que  des  décimales  dans  le  nombre  proposé ,  on 
cherchera  encore  ce  nombre  dans  les  tables,  comme  s'il  n'y  avait 
pas  de  virgule ,  et  ayant  pris  le  logarithme  correspondant ,  on  le 
retranchera  d'autant  d'unités  qu'il  y  a  de  décimales  dans  ce  môme 
nombre,  et  on  fera  précéder  le  reste  du  signe  — .  Par  exemple , 
pour  avoir  le  logarithme  de  0,03,  je  cherche  celui  de  3,  qui  est 
0,477 1 2 1  ;  je  le  retranche  de  2,  et,  apphquant  au  reste  le  signe  — , 
j'ai  —1,522879  pour  logarithme  de  o,03.  En  effet,  o, 03  n'est 
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autre  chose  que  y^.  Or,  pour  avoir  le  logarithme  de  j^ ,  il  faut 
retrancher  le  logarithme  de  3  de  celui  de  100,  et  appliquer  ensuite 
le  signe — ,  d'après  la  règle  donuée  pour  trouver  le  logarithme 
d'uoc  fraction,  p.  239  et  241. 

Jl  y  a  une  autre  manière  de  trouver  le  logarithme  de  0,03  : 
c'est  de  ne  faire  porter  la  soustraction  que  sur  la  caractéristique  du 
logarithme  de  3,  qui  est  0,47712  ;  alors  la  différence  de  2  à  cette 
caractéristique,  qui  est  ici  0,  étant  2,  j'écris  2,47712,  où  2  seule- 
ment est  négatif,  les  chiffres  décimaux  47712  étant  positifs  :  toutes 
les  fois  que  la  caractéristique  seule  est  négative ,  on  met  le  signe  — 
au-dessus  de  cette  caractéristique,  comme  nous  l'avons  vu,  p.  242. 

106.  Problème  //.  —  «Étant  donnés  des  logarithmes  dont  les 
"  nombres  ne  sont  pas  dans  les  tables,  trouver  ces  nombres.  » 

Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  des  logarithmes  dont  la  carac- 
téristique passe  celle  des  tables. 

On  retranchera  de  la  caractéristique  autant  d'unités  qu'il  sera 
nécessaire  pour  qu'on  puisse  trouver  dans  les  tables  les  premiers 
chiffres  du  logarithme  proposé  :  ainsi  préparés,  si  tous  les  chiffres 
se  trouvent  alors  dans  les  tables,  le  nombre  cherché  sera  le  nombre 
même  qu'on  trouve  à  côté  dans  les  tables,  mais  en  mettant  à  sa 
suite  autant  de  zéros  qu'on  aura  supprime  d'unités  à  la  caracté- 
ristique. 

Par  exemple,  le  logarithme  7,2273467  se  trouve  (après  avoir 
ôlé  3  à  la  caractéristique)  répondre  au  nombre  1GS79.  J'en  conclus 
que  le  logarithme  proposé  7,2273467  répond  à  16879000.  Si  l'on 
ne  trouve  dans  les  tables  que  les  premiers  chiffres  du  logarithme, 
ou  se  conduira  comme  dans  l'exemple  qui  suit  : 

Pour  trouver  à  quel  nombre  appartient  le  logarithme  5,2432768, 
j'ôte  2  à  la  caractéristique;  le  logarithme  3,2432768,  que  j'ai 
alors,  tombe  entre  les  logarithmes  des  nombres  1750  et  1751  :  le 
nombre  auquel  il  répond  est  donc  1750  et  une  fraction.  Aûn  d'a- 
voir cette  fraction  ,  je  retranche  de  mon  logarithme  3,2432768,  le 
logarithme  de  1750,  et  j'ai  pour  différence  2388,  car  on  trouve 

log   1750  =  3,2430380. 

Je  prends  aussi  dans  les  tables  la  différence  2481  entre  les  loga- 
rithmes de  1751  et  1750;  après  quoi,  Je  fais  cette  règle  de  trois: 
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Si  2481  de  didôroncc  outre  les  logarithmes  de  1751  et  i7r,o  ré- 
pondent à  1  de  différence  entre  ces  nombres,  à  quelle  différence 
de  nombre  doit  répondre  la  différence  2388  entre  mon  logarithme 
et  celui  de  1750?  Je  trouve  pour  4*"  terme  ff^  à  très-peu  de 
chose  prés.  Par  conséquent,  le  logarithme  proposé,  qui  appartient 
à  un  nombre  cent  fois  plus  grand,  a  pour  nombre  correspondant 
175000  et  la  fraction  nnir^,  c'est-à-dire,  175096  et  la  fraction 
•i^'  0"'  ^^  réduisant  en  décimales,  il  a  pour  correspondant 

17509G,25. 

Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  d'un  logarithme  dont  la 
caractéristique  soit  inférieure  ou  égale  à  celle  des  tables;  il  faudra 
pour  lors  ajouter  à  la  caractéristique  assez  d'unités  pour  la  faire 
monter  jusqu'à  la  plus  forte  valeur  des  caractéristiques  des  tables, 
laquelle  est  3  dans  les  tables  de  Lalande,  et,  ayant  trouvé  le  loga- 
rithme des  tables  qui  en  approche  le  plus,  on  prendra  le  nombre 
correspondant  à  ce  logarithme  des  tables,  et  on  en  séparera  sur  la 
droite,  par  une  virgule,  autant  de  chiffres  qu'on  aurait  ajouté 
d'unités  à  la  caractéristique,  ce  qui  suffira  souvent;  mais,  si  l'on 
veut  avoir  plus  de  décimales ;,  on  fera  la  môme  proportion  que  ci- 
dessus,  et,  réduisant  le  4^  terme  en  décimales,  on  mettra  celles-ci 
à  la  suite  de  celles  qu'on  a  déjà  trouvées.  Par  exemple,  si  l'on 
demande  à  quel  nombre  appartient  le  logarithme  0,5432725,  je 
prends  les  tables  de  Lalande ,  et  j'y  trouve  que  ce  logarithme  tombe 
entre  ceux  de  3  et  4  ;  je  cherche  donc  ce  logarithme  avec  3  de 
plus  à  sa  caractéristique,  c'est-à-dire  que  je  cherche  3,5432725  : 
je  trouve  qu'il  tombe  entre  les  logarithmes  de  3493  et  3494,  d'où 
je  conclus  que  le  nombre  cherché  est  3,493  à  moins  d'un  millième 
près.  Mais,  si  cette  approximation  ne  suffit  pas,  je  prendrai  la  dif- 
férence entre  mon  logarithme  et  celui  de  3493,  et  je  chercherai , 
en  raisonnant  comme  ci-dessus,  le  4^  terme  d'une  proportion  qui 
commencerait  par  ces  trois-ci  :  1243  :  l  ::  739  :  x. 

Ce  4^  terme,  évalué  en  décimales,  est  0,594;  donc  le  nombre 
cherché  est  3,493594. 

Si  l'on  veut  avoir  la  fraction  à  laquelle  répond  un  logarithme 
négatif  proposé,  on  retranchera  ce  logarithme  de  l,  ou  2,  ou  3, 
ou  4,  selon  l'étendue  des  tables;  et,  après  avoir  trouvé  le  nombre 
qui  répond  au  logarithme  restant,  on  en  séparera  sur  la  droite. 
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par  une  virgule ,  autant  de  chiffres  qu'il  y  aura  eu  d'unités  dans 
Je  nombre  dont  on  aura  retranché  le  logarithme. 

Par  exemple,  si  l'on  demande  à  quelle  fraction  appartient 
—  1,532732,  je  retranche  1,532732  de  4,  et  il  me  reste  2,467268, 
qui,  dans  les  tables,  se  trouve  entre  les  logarithmes  de  293  et  294; 
j'en  conclus  que  la  fraction  cherchée  est  entre  0,0294  et  o,0293, 
c'est-à-dire  qu'elle  est  0,0293  à  moins  d'un  dix-millième  près. 
En  effet,  retrancher  de  4  le  logarithme  l  ,532732,  c'est  multiplier 
10000  par  la  fraction  à  laquelle  appartient  ce  même  logarithme 
pris  négativement,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  c'est  multiplier 
cette  fraction  par  loooo.  Donc  le  nombre  qu'on  trouve  est  dix 
mille  fois  trop  grand  ;  il  faut  donc  le  compter  pour  des  dix-mil- 
lièmes. Si  la  caractéristique  seule  était  négative,  comme  dans 
2,58850,  on  suivrait  la  même  règle,  c'est-à-dire  qu'on  en  ôterait 
la  caractéristique  de  5,  ce  qui  donne  3  pour  reste,  et  l'on  cher- 
cherait à  quoi  répond  3,58850  :  on  trouverait  3877  ;  mais,  à  cause 
des  5  unités  qu'on  a  employées,  il  faut  séparer,  par  une  virgule, 
cinq  chiffres  de  ce  résultat  i  ce  qui  donne  0,03877. 

Remarque  I. — Les  proportions  indiquées  plus  haut  sont  tou- 
jours inexactes;  mais,  toutefois,  Terreur  est  d'autant  moindre  que 
le  nombre  cherché  est  plus  grand.  (Voir  les  Compléments  des  Élé- 
ments.) 

Remarque  II. — La  plupart  des  logarithmes  sont  des  nombres 
incommensurables,  car  toutes  les  fois  que  dans  l'équation  10"=:  n 
le  second  membre  n  n'est  pas  l'unité  suivie  de  plusieurs  zéros,  la  va- 
leur de  X  n'existe  ni  en  nombre  entier,  ni  en  nombre  fraction- 

naire  :  en  effet,  représentons  la  valeur  de  x  par  l'expression  y 

qui  peut  représenter  en  général  un  nombre  fractionnaire ,  mais 
qui  peut  représenter  aussi  un  nombre  entier  quand  6=1.  L'équa- 

a 

tion  10*"  =  ?î  donne 

10"  =  W*, 

OÙ  l'on  voit  que  w*  doit  être  égal  à  l'unité  suivie  de  plusieurs 
zéros,  puisque  10"  n'est  que  cela.  Or,  il  n'y  a  que  10  ou  l'une  de 
ses  puissances  entières  qui  donne  l'unité  suivie  de  plusieurs  zéros, 
quand  on  l'élève  à  la  puissance  b.  Donc  n  égale  1  o  ou  l'une  de  ses 
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puissances  10'.  Mais  si  l'on  met  lO'  à  la  place  de  n  dans  l'équation 
ci-dessus,  elle  vient 

10"  =  10*" 

qui  donne  a  =  bc ,  et  par  conséquent 

a 

Ainsi  il  n'y  a  que  x  égal  h  un  nombre  entier  c  qui  puisse  être 
une  solution  commcnsurable  de  l'équation  iO'=n;  et  comme 
10"  n'est  que  i  suivi  de  plusieurs  zéros,  on  voit  qu'un  nombre  x 
n'aura  son  loaaritlinie  commcnsurable  qu'autant  que  ce  nombre 
sera  i  suivi  de  plusieurs  zéros,  et  qu'alors  ce  logarithme  sera 
l'un  des  nombres  entiers  l,  2,  3,  (,  etc..  Hors  de  là,  tous  les 
logarithmes  sout  incommensurables. 

Remarque  II f On  voit,  à  l'occasion  des  logarithmes,  la  défini- 
lion  générale  qu'on  peut  donner  pour  ce  qu'on  appelle  nombre  in- 
commensurable. On  peut  déûnir  nombres  incommensurables,  les 
valeurs  des  inconnues  des  problèmes  qu'aucun  nombre  entier  ni 
fractionnaire  ne  peut  résoudre  exactement,  mais  dont  on  peut  ap- 
procher indéfiniment  d'avoir  la  solution  eu  nombres  fraction- 
naires. 


GÉOMÉTRIE. 


LIVRE    PREMIER. 


LES  PRINCIPES. 


DÉFINITIONS. 


I.  La  géométrie  est  la  science  de  l'étendue. 

L'étendue  et  l'espace  sont  à  peu  près  synonymes,  mais  l'étendue 
marque  plus  spécialement  la  propriété  que  les  choses  sensibles  ont 
d'occuper  une  certaine  portion  de  l'espace.  Nous  supposons  ici 
qu'on  a  vu  en  ontologie  tout  ce  que  l'on  peut  dire  sur  l'espace. 

Toute  portion  de  l'espace  s'étend  en  trois  sens  différents,  que 
l'on  désigne  par  le  nom  de  dimensions.  La  plus  grande  de  ces  di- 
mensions s'appelle  ordinairement  longueur;  la  moyenne,  lar- 
geur; et  la  plus  petite,  épaisseur. 

IL  On  appelle  solide  ou  volume  toute  portion  de  l'espace  qui 
s'étend  dans  les  trois  dimensions. 

IIL  'Ld.s^irface  est  ce  qui  termine  un  solide;  ou  plus  générale- 
ment ,  on  appelle  surface  le  lieu  de  contact  de  deux  portions  con- 
tiguës  de  l'espace  ;  c'est-à-dire  que  si  l'on  conçoit  l'espace  ou  une 
portion  de  l'espace  divisée  en  deux  parties  seulement,  l'endroit  où 
se  toucheront  ces  deux  parties,  est  ce  qu'on  appelle  une  surface. 
La  surface  n'a  donc  que  longueur  et  largeur  sans  épaisseur. 

IV.  La  ligne  est  ce  qui  termine  une  surface,  ou  plus  généra- 
lement on  appelle  ligne  le  lieu  de  contact  de  deux  portions  conti- 
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guës  d'une  surface  ;  c'est-à-dire  que  si  l'on  divise  une  suiiace  en 
deux  parties  seulement ,  l'endroit  où  elles  se  toucheront  sera  ce 
qu'on  appelle  une  ligne.  La  ligue  n'a  donc  d'étendue  qu'eu  lon- 
gueur saus  largeur  ni  épaisseur. 

On  appelle ;;o/;i^  l'extrémité  d'une  ligne,  c'est-à-dire,  l'endroit 
où  elle  se  termine. 

V.  La  ligne  droile  est  le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un 
autre. 
%.  r.         VL  La  ligne  courbe  est  une  ligne  telle  que  AEB  {Jig.   i  ),  qui 
n'est  ni  droite ,  ni  composée  de  lignes  droites. 

On  appelle  ligne  brisée  une  ligne  composée  de  ligues  droites 
telles  que  ACDB  [fig.  1). 

VIL  Le  plan  est  une  surface  droite  dans  tous  les  sens,  c'est-à- 
dire,  sur  laquelle  une  ligne  droite  peut  s'appliquer  dans  tous  les 
sens.  Ainsi ,  si  l'on  prend  sur  un  plan  deux  points  dans  un  sens 
quelconque,  et  qu'on  fasse  passer  une  droite  par  ces  deux  points, 
cette  ligne  coïncidera  avec  le  plan  dans  toute  son  étendue. 

VIII.  On  appelle  surface  courbe,  une  surface  qui  n'est  ni  plane 
ni  composée  de  surfaces  planes. 

IX.  La  position  d'un  point  B  par  rapport  à  un  autre  point  A 
[■.z.  I  lis     [fig-  1  bis)  se  compose  de  deux  choses,  savoir,  de  la  distance 

*  mutuelle  de  ces  deux  points  et  de  la  direction  du  point  A  au 

*  point  B,  c'est-à-dire  que  pour  connaître  la  position  de  B  par  rapport 

*  à  A ,  il  faut  non-seulement  connaître  la  distance  mutuelle  de  ces 

*  deux  points,  mais  encore  sur  quelle  direction ^  partant  de  A,  se 

*  trouve  le  point  B.  L'une  de  ces  deux  choses  détermine  de  quelle 

*  grandeur ,  et  l'autre  de  quel  sens  ou  de  quel  côté  est  le  chemin 

*  qu'il  faut  faire  pour  aller  du  point  A  au  point  B  ;  on  peut  définir 
"  la  direction  de  la  manière  suivante  : 

*  On  appelle  direction  d'un  point  A  à  un  autre  B,  ce  qui  change 

*  dans  la  position  respective  de  ces  deux  points  toutes  les  fois  que, 

*  A  restant  immobile,  B  se  déplace  sans  changer  sa  distance  au 

*  point  A ,  c'est-à-dire ,  sans  s'éloigner  ni  s'approcher  de  A. 

*  Remarque.  —  Deux  couples  de  points  éloignés  l'un  de  l'autre, 
fig.  ihis.    *  comme  le  couple  A,B  [fig.  l  bis)  et  le  couple  D,C  {fig.  2  bis) , 

fig.  2  bis.    *  peuvent  déterminer  la  même  direction ,  aussi  bien  que  la  même 

*  distance  :  c'est  ce  qui  arrive  quand  la  position  de  B  par  rapport 

*  à  A  est  la  môme  que  celle  de  C  par  rapport  à  D. 
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*X.  Le  sysltMHo  de  doux  points  tels  que  A  et  B  olïrc  deux  direc- 

*  lions  ;  savoir,  celle  du  point  A  uu  point  H,  et  celle  du  point  B  au 

*  point  A  :  ces  deux  directions  sont  ce  qu'on  appelle  des  directions 

*  de  sens  contraires;  ainsi,  lorsque  nous  dirons  qu'une  direction 

*  telle  que  celle  de  C  à  1)  (  fiy.  2  bis)  est  de  sens  contraire  à  celle  de    fig.  i  bis. 

*  A  au  point  B ,  cela  signifiera  qu'elle  est  la  même  que  la  direction 

*  de  B  au  point  A. 

XI.  Ou  appelle  anglela.  quantité  dont  une  direction  s'écarte  d'une 
autre. 

Ordinairement  les  deux  directions  qui  forment  un  angle  partent 
d'un  même  point,  et  ce  point  s'appelle  le  sommet  àa  l'angle. 

lîemarque  l.  —  ^  Nous  verrons  plus  bas  {prop.  4)  que  d'un 

*  point  à  un  autre  d'une  ligue  droite  la  direction  est  toujours  la 

*  même ,  quels  que  soient  les  deux  points  que  l'on  considère  dans 

*  cette  droite. 

*  La  direction  d'une  extrémité  à  l'autre  d'une  ligne  droite,  ou 

*  en  général  d'un  point  à  un  autre  de  cette  droite,  est  ce  qu'on 

*  appelle  la  direction  de  cette  même  droite. 

■*'  On  voit,  d'après  ce  qui  précède,  que  la  ligne  droite  tracée  d'un 

*  point  à  un  autre  est  la  représentation  naturelle  de  la  direction 

*  de  l'un  de  ces  points  à  l'autre,  aussi  bien  que  de  la  distance  mu- 

*  tuelle  de  ces  deux  points.  De  là  on  peut  conclure  la  remarque 

*  suivante  : 

Remarque  II.  —  Un  angle  est  naturellement  représenté  par  les 
deux  droites  tirées  de  sou  sommet  dans  les  directions  entre  les- 
quelles cet  angle  est  compris.  Ainsi  l'ensemble  des  deux  droites 
AB  et  AC  [fig.  2)  représente  l'angle  compris  entre  leurs  directions, 
et  le  point  de  rencontre  ou  d'intersection  A  de  ces  deux  droites 
représente  le  sommet  de  l'angle  ;  les  lignes  AC  et  AB  en  sont  les 
côtés. 

Un  angle  se  désigne  par  trois  lettres  qu'on  met  à  son  sommet 
et  aux  extrémités  de  ses  côtés,  et  en  lisant  ces  trois  lettres  de  ma- 
nière que  celle  du  sommet  soit  toujours  la  seconde;  ainsi,  pour 
désigner  l'angle  de  la  fuj.  2,  on  dira  BAC  ou  CAB ,  mais  jamais      fig.  2. 
ABCniBCA. 

Quelquefois  on  désigne  un  angle  simplement  par  la  lettre  placée 
à  son  sommet;  ainsi,  pour  désigner  l'angle  de  Is^fig.  2,  m  peut 
dire  l'angle  A 5  mais  il  faut,  pour  cela,  qu'il  n'y  ait  lieu  à  aucune 


lig.   22. 


fis.  3. 
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ambiguïté  :  ce  qui  arriverait,  si,  par  exemple,  pour  désigner  un 
des  angles  de  \^Jig.  22,  on  disait  l'angle  C  ;  car  alors  on  ne  sau- 
rait duquel  des  angles  formés  au  point  C  de  cette  figure  on  veut 
parler. 

XII.  Une  droite  AB  {fig.  3  )  est  dMe  perpendiculaire  à  une  autre 
CD ,  quand  elle  fait  ou  du  moins  est  dirigée  de  manière  à  faire  sur 
cette  autre  deux  angles  adjacents  égaux  CAB  et  BAD. 

J'ai  dit  ou  du  moins  est  dirigée  de  manière  à,  etc.,  parce  que 
fig.  10.     l'on  peut  avoir  une  ligne  AC  [fig.  lo)  perpendiculaire  à  une  autre 
AB,  quoiqu'elle  ne  fasse  pas  actuellement  avec  celte  autre  deux  an- 
gles adjacents  égaux;  mais  elle  est  dirigée  de  manière  à  faire  ces 
angles  si  on  prolongeait  AB  convenablement. 

On  appelle  angle  droit  celui  dont  les  côtés  sont  perpendiculaires 
l'un  à  l'autre. 
ç^^  ^  XIII.  Un  angle  aigu  est  un  angle  CAB  {fig.  4)  plus  petit  qu'un 

angle  droit ,  et  l'on  appelle  angle  obtus  tout  angle  DEF  plus  grand 
qu'un  angle  droit. 
fi„.  5  XIV.  On  appelle  pora//è/e5  [fig.  5)  des  lignes  droites  situées  sur 

un  même  plan ,  de  manière  qu'elles  ne  peuvent  jamais  se  rencon- 
trer si  loin  qu'on  les  prolonge. 

XV.  On  appelle  jjo/y^o/ie  toute  portion  de  plan  {fig.  G)  terminée 
de  toute  part  par  des  lignes  droites  qu'on  appelle  les  côtés  du  po- 
lygone. 

L'ensemble  de  ces  côtés,  ou  le  contour  du  polygone,  se  désigne 
souvent  par  le  nom  de  périmètre. 

XVI.  Un  triangle  est  un  polygone  de  trois  côtés,  et  un  quadri- 
latère est  un  polygone  de  quatre  côtés;  ensuite,  suivant  que  le 
nombre  des  côtés  du  polygone  est  5,  G,  7,  8,  etc.,  on  lui  donne  le 
nom  de  pentagone,  hexagone,  heptagone,  octogone,  etc. 

XVII.  Le  triangle  équilatéral  [fig.  i)  est  celui  qui  a  les  trois 
côtés  égaux. 

On  appelle  triangle  isocèle  celui  qui  n'a  que  deux  côtés  égaux 
[fig.  8),  et  scalène  celui  dont  tous  les  côtés  sont  inégaux  [fig.  9). 

Dans  un  triangle  isocèle,  le  côté  qui  n'est  pas  égal  aux  autres 
est  ordinairement  regardé  comme  la  hase  du  triangle ,  et  le  sommet 
de  l'angle  opposé  à  cette  base  s'appelle  le  sommet  du  triangle. 
Dans  les  autres  espèces  de  triangle,  on  prend  pour  base  un  côté 


fv'.   fi. 


fiS.7. 


H-  8  et  9. 
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quelconque,  et  alors  le  sommet  de  l'angle  opposé  est  le  sojnmet  du 
triangle. 

XVIII.  Le  triangle  reclmiçilc  est  celui  qui  a  un  angle  droit  A 

[fy   10).  Nous  verrons  au  corol.  ?>  de  la  prop.  29  qu'un  triangle  ne      fi?  '"■ 
peut  jamais  avoir  plus  d'un  angle  droit. 

Le  coté  B(],  opposé  à  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle,  est 
ce  qu'on  appelle  son  hypotémise. 

XIX.  Le  carré  {fig.  il)  est  un  quadrilatère  dont  les  côtés  et  les  fig.  ir.  i 
angles  sont  tous  égaux  entre  eux.  Le  losaïKje  est  un  quadrilatère 

dont  les  quatre  côtés  sont  égaux  et  dont  les  angles  ne  le  sont  pas 

{fia-  H). 

Le  parallélogramme  ou  rhombe  est  un  quadrilatère  dont  les 
côtés  opposés  sont  parallèles  {Jg.  13).  fij;.  j-j. 

Le  rectangle  est  un  parallélogramme  dont  les  angles  sont  droits 
{fig.  12).  fiR.  ip. 

Le  trapèze  est  un  quadrilatère  dont  deux  côtés  seulement  sont 
parallèles  //y.  i.v.  fi?-  ''>■ 

XX.  Toute  ligue  comme  AI)  {fig.  42^,  menée  du  sommet  d'un     %.  \-^.. 
des  angles  d'un  polygone  à  celui  d'un  autre  non  adjacent  au  même 

cùlé,  est  ce  qu'on  appelle  une  diagonale. 


PROPOSITION  PREMIERE. 


AXIOME. 


«  IVun  point  à  un  autre  on  ne  peut  mener  qu'une  ligne  droite.  » 
Cette  proposition  est  regardée  par  tout  le  monde  comme  évi- 
dente. 

PROPOSITION  H. 

'     THÉOKÈME. 

*  «  Si  l'on  fait  tourner  une  ligne  droite  AB  [fig.  3.3)  sur  les  deux     f^,  35 
* .  points  A  et  B  supposés  fixes ,  je  dis  que,  dans  ce  mouvement , 

17 
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*  «  chaque  point  de  cette  droite  ne  fera  que  tourner  sur  lui-même 

*  «  sans  quitter  sa  place.  » 

*  En  effet,  ceci  est  d'abord  évident  pour  tout  point,  tel  que  I , 

*  situé  entre  A  et  B;  car  si,  dans  le  mouvement  dont  il  s'agit, 

*  I  pouvait  venir  en  I',  il  y  aurait  donc  deux  ligues  droites  diifé- 

*  rentes  AlB  et  Al'B  d'un  point  à  un  autre ,  ce  qui  est  impossible 

*  {p7-op.  1).  3Iais  je  dis,  de  plus,  que  la  même  vérité  a  lieu  pour 

*  tout  point  C  du  prolongement  de  AB.  En  elfet,  supposons  qu'au 
'^  lieu  de  prendre  A  et  B  pour  les  points  lixes  sur  lesquels  on  veut 

*  faire  tourner  la  droite,  ce  soient  les  deux  points  A  et  C  qu'on 

*  suppose  fixes,  et  qu'on  fasse  tourner  sur  eux  la  droite  AC  comme 

*  une  broche  sur  ses  deux  extrémités  ;  d'après  ce  que  nous  venons 

*  de  voir,  aucun  des  points  compris  entre  A  et  C  ne  quittera  sa 

*  place ,  et  ces  points  ne  feront  que  tourner  sur  eux-mêmes.  Par 

*  conséquent,  en  s'y  prenant  de  cette  nouvelle  manière,  la  partie 

*  AB  de  notre  droite  subira  précisément  le  même  mouvement  que 

*  dans  la  première  manière,  où  c'était  sur  les  deux  points  A  et  B 

*  supposés  fixes  que  nous  faisions  tourner  la  droite.  Les  deux  ma- 

*  nières  d'agir  doivent  donc  aboutir  au  même  effet  :  or,  dans  la 
^  seconde ,  le  point  C  conserve  sa  place  pendant  tout  le  mouve- 

*  ment  ;  donc  il  la  conservera  aussi  dans  la  première. 

PROPOSITION  II  r. 

THÉORÈME. 

*  «  Deux  lignes  droites  qui  ont  deux  points  communs  coïncident 

*  «  l'une  avec  l'autre  dans  toute  leur  étendue.  » 

lig.  19.        *  Soient  A  et  B  {fig.  19)  les!deux  points  communs  :  d'abord  les 

*  deux  lignes  n'en  doivent  faire  qu'une  entre  A  et  B,  car,  sans  cela, 

*  il  y  aurait  deux  lignes  droites  de  A  en  B ,  ce  qui  est  impossible 

*  [prop.  1).  Supposons  ensuite  que,  ces  lignes  étant  prolongées, 

*  elles  commencent  à  se  séparer  au  point  C ,  l'une  devenant  CE  et 

*  l'autre  CD.  Si  je  prends  D  et  E  à  égales  distances  de  A,  je  pourrai 

*  transporter  la  ligne  AD  sur  la  ligne  AE ,  de  manière  que  l'extré- 

*  mité  D  tombe  sur  l'extrémité  E  en  même  temps  que  les  autres  ex- 

*  trémités  restent  unies  ensemble  au  point  A.  Mais,  après  cela,  la 
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*  ligne  ACD  devra  coïncider  parlaitemeut  avec  ACE  en  vertu  de  la 
* prop.  1  :  donc,  après  ce  transport,  les  points  A  et  ('de  la  ligne 

*  ACD  auront  conservé  chacun  la  môme  place  qu'auparavant,  et 

*  néanmoins  D  aurait  changé  de  place ,  ce  qui  est  impossible,  puis- 

*  que,  do  quelque  manière  qu'on  tourne  une  droite  sur  deux  de  ses 

*  points  A  et  C ,  aucun  ne  quitte  sa  place  {prop.  2).  Donc  il  est  éga- 

*  lement  impossible  que  nos  deux  droites  viennent  à  se  séparer  quel- 

*  que  part,  comme  au  point  C. 

PROPOSITION  IV. 

*  «  Tous  les  points  d'une  ligne  droite  sont  dans  la  même  direc- 

*  «  tion  les  uns  par  rapport  aux  autres.  » 

*  Soit  donc  ABC  [fig.  'IQ)  une  ligne  droite  indéOniment  prolon- 
*gée,  et  montrons  d'abord  qu'on  ne  peut  trouver  hors  de  cette 

*  droite  aucun  point  D  qui  soit  dans  le  prolongement  de  la  direc- 

*  tion  de  A  à  B.  En  effet ,  supposons  que  BD  soit  la  même  direction 

*  que  AB,  et  joignons  D  avec  A  et  B  par  deux  lignes  droites  AD  et 

*  DB.  Cela  posé ,  faisons  tourner  le  triangle  ADB  sur  sa  base  AB 

*  pour  l'amener  dans  la  position  renversée  AEB  :  la  ligure  AEB, 

*  représentant  le  même  triangle  que  la  figure  ADB,  les  trois  som- 
*mets  de  ces  deux  ligures  devront  avoir  les  mêmes  positions  les 
*uns  par  rapport  aux  autres  dans  chacune  d'elles.  Donc,  si  BD 

*  est  dans  la  première  figure  la  même  direction  que  AB,  il  faudra 

*  aussi  dans  la  seconde  figure  que  BE  soit  la  même  direction  que 

*  AB  :  les  directions  BD  et  BE,  étant  identiques  avec  AB ,  seraient 

*  donc  identiques  entre  elles;  donc  les  points  E  et  D  seraient  dans 

*  la  même  direction  par  rapport  à  B.  Or  ils  sont  déjà  à  la  même 
"^  distance  de  ce  point  B  :  on  aurait  donc  deux  points  D  et  E  diffé- 
*rents,  situés  dans  la  même  direction  et  à  la  même  distance  par 

*  rapport  à  uu  autre ,  ce  qui  est  absurde.  Il  est  donc  absurde  de 

*  supposer  qu'il  y  ait  hors  de  la  ligne  ABC  des  points  situés  dans 

*  le  prolongement  de  la  direction  de  A  à  B. 

*  Maintenant,  supposons  qu'un  point  parti  de  A  s'éloigne  de 

*  plus  en  plus  de  cet  A  en  suivant  toujours  la  direction  AB  ;  d'après 

*  ce  qui  précède,  ce  point  ne  pourra  jamais  sortir  de  la  ligne  droite 

*  ABC.  Donc,  si  l'on  appelle  ligne  directe  une  ligne  ainsi  parcourue, 

17. 
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*  c'est-à-dire,  une  ligne  dont  tons  les  points  sont  dans  la  môme 

*  direction  ,  on  voit  que  toute  ligne  directe  est  droite. 

*  Cela  compris,  je  dis  que  toute  ligne  droite  ABC  a  tous  ses  points 

*  dans  la  même  direction.  En  effet,  supposons  tracée  la  ligne  di- 

*  recte  qui  irait  de  A  en  C ,  et  prenons  pour  la  désigner  des  lettres 

*  A'C'  autres  que  AC,  afin  de  la  distinguer,  dans  le  discours,  de  la 
"  droite  donnée  AC.  D'après  ce  qui  précède,  celte  ligne  directe  A'C 
"^  sera  droite.  Donc ,  si  la  droite  donnée  AC  avait  quelqu'un  de  ses 

*  points  qui  ne  fût  pas  dans  la  direction  qui  va  de  A  en  C,  ce  point 

*  étant  hors  de  la  ligne  directe  A'C,  cette  droite  AC  ne  se  coufon- 

*  drait  pas  avec  cette  ligne  directe;  et,  comme  celle-ci  est  aussi 

*  droite,  il  y  aurait  deux  droites  d'un  point  à  un  autre,  ce  qui  est 

*  impossible  (2Jrop.  l).  11  est  donc  aussi  impossible  que  la  droite 

*  donnée  ABC  n'ait  pas  tous  ses  points  dans  la  même  direction. 

PROPOSITION  V. 

THÉORÏiME. 

"  On  ne  peut  mener  qu'une  perpendiculaire  à  une  droite  par  un 
"  point  pris  sur  cette  droite.  » 
II'.  iT)  Ceci  revient  à  prouver  qu'il  n'y  a  qu'une  position  dans  laquelle 

une  droite  CD  //V/  IG),  menée  par  un  point  C  d'une  autre  droite 
AB,  puisse  être  perpendiculaire  à  celte  autre  droite  AB;  ou,  ce  qui 
est  la  môme  chose  ,  il  faut  montrer  que,  si  l'on  suppose  la  droite 
CD  perpendiculaire  à  AB,  cette  droite  cessera  de  l'être  dès  qu'on 
l'amènera  à  une  autre  position  CR  passant  par  le  point  C,  quelle 
que  soit  cette  autre  position.  Or  ceci  est  évident,  car,  dès  que 
l'on  fera  tourner  la  perpendiculaire  CD  sur  le  point  C,  elle  ne 
pourra  obéir  h  ce  mouvement  qu'en  se  rapprochant  de  l'une  des 
deux  parties  CB  ou  CA ,  et  s'éloignant  de  l'autre  ;  elle  penchera 
donc  dès  lors  d'un  côté  plus  que  de  l'autre,  et  dès  lors  ne  sera  plus 
perpendiculaire.  C.  Q.  F.  D. 

PROPOSITION  VI. 

THÉORÈME. 

«  Tous  les  angles  droits  sont  égaux.  » 

Cette  proposition  est  une  conséquence  immédiate  de  la  défiQition 


(>■•.  iCibi. 
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des  aiigk's  droils,  laiil  qu'il  ne  s'agit  que  d'angles  droits  adjacents. 
Ainsi,  il  est  bien  elair  que  les  angles  droits  K(ÎH  et  UGV  de  la 
figure  IG  bis  sont  égaux  cuire  eux,  puisque,  d'après  la  déliuition  12, 
la  ligue  (ilJ  qui  les  luruie  ne  ijeuclie  pas  plus  d'un  coté  que  de 
l'aulrc.  Mais  je  dis  que,  de  plus,  les  angles  droits  de  la  figure  16  bis  (,g.  i«. 
sont  égaux  aux  angles  droits  DCA  et  DClî  de  la  figure  IG.  En  effet, 
portons  la  droite  Kl*'  sur  la  droite  Ali,  de  manière  que  (i  tombe  en  (J, 
je  dis  que  ,  dès  que  ces  deux  droites  coïncideront,  les  perpendicu- 
laires (III  et  (U)  coïncideront  aussi;  car,  si  la  perpendiculaire  GH 
par  exemple,  prenait  la  direction  Ck,  ou  voit  qu'il  y  aurait  alors 
deux  perpendiculaires  CD  et  CIv  à  une  même  droite  AB  par  un 
même  point  C,  ce  qui  est  impossible  d'après  la  proposition  précé- 
dente. 

PROPOSITION  Ml. 

TUÉORLMi:. 


'■  La  somme  des  deux  angles  adjacents  formés  par  une  droite 
^"  qui  en  rencontre  une  autre  est  égale  à  deux  angles  droits.  » 

Ainsi,  je  dis  que  la  somme  des  angles  ACD  et  DCB  'Jif/.  17),  for-     ,j„  ,_ 
mes  par  la  droite  CD  qui  eu  rencontre  une  autre  AB,  est  égale 
aux  deux  angles  droits  formés  par  la  droite  EC  perpendiculaire  à 
AB.  En  effet,  il  est  clair  que 

,  ACD  =  ACE-i-ECD;    . 

mais  l'on  peut  ajouter  l'angle  DCB  aux  deux  membres  de  cette 
équation ,  et  l'ou  aura 

ACD  4-  DCB  =  ACE  +  ECD  -+-  DCB. 

Or  les  deux  derniers  termes  ECD  -H  DCB  de  cette  équation  for- 
ment l'angle  ECB  ;  on  peut  donc  le  leur  substituer  et  écrire 

ACD  -}-  DCB  =  ACE  -+-  ECB.  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire  I.  —  «  La  somme  de  tous  les  angles  adjacents  ACD  -l- 
«DCE-i-ECF  +  FCB(_^^.  34  ,  formés  d'un  même  côté  d'une 
«  droite  AB,  vaut  deux  droits.  » 

En  effet,  le  premier  de  ces  angles  est  ACD,  et  tous  les  autres  font 
en  somme  l'angle  DCB.  Or  ACD  -H  DCB  =  deux  droits  ;  donc  la 
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somme  de  ACD  et  de  tous  les  autres  angles  DCE  +  ECF  +  FCB, 
vaut  deux  droits. 
iGiw.       Corollaire  II.  —  «Si  EÇ,E{fi(j.  16  bis),  l'un  des  deux  angles 
«  adjacents  formés  par  la  droite  GH  sur  la  droite  EF,  est  droit, 
«  l'autre  angle  HGF  le  sera  aussi.  « 

Car  il  est  certain  que,  comme  la  somme  des  deux  angles  doit 
égaler  deux  droits,  si  l'un  d'eux  est  droit,  il  faudra  nécessairement 
que  l'autre  le  soit  pareillement. 
ig.  i8.  Corollaire  III.  —  «  Si  une  droite  CD  {fuj.  18  )  est  pcrpendicu- 
<i  laire  à  une  autre  AB,  je  dis  que  cette  autre  le  sera  à  la  première 
«  prolongée,  c'est-à-dire,  à  DE.  » 

Eu  effet,  si  CD  est  perpendiculaire  à  AB,  les  angles  ACD  et  DCB 
sont  droits.  Mais,  d'après  ce  qui  précède,  si  ACD  est  droit ,  son  ad- 
jacent ACE  le  sera  aussi,  et  par  conséquent  la  ligne  AC  fera  deux 
angles  droits  sur  DE;  elle  sera  donc  perpendiculaire  sur  DE. 

Corollaire  IV.  —  «  La  somme  des  angles 

ACB  +  BCD  -\-  DCE  +  ECF  4-  FCA, 

lig.  22.  «  formés  autour  d'un  point  C  [fuj.  22  ) ,  égale  quatre  angles  droits.  » 
En  effet,  prolongeons  en  D'  un  des  côtés  de  ces  angles,  tel  que 
le  côté  CD,  alors,  d'après  ce  qui  précède,  la  somme  des  angles 
formés  au-dessus  de  DD'  égale  deux  droits,  et  celle  des  angles 
formés  au-dessous  de  DD'  égale  aussi  deux  droits;  mais  la  réunion 
(le  ces  deux  sommes  donne  évidemment  celle  de  tous  les  angles 
formés  autour  du  point  C  :  donc  celle-ci  égale  quatre  droits. 

PROPOSITION  VIII. 

THÉORÈME. 

fig.  2o.  «  Lorsque  deux  angles  adjacents  ACD  et  DCB  [faj.  20  )  font  une 
»  somme  égale  à  deux  angles  droits,  leurs  côtés  extérieurs  CA  et 
«  CB  sont  en  ligne  droite.  » 

En  effet,  si  CB  n'est  pas  en  ligne  droite  avec  CA,  c'est-à-dire,  si 
CB  n'est  pas  le  prolongement  de  CA,  soit  CE  ce  prolongement,  et 
supposons-le  d'abord  extérieur  à  l'angle  DCB,  de  manière  que 
celui-ci  ne  soit  qu'une  partie  du  nouvel  angle  DCE,  pour  lors  ACE 
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étant  une  ligue  droite,  on  aura ,  d'après  le  théorème  précédent , 

angle  ACD  -h  angle  DCE  =  2  droits. 

Or  on  a  par  hypothèse 

angle  ACD  +  angle  DCB  =:  2  droits. 
Donc 

angle  ACD  +  angle  DCE  =  angle  ACD  4-  angle  DCB, 

et,  en  supprimant  dans  les  deux  membres  de  cette  équation  le 
ternie  commun  angle  ACD ,  elle  se  réduit  à 

angle  DCE  =  angle  DCB. 

Mais  la  partie  DCB  ne  peut  égaler  le  tout  DCE.  Donc  le  prolonge- 
ment de  AC  ne  peut  tomber  en  CE  hors  de  DCB.  On  prouverait  de 
même  qu'il  ne  peut  tomber  dans  l'intérieur  de  cet  angle  ;  donc  il 
tombe  sur  le  côté  CB. 

PROPOSITION  IX. 

THÉORÈME. 

«  Les  angles  opposés  au  sommet ,  que  forment  deux  lignes  droites 
«  eu  se  coupant,  sont  égaux.  » 

Ainsi,  soient  AB  et  DE  (^^,21),  deux  lignes  droites  qui  se 
coupent  en  C  ;  je  dis  que  les  angles  ACD  et  ECB  sont  égaux.  En 
eiïet,  par  la  proposition  7,  on  a 

DCA  +  ACE  =  2  droits,  et  BCE  +  ACE  =  2  droits. 

Donc 

DCA  -t-  ACE  =  BCE  -h  ACE, 

et ,  eu  supprimant  dans  les  deux  membres  de  cette  équation  le 

terme  commun  ACE ,  il  en  résulte 

DCA  =  BCE. 

PROPOSITION  X. 

THÉORÈME. 

«  Dans  tout  triangle ,  un  côté  quelconque  est  plus  petit  que  la 
«  somme  des  deux  autres  et  plus  grand  que  leur  différence.  » 
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%  23.  Car  la  ligne  BC  {firj.  -25  ),  par  exemple ,  est  le  plus  court  che- 
min de  B  en  C  [dépiition  5).  Donc  on  peut  écrire 

BC  <BA4- AC; 

et  l'on  peut  écrire  aussi  BC>  BA  —  AC,  car  on  a  BC  +  AC  >  BA 
d'après  la  définition  5,  et  en  retranchant  AC  de  chaque  membre  de 
celte  inégalité,  il  vient 

BC  >  BA  —  AC. 
PROPOSITION  XI. 

THÉORÈME. 

ht;.  24.  '"  Si  d'un  point  0  [pj.  24),  pris  dans  l'intérieur  d'un  triangle 
«  BAC ,  on  mène  deux  ligues  droites  BO  et  OC  aux  extrémités  de 
"  la  base  BC,  leur  somme  sera  plus  petite  que  celle  des  côtés  BA  4- 
«  AC.  » 

La  marche  à  suivre  pour  démontrer  cela  est  très-simple;  elle 
consiste  à  considérer  les  trois  chemins  BOÇ,  BDC  et  BAC,  qui 
conduisent  de  B  en  C,  et  à  montrer  que  le  premier  est  plus  petit 
que  le  second,  puis,  que  le  second  est  plus  petit  que  le  troisième; 
car  alors  il  s'ensuivra  que  le  premier  BOC  est  aussi  plus  petit  que 
le  troisième  BAC,  comme  ou  veut  le  prou\cr. 

Je  dis  donc  d'abord  que  BO  -+■  OC  <  BD  +  DC.  En  effet,  par 
la  proposition  précédente ,  on  a 

OC  <  OD  -h  DC. 

Ajoutons  de  part  et  d'autre  OB,  et  nous  aurons 

OC  -h  OB  <  OD  -f-  OB  H-  DC; 
or 

OD  H-  OB  =  BD  ; 
donc  on  a  déjà  OC  4-  OB  <  BD  H-  DC. 
Mais  jadis,  de  plus,  que 

BD4-DC  <BA  + AC. 
En  effet ,  la  proposition  précédente  donne  encore 
BD<BAH-AD; 
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ajoutons  do  part  et  d'aulro  DC,  et  nous  aurons 

lil)  -\-  m:  <  BA  -h  AD  -h  DC; 
or 

AD  4-  DC  =  AC  ; 
donc  » 

l?D  +  DC  <  BA  -H  AC. 
D'ailleurs,  nous  avons  vu  que 

0C  +  B0<BD4-1)C; 
donc  à  fortiori 

OC  +  BO  <  BA  +  AC. 

PUOPOSITION  Xlï. 

THÉORÈME. 

«  Deux  triangles   DEF  et  AB(;  [ficj.  23)  sont  égaux,  lorsqu'ils     h-,  ii. 
«  ont  un  angle  égal  D  :r:  A  compris  entre  deux  côtés  égaux  ED  = 
«BA  et  DF  =  AC.  » 

Pour  démontrer  l'égalité  de  ces  deux  triangles,  je  vais  prouver 
qu'ils  coïncident  parfaitement,  quand  on  les  transporte  l'un  sur 
l'antre  convenablement.  Prenons  donc  le  triangle  DEF,  et  plaçons- 
le  sur  le  triangle  ABC,  de  manière  que  le  côté  DE  tombe  sur  son 
égal  AB.  Cela  l'ait,  comme  l'angle  D  est  égal  à  l'angle  A,  aussitôt 
que  le  côté  DE  coïncidera  avec  AB,  il  faudra  que  la  direction  de 
DF  coïncide  avec  celle  de  AC;  et,  puisque  DF  =  AC,  il  s'ensuit 
que  le  point  F  tombera  sur  le  point  C.  Or  déjà  E  coïncide  avec 
B;  donc  le  troisième  côté  EF  coïncidera  avec  le  côté  BC  comme 
ayant  les  mêmes  extrémités  (  prop.  l  ).  Donc  les  deux  triangles  DEF 
et  ABC  coïncident  dans  toutes  leurs  parties  et  sont  par  conséquent 
égaux. 

PROPOSITION  XIII. 

THÉORÈME. 

«Deux  triangles  DEF  et  ABC  (^^.  23)  sont  égaux,  lorsqu'ils     %.  23. 


fi.L'.  3l. 
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«  ont  uu  côté  égal  EF  =  BC,  adjacent  à  deux  angles  égaux  E  =  B 
«et  F  =  C.  » 

En  effet ,  transportons  le  triangle  DEF  sur  le  triangle  ABC ,  de 
manière  que  le  côté  EF  tombe  sur  son  égal  BC  et  coïncide  parfai- 
tement avec  lui.  Comme  l'angle  E  est  égal  à  l'angle  B,  aussitôt  que 
cette  coïncidence  de  EF  et  BC  aura  lieu ,  le  côté  ED  prendra  la 
direction  de  BA  ;  par  la  même  raison ,  le  côté  FD  prendra  la  direc- 
tion CA.  Donc  le  point  D,  qui  se  trouve  à  la  fois  sur  les  deux  côtés 
ED  et  FD,  devra  se  trouver  à  la  fois  sur  les  deux  côtés  BA  et  CA  ; 
ce  qui  exige  qu'il  coïncide  avec  le  point  A  commun  à  ces  deux 
derniers  côtés.  Donc  les  deux  triangles  coïncident  dans  toutes  leurs 
parties  et  sont  par  conséquent  égaux. 

PROPOSITION  XIV. 

THÉORÈME, 

«  D'un  point  A  [fiy.  .31),  pris  hors  d'une  droite  DE,  ou  ne  peut 
«  mener  qu'une  perpendiculaire  AB  à  cette  droite.  » 

En  effet,  supposons  qu'outre  la  perpendiculaire  AB,  on  puisse 
encore  mener  du  même  point  A  la  ligne  AC  pareillement  perpen- 
diculaire à  la  droite  DE.  Prolongeons  la  première  perpendiculaire 
AB  d'une  quantité  BF  égale  à  elle  même,  et  joignons  CF.  Nous 
formerons  ainsi  deux  triangles  ABC  et  CBF  qui,  d'après  hproji.  12, 
seront  égaux  entre  eux ,  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre 
deux  côtés  égaux,  savoir  :  l"  angle  ABC  =  angle  FBC  comme  droits  ; 
2"  AB  =  BF  par  construction,  et  le  côté  BC  commun  aux  deux 
triangles.  Mais  si  ces  deux  triangles  sont  égaux,  les  angles  opposés 
aux  côtés  égaux  seront  égaux  [remarque  de  la  prop.  is) ,  et  ainsi 
l'angle  ACB  égalera  l'angle  FCB.  Or  le  premier  de  ces  deux  angles 
est  droit  par  hypothèse,  le  second  le  sera  donc  aussi,  et  leur  somme 
égalera  deux  droits  ;  par  conséquent ,  leurs  côtés  extérieurs  AC  et 
CF ,  d'après  la  prop.  8 ,  seront  en  ligne  droite.  D'où  l'on  voit  qu'on 
aurait  deux  lignes  droites  ACF  et  ABF,  menées  d'un  point  A  à  uu 
autre  F,  ce  qui  est  impossible  {prop.  1)  ;  il  est  donc  également  im- 
possible d'abaisser  d'un  même  point  A  deux  perpendiculaires  sur 
une  droite  DE. 
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TROPOSITION  XV. 

THÉORÈME. 

<<  Si  d'un  point  A  on  mène  sur  une  droite  DE  une  perpendiculaire     h-  i'- 
«  AB  et  dilTôrentcs  obliques  AC,  AD,  etc.  : 

«  l"  La  perpendiculaire  sera  plus  courte  que  toute  oblique; 

«  2"  Les  obliques,  également  éloignées  de  la  perpendiculaire  , 
«  seront  égales; 

<■  3°  Une  oblique,  plus  éloignée  qu'une  autre  de  la  perpendicu- 
«  laire ,  sera  plus  grande  que  cette  autre. 

«  Les  réciproques  de  ces  trois  propriétés  sont  vraies.  » 

l"  Je  dis  que  la  perpendiculaire  AB  est  plus  courte  qu'une  obli- 
que quelconque  AC.  En  effet,  prolongeons  cette  perpendiculaire 
d'une  quantité BF  égale  à  elle-même,  et  joignons  CF.  Nous  aurons 
ainsi  deux  triangles  ABC  et  CBF  qui  seront  égaux  comme  ayant  un 
angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  (prop.  12),  savoir: 
1"  angle  ABC  =  CBF  comme  droits  ;  s'' AB  =  BF  par  construction, 
et  BC  commun.  Donc  les  côtés  AC  et  CF,  étant  opposés  à  des  angles 
égaux  dans  ces  triangles,  seront  égaux  entre  eux  {^remarque  de  la 
prop.  18).  Or,  ABF  étant  une  ligue  droite,  est  plus  courte  que  la 
ligne  brisée  ACF  (déf.  5);  donc  la  ligne  AB,  moitié  de  ABF,  est 
plus  courte  que  AC,  moitié  de  ACF  :  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

2"  Je  suppose  CB  =  BE,  et  je  dis  que  les  obliques  AC  et  AE,  éga- 
lement éloignées  de  la  perpendiculaire  AB,  sont  égales  entre  elles. 
En  effet,  les  deux  triangles  ABC  et  ABE  sout:égaux  entre  eux  comme 
ayant  un  angle  égal  ABC  =  EBA ,  compris  entre  deux  côtés  égaux 
CB  =BE,  et  AB  commun  aux  deux  triangles  [prop.  12).  Donc  les 
côtés  AC  et  AE  étant  opposés  à  deux  angles  égaux  dans  ces  deux 
triangles,  seront  égaux  entre  eux  (remarque  de  la  prop.  18);  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

3"  Je  suppose  maintenant  DB^BE,  et  je  dis  que  l'oblique  AD 
sera  plus  longue  que  l'oblique  AE  moins  éloignée  qu'elle  de  la  perpen- 
diculaire. Pour  le  démontrer,  je  prends  sur  DB  une  partie  CB  égale 
à  BE,  et  je  juins  AC;  alors  AC  égalera  AE  d'après  ce  qui  précède;, 
et  la  question  reviendra  à  prouver  que  l'oblique  AD  est  plus  grande 
queAG.  Or  si,  après  avoir  prolongé  la  perpendiculaire  AB  d'une 
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quantité  BF  égale  à  elle-même,  ou  joint  CF  et  DP,  on  démon- 
trera ,  comme  au  premier  article  de  la  présente  proposition ,  que 
AC  =  CF,  et  l'ou  prouverait  de  mémeAD=:DF.  Mais  la  somme 
AC4-  FC  est  plus  courte  que  AD  -h  DF,  d'après  la  prop.  1 1 .  Donc 
l'oblique  AC,  moitié  de  AC-j-CF,  est  plus  courte  que  AD,  moitié 
de  AD+DF  :  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Réciproque  tue  ni.  i"  Si  une  ligne  AB  est  plus  courte  que  toutes 
celles  qu'on  peut  mener  du  point  A  sur  la  droite  DE,  cette  ligne  est 
perpendiculaire  à  DE.  Car,  si  AB  n'était  pas  perpendiculaire,  elle 
serait  oblique  à  DE.  Or,  d'après  ce  qui  précède,  une  oblique  est 
plus  longue  que  la  perpendiculaire.  Donc  AB  serait  plus  longue  que 
quelqu'une  des  lignes  menées  de  A  sur  DE  ;  ce  qui  est  contre  l'hy- 
pothèse. Donc  la  ligne  AB  ne  peut  être  oblique;  par  conséquent 
elle  est  perpendiculaire. 

2"  Les  obliques  égales  AC  et  AE  s'écartent  également  de  la 
perpendiculaire  AB  ;  car  si  ces  obliques  s'écartaient  inégalement 
de  la  perpendiculaire,  elles  seraient  inégales  d'après  ce  qui  pré- 
cède. 

3°  De  deux  obliques  inégales  AD  et  AE  ,  la  plus  longue  AD  s'é- 
carte plus  de  la  perpendiculaire  que  l'autre  AE  ;  car  si  cette  ligne 
AD  s'écartait  delà  perpendiculaire,  moins  ou  autant  que  l'autre, 
elle  serait  moindre  que  cette  antre  ou  lui  serait  égale. 

Corollaire  1.  —  «  Les  obliques  égales  ou  qui  s'écartent  égalc- 
«  ment  de  la  perpendiculaire  l'ont  des  angles  égaux  avec  cette  per- 
«  pendiculaire.  » 

Car,  d'après  ce  qui  précède,  les  triangles  ABC  et  ABE  étant  égaux, 
les  angles  CAB  et  BAE  sont  égaux. 

Corollaire  IL  —  «  La  distance  d'un  point  A  à  une  droite  DE  est 
<•  la  perpendiculaire  AB,  abaissée  de  ce  point  sur  la  droite.  » 

En  effet,  on  entend  par  la  distance  de  deux  objets  la  plus  courte 
ligue  qu'on  puisse  mener  entre  ces  deux  objets.  Or  la  perpendicu- 
laire AB  est  la  plus  courte  ligne  qu'on  puisse  mener  du  point  A 
sur  la  droite  DE  5  elle  est  donc  la  distance  de  ce  point  à  celte 
droite. 

Corollaire  111.  —  «  On  ne  peut  mener  d'un  point  A  trois  droites 
«  égales  sur  une  droite  DE.  » 

Car  supposons  que  les  trois  droites  AD,  AC  et  AE  soient  égales, 
je  dis  que  celte  hypothèse  est  impossible.  En  effet,  i''  si  l'une  de 
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CCS  trois  droites  se  conlondait  avec  la  perpendiculaire,  menée  de 
A  sur  DE,  elle  serait  plus  courte  que  les  deux  autres ,  et  ne  pourrait 
par  conséquent  pas  leur  être  égale  ;  2"  si  ces  trois  droites  sont  trois 
obli(iues,  soit  AU  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  DE  , 
les  trois  pieds  D,  C  et  E  de  ces  obliques  seront  nécessairement  à 
inégales  distances  de  celui  de  la  perpendiculaire  AB,  puisqu'il  y  en 
aura  toujours  au  moins  deux  situés  d'un  même  côté  par  rapport  à 
ce  pied  B.  Donc  nos  trois  obliques  seront  inégales  ;  donc  on  ne  peut 
mener....  etc.... 


PROPOSITION  XVI.  J^ 


THEOREME, 

«  La  droite  FC  [fig.  32),  élevée  perpendiculairement  sur  le  mi-      h-  3a. 
"  lieu  d'une  aulrc  AB,  a  tous  ses  points  à  égales  distances  des  ex- 
«  trcmités  de  cette  autre;  et  tout  point  I ,  pris  à  côté  de  celte  pcr- 
«  pendiculairc,  est  plus  prés  de  l'extrémité  15,  qui  est  de  ce  côté,  que 
"  de  l'extrémité  opposée  A.  » 

Prenons  d'abord  un  point  tel  que  F  placé  sur  la  perpendiculaire 
(V ,  et  tirons  les  droites  FB  et  FA.  Ces  droites  seront  des  obliques 
égales,  puisqu'à  cause  de  AC  =  BC,  elles  s'écartent  également  de 
la  perpendiculaire. 

Ensuite,  si  l'on  prend  le  point  I,  situé  à  côté  de  la  perpendicu- 
laire vers  l'extrémité  B;  alors,  en  joignant  ce  point  I  avec  l'extré- 
mité opposée  A  par  une  droite,  celle-ci  coupera  la  perpendiculaire 
m  un  point  tel  que  D.  Or,  si  l'on  joint  ce  point  et  le  point  I  à 
l'extrémité  B  par  les  droites  DB  et  IB ,  on  aura  IB  <  DB  +  DI,  ou 
IB  <  DA  +  DI  ;  car  DB  =  DA.  Ainsi ,  comme  DA  -4-  DI  =  lA,  nous 
arrivons  h  IB  <;  lA  :  ce  qu'il  fallait  prouver. 

Corollaire.  —  ■<  Toute  droite  FE  qui  a  deux  de  ses  points  F  et 
"  D,  à  égales  dislances  des  extrémités  A  et  B  d'une  autre,  est  per- 
"  pendiculairc  sur  le  milieu  C  de  cette  autre.  ^ 

En  effet,  F  et  D  appartiennent  à  la  perpendiculaire  au  milieu 
de  AB ,  puisque,  d'après  ce  qui  précède ,  il  n'y  a  que  sur  cette  per- 
pendiculaire qu'il  se  trouve  des  points  à  égales  distances  de  A  et  de 
B.  Ainsi,  la  droite  FE  a  deux  points  communs  avec  cette  même 
perpendiculaire  ;  doue  elle  se  confond  avec  e]\e[prop,  3). 
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PROPOSITION  XVII. 

TnÉORÈME. 

«  Si  les  côtés  AB  et  AC  {fig.  27)  d'un  triangle  sont  égaux  aux 
«  côtés  DE  et  DF  d'un  autre  triangle,  et  que  l'angle  compris  entre 
«  ces  côtés  soit  plus  grand  daus  le  premier  triangle  que  dans  le  se- 
«  cond ,  je  dis  que  la  base  BC  du  premier  triangle  sera  plus  grande 
«  que  la  base  EF  du  second.  La  réciproque  est  yraie.  » 

En  etfet,  menons  au  point  A  une  ligne  AF'  qui  fasse  avec  AB  un 
angle  BAF'  égal  à  l'angle  EDF,  etprenons  AF'  égale  à  DF.  Pour  lors 
si  nous  joignons  F'B,  nous  aurons  le  triangle  F'AB  égal  au  triangle 
FDE,  d'après  la  iirop.  1 2  ;  ainsi  il  ne  s'agit  plus  que  de  prouver  que 
BC  est  plus  grand  que  F'B.  Pour  cela  joignons  F'C;  nous  aurons 
un  triangle  isocèle  F'AG,  car  F'A  étant  égal  à  DF,  le  sera  aussi  à 
AC,  puisqu'on  suppose  AC  =  DF.  Si  donc  nous  joignons  le  sommet 
A  de  ce  triangle  avec  le  milieu  de  sa  base  F'C  par  une  ligne  AH, 
cette  ligne,  d'après  le  corollaire  de  la  2>rop-  précédente,  sera  per- 
pendiculaire sur  F'C,  et,  d'après  le  corollaire  I  de  Xd^prop.  15,  cette 
même  ligue  divisera  Fangle  F'AC  en  deux  également.  Mais  BAC  , 
étant  supposé  plus  grand  que  EDF,  sera  aussi  plus  grand  que  BAF' 
égal  à  EDF,  par  conséquent  BAC  est  plus  grand  que  la  moitié  de 
F'AC.  Cet  angle  BAC  est  donc  plus  grand  que  CAH  qui  est  égal  à 
cette  moitié,  et  la  ligne  AH  passe  entre  les  côtés  de  l'angle  BAC,  et 
par  conséquent  entre  les  extrémités  B  et  C  de  ses  côtés  :  le  point 
B  est  donc  plus  près  de  F'  que  de  C  [prop.  IG).  Donc  on  aBC>-F'B, 
et  par  suite  BC>-EF. 

Réciproquement.  —  Si  BC>-  EF,  on  aura  BAC >> EDF;  car  on 
ne  peut  avoir  ni  BAC  =  EDF,  puisqu'alors  BC  égalerait  EF 
{prop.  12),  ni  BAC  -<  EDF,  puisque,  d'après  ce  qui  précède,  il  en 
résulterait  BC  <  EF ,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Il  faut  donc 
que  l'on  ait  BAC  >  EDF. 
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PROPOSITION  XVIII. 


THEOREME. 


y 


.<  Deux  trinngles  ABC  et  DEF  [fig.  23)  sont  égaux  lorsqu'ils  ont     fig.  23. 
»  les  trois  cùlcs  égaux  chacun  à  chacun,  savoir  : 

AB  3=  DE,  BC  =  EF,  CA  =  FD.  « 

En  cITct,  l'angle  A  du  triangle  ABC  sera  égal  à  l'angle  D  du 
triangle  DEF;  puisque,  d'après  le  théorème  précédent ,  si  ces  an- 
gles n'élaiont  pas  égaux ,  les  côtés  opposés  BC  et  EF  ne  le  seraient 
pas  non  plus.  On  prouverait  de  même  que  B  =  E  et  C  =  F.  Nos 
triangles,  ayant  ainsi  leurs  angles  égaux  aussi  bien  que  leurs  côtés, 
sont  donc  égaux  par  la  pro]}.  12  et  la  ;jro/j.  1.3. 

Remarque.  —  On  voit  que  dans  nos  deux  triangles  DEF  et  ABC, 
ce  sont  les  angles  opposés  aux  côtés  égaux  qui  sont  égaux;  ainsi, 
l'angle  A,  qui  vient  d'élrc  démontré  égal  à  l'angle  D,  est  opposé 
au  côté  BC,  qui  est  égal  au  côté  EF  opposé  à  cet  angle  D;  on  au- 
rait pu  faire  la  même  remarque  aux  lyro]}.  12  et  13. 

PROPOSITION  XIX. 

THÉORÈME. 

«Dans un  triangle  isocèle,  les  angles  opposés  aux  côtés  égaux 
«  sont  égaux.  » 

Ainsi,  supposons  que  le  triangle  ABC  {fig.  28)  soit  isocèle    ja^.  ^s. 
[déf.  17),  et  que  le  côté  AB  y  soit  égal  au  côté  AC,  je  dis  que  l'an- 
gle B  sera  égal  à  l'angle  C. 

Pour  démontrer  cela,  je  mène  une  ligne  droite  du  sommet  A  au 
milieu  D  de  la  base  BC  ;  je  forme  ainsi  deux  triangles  ABD  et  ACD, 
que  je  dis  être  égaux  comme  ayant  les  trois  côtés  égaux,  car 
AB  =  AC  par  hypothèse,  de  plus  BD=  DC  par  construction,  et 
enfin  le  côté  AD  est  commun  aux  deux  triangles.  Mais  si  ces  trian- 
gles sont  égaux ,  les  angles  B  et  C ,  qui  y  sont  opposés  au  même 
côté  AD,  sont  donc  égaux  {'gro]^.  18,  remarque)  :  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 
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fig-  7-  Corollaire.  «  Dans  tout  triangle  équilatéral  ABC  {fig.  l),  les  trois 
«  angles  sont  égaux.  « 

Car  AB  et  BC  étant  égaux ,  les  angles  opposés  C  et  A  sont  égaux  ; 
de  môme  C  égale  aussi  B,  parce  que  ces  angles  C  et  B  sont  opposés 
à  des  côtés  AB  et  AC  égaux  entre  eux.  Donc  A  =  B  ^  C. 

PBOPOSITION  XX. 

y 

inÉOIiÈME. 

n-.  09.  '<  Si  dans  un  triangle  ABC  {fig.  29)  deux  angles,  tels  que  ABC 
«et  ACB,  sont  égaux  entre  eux,  les  côtés  AC  et  AB  qui  leur  sont 
«  opposés,  sont  aussi  égaux  entre  eux.  » 

En  effet,  si  ces  deux  côtés  ne  sont  pas  égaux,  il  y  en  aura  un  des 
deux,  tel  que  AB  ,  par  exemple,  qui  sera  plus  grand  que  l'autre. 
Prenons  donc  sur  AB  une  partie  BD,  que  nous  supposerons  égale  à 
AC,  et  joignons  DC.  Nous  aurons  alors  le  triangle  BDC  qui  devra 
être  égal  au  triangle  ABC  d'après  la  prop.  12  ;  car,  d'abord,  d'après 
notre  hypothèse,  l'angle  B  du  premier  est  égal  à  l'angle  BCA  du  se- 
cond; ensuite,  les  côtés  BC  et  BD,  qui  comprennent  l'angle  B, 
sont  égaux  aux  côtés  BC  et  AC  qui  comprennent  l'angle  BCA.  Or 
le  triangle  BDC  ne  peut  être  égal  au  triangle  ABC,  puisqu'il  est 
tout  entier  contenu  dans  ce  dernier;  donc  aucun  des  deux  côtés 
AB  et  AC  ne  peut  être  plus  grand  que  l'autre,  donc  ces  deux  côtés 
sont  égaux. 

Corollaire.  «Donc  si  un  triangle  a  ses  trois  angles  égaux,  on 
«  peut  en  conclure  qu'il  a  aussi  ses  trois  côtés  égaux.  » 

PROPOSITION  XXI. 

THÉORÈME. 

fi".  3o.  "  Lorsque  dans  un  triangle  ABC  {fig.  30)  un  angle  C  est  plus 
«  grand  qu'un  autre  B,  le  côté  AB  opposé  au  plus  grand  angle  est 
«  plus  grand  que  le  côté  AC  opposé  au  plus  petit  ;  et  réciproque- 
«  ment.  » 

Pour  démontrer  cette  propriété,  dans  le  plus  grand  angle  C  je 
mène  une  droite  CD  qui  fasse  un  angle  DCB  égal  au  plus  petit  B. 
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Pour  lors,  (hiinôs  la  proposition  précédcnlc,  dans  le  triangle  \\C\), 
les  côtôs  CI)  cl  lU)  seront  égaux.  Or,  si  on  ajoute  une  même  quau- 
tité  Al)  à  ces  deux  cotés,  les  résultats  seront  eucore  égaux  ;  donc, 
la  ligne  brisée  ADC  est  égale  à  la  ligne  VDB  ,  c'est-à-dire  au  côté 
AH.  Mais  la  ligne  droite  AC  est  plus  courte  que  ADC  d'après  la 
définition  5  ;  donc  elle  est  aussi  plus  courte  que  le  côté  AB  :  ce  qu'il 
l'ai  lait  démontrer. 

/{éciprofpœmcnl.  Si  l'on  suppose,  dans  le  triangle  ABC,  AB 
>  AC,  je  dis  qu'on  aura  C  >  B;  car  on  ne  peut  avoir  ni  C  =  B  , 
ni  C<B,  puisque,  dans  le  premier  cas,  on  aurait  AB  =  AC,  et  dans 
le  second  AB  <<  AC  ,  ce  qui  est  contre  riiypothèsc. 

PROPOSITION  XXTI. 
théorrmf:. 

«  Deux  triangles  rectangles  sont  égaux  quand  ils  ont  l'hypoté- 
«  nusc  égale  et  un  côté  égal.  » 

l-ln  elïet,  réunissons  les  deux  triangles  par  leur  côté  égal,  comme 
on  le  voit  dans  la  figure  28,  où  ces  deux  triangles  sont  représen- 
tés par  BAD  et  DAC.  Cela  posé ,  les  côtés  BD  et  DC  ne  feront  qu'une 
droite  BDC ,  parce  que  les  angles  placés  en  D  valent  deux  droits 
{prop.  8).  Les  deux  hypoténuses  AB  et  AC,  étant  égales,  nous  of- 
ircnt  donc  l'exemple  de  deux  obliques  égales  ;  elles  s'écartent  donc 
également  de  la  perpendiculaire  AD;  doncBD  =  l)C;  donc  les 
triangles  BAD  et  DAC  sont  égaux  d'après  h  proi),  18. 

PROPOSITION  XXIII. 

THÉORÈME. 

«  Si  deux  lignes  droites  AC,  BD  (Jig.  35)  sont  perpendiculaires 
«  à  une  troisième  AB,  ces  deux  lignes  seront  parallèles,  c'cst-à- 
'<  dire  qu'elles  ne  pourront  se  rencontrer  à  quelque  distance  qu'on 
«  les  prolonge  {drf.  14).  » 

Car,  si  elles  pouvaient  se  rencontrer  en  un  point,  d'un  côté  ou 
de  l'autre  de  la  ligne  AB ,  il  existerait  deux  perpendiculaires  CA , 

18 
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DB,  abaissées  d'iiii  même  point  sur  mie  même  droite  AB,  ce  qui 
est  impossible  {prop.  14). 

PROPOSITION  XXIV. 

LEMME. 

lig.  35.  "  Lorsque  l'on  a  deux  droites  {fiy.  35),  l'une  AE  penchée  sur 
«  une  base  AB  de  manière  à  faire  un  angle  aigu  EAB,  et  l'autre  BD 
«  perpendiculaire  sur  la  même  base,  je  dis  que  ces  deux  lignes  AE 
«  et  Bl)  sulïisamment  prolongées  se  rencontreront  au-dessus  de  la 
«  base  AB.  « 

Cette  proposition  se  donne  ordinairement  en  géométrie  sans 
démonstration,  comme  un  posfulatum  sur  lequel  on  établit  en- 
suite toutes  les  propositions  relatives  aux  parallèles. 

Lorsqu'on  veut  se  servir  de  la  considération  de  l'infini,  on  peut 
démontrer  très-simplement  la  proposition  dont  il  s'agit  ici  comme 
l'a  fait  Bertrand  de  Genève.  Voici  à  peu  près  la  démonstration  de 
ce  géomètre, 
fi".  146.  Soient  BD  {fig.  146)  une  perpendiculaire  à  la  base  AB  et  AC  une 
droite  inclinée  sur  cette  base,  je  dis  que  DB  et  AC  suffisamment 
prolongées  se  rencontreront.  En  effet,  élevons  AE  perpendiculaire 
sur  AB  :  les  deux  droites  AE  et  BD  seront  deux  parallèles  d'après 
lap/'op.  23.  Mais  si  AC  ne  rencontrait  jamais  BD,  la  portion  de  plan 
renfermée  dans  les  deux  côtés  AE  et  AC  de  l'angle  EAC  prolongés 
à  l'infini  serait  plus  petite  que  la  portion  de  plan  comprise  entre 
les  deux  parallèles  AE  et  BD  prolongées  aussi  à  l'infini,  car  la  pre- 
mière portion  de  plan  serait  comprise  dans  la  seconde.  Or,  il  est 
facile  de  voir  qu'au  contraire  c'est  la  seconde  portion  de  plan  qui 
est  plus  petite  que  la  première.  Car  la  portion  de  plan  EAC  ré- 
pétée un  certain  nombre  de  fois  en  CAH,  IlAX,...  finit  par  former 
tout  l'espace  plan  ou  même  plus  que  tout  l'espace  plan  compris  en- 
tre les  deux  côtés  de  l'angle  droit  EAX  prolongés  à  l'infini,  tandis 
qu'on  ne  pourra  jamais  couvrir  toute  la  surface  de  cet  angle 
droit  en  répétant  la  bande  EABD  en  DBFG,  GFX...  La  surface  an- 
gulaire EAC  prolongée  à  l'iullui  étant  ainsi  plus  grande  que  la 
surface  de  la  bande  EABD  prolongée  aussi  à  l'infini ,  il  faut  donc 
que  dans  ce  prolongement  la  première  surface  finisse  par  sortir  de 
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la  seconde,  et  (|u'ainsi  la  droite  AC  prolongée  à  rinfini  rencontre 
la  droite  ni). 
"iVIais,  en  admettant  les  notions  et  les  propositions  que  nous 

*  avons  données  au  commencement  de  ce  livre  sur  ce  que  nous 

*  avons  appelé  la  direction^  on  peut  aisément  démontrer  la  prc- 

*  sente  proposition  sans  infini. 

*  Kn  effet,  d'abord  il  est  clair  que  si  d'un  point  quelconque  F 
*[J((j.  35)  de  robliquo  AE  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  la 

*  base  AH,  cetle  perpendiculaire  tombera,  comme  l'(i,  entre  A  et 
"  W,  car  i"  elle  ne  pourra  tomber  en  A,  puisque  l'angle  FAB  n'est 

*  pas  droit;  mais  2"  elle  pourra  encore  moins  tomber  en  II,  par 

*  exemple;  car,  en  élevant  la  perpendiculaire  AC,  on  voit  qu'il  y 

*  aurait  deux  perpendiculaires    KA  et  KH  abaissées  d'un  même 

*  point  sur  une  droite  AB  ;  ce  qui  est  impossible  iprop.  H  ). 

*  De  plus,  je  dis  que  si  on  prend  des  distances  AF,  FL,  etc., 

*  égales  entre  elles  sur  l'oblique  AE,  et  que  si  de  chaque  point  des 

*  divisions  F,  L,  etc.,  on  abaisse  des  perpendiculaires  F(i,  LM,  etc., 

*  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  comprendront  sur  la  base  des 

*  intervalles  AG,  GM,  etc.,  qui  seront  aussi  égaux;  de  sorte  qu'en 

*  multipliant  assez  les  distances  AF,  FL,  etc.,  la  perpendiculaire 

*  abaissée  de  l'extrémité  de  la  dernière  de  ces  distances  tombera  en 

*  B  ou  au  delà  de  B  ;  ce  qui  démontrera  notre  proposition. 

*  Pour  prouver  cela,  il  sulfit  d'observer,   l°  que  deux  droites 

*  perpendiculaires  à  une  troisième  droite  sont  de  môme  direction, 

*  parce  qu'elles  s'écartent  de  la  même  quantité  (  c'est-à-dire  d'un 

*  angle  droit)  de  la  direction  de  cette  troisième  droite;  et  2"  que 

*  deux  angles  sont  égaux,  lorsqu'ils  sont  formés  par  des  droites  de 

*  mêmes  directions.  Cela  résulte  évidemment  de  la  définition  de 

*  l'angle  que  nous  avons  donnée  [déf.  il).  On  peut  dire  aussi  que 

*  deux  angles  sont  égaux  ,  lorsqu'ils  ont  les  côtés  précisément  de 

*  sens  contraires  (  déf.  lO) ,  comme  l'angle  EAÇ  dont  les  deux  côtés 
*sont  dirigés  en  haut,  et  l'angle  ALM  dont  les  deux  côtés  sont 
"dirigés  en  bas;  car  cet  angle  EAC  et  l'angle  OAU  sont  égaux 

*  comme  opposés  au  sommet.  Or,  l'angle  OAR  et  l'angle  ALM  sont 

*  égaux  comme  ayant  les  côtés  de  mêmes  directions;  donc  CAE  =: 
*ALM,  et  il  est  bien  clair  que  réciproquement  si  des  lignes  l'ont 

*  des  angles  égaux  avec  une  droite ,  ces  lignes  sont  de  même  di- 

*  rection  ou  de  sens  contraires. 

18. 
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*  D'après  cela,  menons  FN  perpendiculaire  sur  LM  ;  celte  ligue 
*FN,  prise  de  F  en  N,  sera  de  même  direction  que  la  base  AB, 

*  prise  de  A  en  B  ;  ou ,  si  on  la  prend  de  N  en  F,  elle  sera  de  sens 

*  précisément  contraire  à  cette  base  prise  toujours  de  A  en  B. 

*  De  même,  les  lignes  LM  et  FG  sont  do  même  direction.  D'où 

*  il  résulte  que  les  triangles  t  et  l'  sont  égaux ,  comme  ayant  un 

*  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux  {prop.  13),  savoir  :  LF  = 

*  AF  par  construction ,  puis  l'angle  LFN  =  l'angle  FAG  comme 

*  ayant  des  côtés  de  même  direction,  et  l'angle  FLN  =  AFG  par 

*  la  même  raison.  Donc  FN  =  AG. 

*  Maintenant  joignons  GN,  et  nous  aurons  le  triangle  GFN  ou 
*/"égal  au  triangle  t' ,  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre 

*  côtés  égaux  {prop.  12) ,  savoir  :  i°  l'angle  AGF  =  l'angle  GFN, 

*  comme  ayant  les  côtés  précisément  de  sens  contraires ,  et  2"  le 
*côté  FG  commun,  avec  FN  =  AG.  Donc  i"  =  t' ;  donc  l'angle 

*  ^PQ  __  l'angle  FGN  :  donc  GN  est  de  sens  précisément  contraire 

*  à  FA,  puisque  ces  deux  côtés  font  avec  une  même  droite  GF  des 

*  angles  égaux  et  de  sens  contraires.  Donc  les  triangles  FNG  et 

*  GNM  ou  t"  et  t'"  sont  égaux ,  parce  qu'ils  ont  un  côté  commun 
*GN  adjacent  à  des  angles  égaux,   savoir  :  FGN  égal  à  GNM, 

*  comme  ayant  les  côtés  dans  des  directions  de  sens  contraires, 

*  et  FNG  égal  à  MGN  par  la  même  raison.  Donc  les  quatre  trian- 
*glcs  /,  t',  t"  et  t"'  sont  égaux,  donc  AG  =  MG.  Or,  je  dis  que 
*de  là  résulte  que  les  deux  lignes  AE  et  BD  se  rencontreront, 
*car,  en  répétant  AG  un  certain  nombre  de  lois,  on  finira  par 
*laire  une  longueur  aussi  ou  plus  grande  que  AB.  Supposons, 

*  par  exemple,  qu'en  répétant  AG  huit  fois  on  ait  AI,  alors,  en 

*  répétant  aussi  AF  huit  fois  sur  l'oblique  AE,  on  aura  un  point  de 

*  cette  oblique  tel  qu'en  eu  abaissant  une  perpendiculaire  sur  la 
*base  de  notre  figure,  elle  tombera  en  I ,  comme  E'I;  mais  BD 
*ne  peut  rencontrer  lE'  {prop.  23).  Donc  cette  ligne  BD,  pour 

*  sortir  du  triangle  formé  par  les  lignes  EA,  E'I  et  la  base  AI, 

*  devra  couper  AE.  C-  Q-  !'■  D. 

Corollaire.  — '^Var  un  point  \{fiy.  35)  pris  hors  d'une  droite 
«BD,  on  ne  peut  mener  qu'une  parallèle  à  cette  droite.  « 

En  effet ,  abaissons  AB  perpendiculaire  à  BD  ;  alors ,  d'après  ce 
qu'on  a  vu  {prop.  23) ,  en  menant  la  droite  BC  perpendiculaire  à 
AB;  cette  droite  sera  parallèle  à  BD.  Mais  je  dis  qu'elle  sera  la 
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snilc;  car  ninions  uni'  aiiliv  di'oilf  OK,  cl  piviions-cii  la  pailie 
AK.  qui  lait  un  nugic  aigu  sur  AH  :  d'après  ccqui  pii'rèdo,  cette 
ligue  \\],  et  la  li;:;iic  HD,  suliisanimont  prolongées ,  se  rencon- 
treront et  ne  sejoiit  pir  conséquent  pas  parallèles. 

PROPOSITION  XXV. 

THÉORÈME. 

"  Lors(|ue  deux  droites  AB  et  CD  {fuj.  37\  coupées  par  une  sé- 
«  cante  ET,  l'ont  les  angles  correspondants  EG'B  et  (IM)  égaux ,  ces 
«  deux  droites  sont  paralli^los.  » 

En  efl'et,  Tégalité  des  angles  E(i'B  et  GND  entraine  celle  de  leurs 
opposés  aux  sommets  AHF  et  CO'F.  Ainsi  tous  les  angles  aigus  de 
la  ligure  sont  égaux  entre  eux  ;  ce  qui  exige  que  tous  les  angles 
obtus  le  soient  aussi,  puisque  chacun  de  ces  angles  obtus,  comme 
OH'B,  ajouté  avec  l'angle  aigu  qui  lui  est  adjacent  EG'B,  doit  tou- 
jours donner  une  somme  égale  à  deux  droits.  Par  conséquent,  les 
quatre  angles  placés  à  droite  de  la  sécante  sont  égaux  à  ceux  de 
gauche,  savoir:  G'  =  0',  H'=:]N',  N  =  H  et  0  =  G.  La  partie 
droite  de  la  figure  n'est  donc  que  la  copie  exacte  de  la  partie  gau- 
che ;  seulement,  ces  deux  parties  sont  renversées  l'une  par  rapport 
à  l'autre.  Donc,  si  les  droites  GB  et  OD,  prolongées  suffisamment, 
se  rencontraient  sur  la  droite,  il  faudrait  que  les  lignes  AG  et  OC 
se  rencontrassent  sur  la  gauche ,  et  les  lignes  AB  et  CD  offriraient 
l'exemple  de  deux  droites  différentes  menées  d'un  des  points  de 
rencontre  à  l'autre,  ce  qui  est  impossible  {prop.  i).  Il  est  donc 
aussi  impossible  que  ces  deux  lignes  se  rencontrent  ;  donc  elles 
sont  parallèles. 

Uemarq'iie.  —  Les  angles,  tels  que  G'  et  N,  situés  d'un  même 
côté  de  la  sécante  et  des  deux  lignes  AB  et  CD,  sont  dits  angles  cor- 
respondants; les  angles  situés  de  côté  et  d'autre  de  la  sécante,  et 
non  adjacents,  s'appellent  alternes  internes  quand  ils  sont  entre 
les  deux  lignes  AB,  CD,  comme  H  et  N,  et  alternes  externes  quand 
ils  sont  eu  dehors,  comme  G  et  0. 

Corollaire  I.  —  «  Les  deux  droites  AB  et  CD  sont  parallèles 
"  quand  les  angles  alternes  internes  sont  égaux.  -> 
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Car  si  H  =  N,  alors,  puisquc{i'=:H  (  yjro/j.  9),  on  aura  ('■'=:  N, 
et,  d'après  ce  qui  précède,  AH  ot  CD  ne  pourront  se  rencontrer. 

Cornllaire  II.  —  On  démontrerait  de  même  que  "  ces  deux 
«  mêmes  ligues  AB  et  CD  sont  parallèles  quand  les  angles  alternes 
'■  externes  sont  égaux,  comme  G  =  0.  » 

Corollaire  lll.  —  «  Quand  la  somme  des  angles  intérieurs  H'  -H  N 
«  est  égale  à  deux  droits,  les  lignes  \B  et  CD  sont  parallèles.  >• 

Car,  outre  l'équation 

H'+N  =  2  droits, 
on  peut  écrire  H'  +  G'  =  2  droits  {'proi^.  7)  ; 

donc  H' -4- N  =  H' 4- G'; 

donc        N  =  G', 
et  les  deux  lignes  AB  et  CD  ne  peuvent  se  rencontrer. 

PROPOSITION  XXVI. 

THÉORÈME. 

'■  Lorsque  deux  droites  parallèles  AB  et  CD  [fig.  36)  sont  cou- 
«  pées  par  une  sécante  EF,  i"  les  angles  correspondants  sont  égaux 
«  aussi  bien  que  les  angles  alternes  internes  et  les  angles  alternes 
«  externes  ;  2"  la  somme  des  angles  intérieurs  BGH  +  GHD  égale 
«  deux  droits.  » 

Eu  effet,  i"  si  celui  dos  angles  que  l'on  considère  en  G  notait 
pas  égal  à  celui  qu'on  lui  compare  en  H  ;  si  l'angle  EGB  ,  par 
exemple  ,  n'était  pas  égal  à  GHD  ,  on  pourrait  mener  par  G  une 
droite  \\\.  (lui  ferait  EGL=  GHD,  et  cette  droite  serait  parallèle  à 
CD  d'après  la  proposition  précédente;  on  pourrait  donc,  par  uu 
même  point  G,  mener  deux  parallèles  à  CD,  ce  qui  est  impossible 
(p/'op.  24,  cor.). 

2°  De  môme,  si  BGH  -h  DHG  n'était  pas  égal  à  deux  droits , 
ou  pourrait  mener  KL  ,  qui  donnerait  LGH  -1-  DHG  =  2  droits . 
et  KL  serait  parallèle  à  CD,  ce  qui  est  impossible  [yro'p.  24,  cor.]. 

Corollaire  I.  —  «  Toute  ligne  perpendicnlaive  à  l'une  des  deux 
«  parallèles  AB  et  CD  est  perpendiculaire  à  l'autre.  » 
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Car  si  l'anghi  licil  est  droit,  l'aiilrc  aiiii,l('  DIKi  lesora  aussi. 

Corollaire  II.  —  «  Si  deiiv  droites  (iL  cl  III),  coupées  par  une 
'.  Iroisiènu'  (iU,  l'ont  des  angles  intt'rieurs  dont  la  somme  nest  pas 
«  égale  à  deux  droits,  ces  deux  lignes  se  rencontreront.  » 

Car,  si  elles  ne  se  rencontraient  pas  et  étaient  par  conséquent 
parallèles ,  LGII  -\-  ClllD  égalerait  deux  droits. 

On  démontrerait  de  même  que  les  deux  lignes  GL  et  III)  se  ren- 
contrent (piand  il  n'y  a  pas  égalité  entre  les  angles  correspondants, 
ou  entre  les  angles  alternes,  soit  internes,  soit  externes. 

PROPOSITIOiN  XXVII. 

THÉORÈME. 

«  Deux  lignes  AB  et  CD  {jig.  38),  parallèles  à  une  troisième  EF,     fig.  38. 
«  sont  parallèles  entre  elles.  » 

En  effet,  menons  la  droite  PQR  perpendiculaire  à  EF,  elle  sera 
aussi  perpendiculaire  aux  deux  droites  AB  et  Cl)  [corol.  l  de  la 
prop.  26),  et,  suffisamment  prolongée,  les  rencontrera  en  quelques 
points  P  et  Q.  Donc  les  droites  AB  et  Cl)  seront  parallèles  entre 
elles  comme  étant  toutes  deux  perpendiculaires  à  une  même  droite 
PQ  [prop.2Z). 

PROPOSITION  XXVIII. 

THÉORÈME. 

«  Les  angles  BAC  et  DEF  [fig.  40),  qui  ont  leurs  côtés  parallèles     fig.  40. 
'<  et  (lirir/és  dans  le  même  sens,  sont  égaux  entre  eux.  » 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffît  de  prolonger  un  côté  ED 
de  l'angle  E  jusqu'à  ce  qu'il  rencontre  le  coté  de  l'angle  A  auquel 
il  n'est  pas  parallèle,  en  un  point  G  ;  car  alors  on  formera  un  troi- 
sième angle  DGC  qui  sera  égal  aux  deux  angles  donnés  comme  cor- 
respondants {prop.  26).  En  effet,  premièrement,  DGC  et  CAB  peu- 
vent être  considérés  comme  des  angles  correspondants,  formés  par 
les  parallèles  AB  et  GD  et  par  la  sécante  AC;  en  second  lieu,  DGC 
et  DEF  peuvent  être  regardés  comme  des  angles  correspondants, 
formés  par  les  parallèles  EF  et  GC  et  par  la  sécante  DG. 


280  ÉLÉMENTS  DE  MATHÉMATIQUES. 

Scolie.  —  On  voit  bien  sans  doute  pourquoi  il  est  nécessaire 
que  les  angles  que  l'on  compare  aient  les  côtés  noo-seulemeut  pa- 
rallèles, mais  de  plus  dirigés  dans  le  même  sens  pour  que  ces 
angles  soient  égaux  :  c'est  que  si  l'on  avait  deux  angles  comme 
BAC  et  DE'H'  dont  les  côtés  fussent  parallèles,  mais  dirigés  les  uns 
dans  le  même  sens ,  à  savoir  AB  et  E'D,  et  les  autres  en  sens  con- 
traire, à  savoir  AC  et  E'H',  ces  angles  ne  seraient  pas  égaux.  En 
effet,  si  l'on  prolonge  H'E'  vers  F',  c'est-à-dire,  dans  le  même 
sens  que  AC ,  on  formera  l'angle  DE'F'  qui,  d'après  ce  qui  précède, 
sera  égal  à  BAC.  Or,  DE'H'  et  DE'F'  ue  sont  pas  égaux ,  à  moins 
qu'ils  ne  soient  droits,  puisque  leur  somme  égale  deux  angles 
droits  {prop.  7).  Donc  DE'H'  et  BAC  ne  sont  pas  égaux  non  plus  : 
mais  ils  fout  une  somme  égale  h  deux  droits.  H  est  facile  de  voir 
que  si  deux  angles  comme  BAC  et  HEG  avaient  leurs  côtés  paral- 
lèles ,  et  que  de  plus  les  côtés  de  l'un  fussent  tous  deux  dirigés  en 
sens  contraire  des  deîtx  calés  de  l'autre,  ces  deux  angles  seraient 
encore  égaux.  En  effet,  quelque  part  que  soit  placé  l'angle  HEG 
autour  de  l'angle  BAC,  on  pourra  prolonger  ses  deux  côtés  de  ma- 
nière à  former  un  troisième  angle  DEF  auquel  seront  égaux  les 
deux  angles  HEG  et  BAC,  le  premier  comme  opposé  par  le  sommet, 
le  second  comme  ayant  les  côtés    parallèles  et  dirigés  dans  le 
même  sens  ;  donc  ces  deux  angles  HEG  et  BAC  sont  égaux  entre 
eux. 
Cg  25.         Corollaire.  —  «  Si  l'on  mène  sur  deux  droites  AB  et  CD  non  pa- 
"  rallèles  {Jig.  25)  des  lignes  AE  et  CF  qui  leur  soient  perpendicu- 
«  laires  ou  ,  en  général ,  qui  fassent  des  angles  égaux  avec  elles,  ces 
<-  dernières  lignes  ne  seront  pas  parallèles.  » 

Car  si  AE  était  parallèle  à  CF,  en  menant  par  le  point  A  une 
droite  AI  parallèle  à  CD,  on  formerait,  d'après  ce  qui  précède, 
l'angle  EAI  égal  à  FCD;  or,  ce  dernier  est  égal ,  par  hypothèse,  à 
EAB  ;  donc  on  aurait  EAÏ  =  EAB,  ce  qui  est  impossible. 

PROPOSITION  XXIX. 

THÉORÈME. 

%.4r.        «La  somme  des  trois  angles  d'un  triangle  est  égale  à  deux 
«  angles  droits.  » 
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En  clïet,  prenons  un  triangle  quelconque  xnCfJf/.  41  ,  el  après 
avoir  prolongé  la  base  CA  d'une  quantité  quelconque  AD,  menons 
par  le  point  A  la  droite  \K  parallèle  ù  (;|{.  Par  celte  construction, 
nous  nous  trouvons  avoir  réuni  au  point  Aies  trois  angles  du  triaa- 
gle  AliC  :  car  d'abord  l'angle  BAC  est  un  de  ces  angles;  ensuite 
l'angle  BAH  égale  l'angle  W  comme  angles  alternes  internes  par 
rapport  aux  parallèles  BC  et  AE,  et  la  sécante  BA;  enfin  l'angle 
EAD  égale  l'angle  C  comme  angles  correspondants  formés  par  les 
deux  parallèles  BC  et  AE,  et  la  sécante  CAD.  Or,  les  trois  angles 
lormés  en  A  valent  deux  angles  droits  (corol.  l  de  la  j)rop.  7);  donc 
les  trois  angles  du  triangle  ABC  valent  aussi  deux  angles  droits. 

Jicmarqve.  — Cette  proposition  pourrait  se  déduire  immédiate- 
ment des  notions  et  propositions  données,  an  commencement  du 
présent  livre,  sur  la  direction.  En  général,  si  l'on  voulait  se  servir 
de  ces  notions  et  propositions  toutes  les  fois  que  l'occasion  s'en 
présente,  il  y  aurait  une  multitude  de  démonstrations  qui  en  de- 
viendraient infiniment  plus  simples;  mais  pour  ne  pas  innover, 
nous  avons  renoncé  à  toutes  ces  démonstrations. 

Corollaire  I. —  «  Il  suffit  de  connaître  deux  des  angles  d'un 
"  triangle  pour  connaître  le  troisième,  en  retranchant  la  somme  de 
«  ces  deux  angles  connus  de  la  somme  de  deux  angles  droits.  » 

Corollaire  II. — «D'après  le  corol.  précédent,  on  voit  que 
'<  quand  deux  angles  d'un  triangle  sont  égaux  à  deux  angles  d'un 
«  autre  triangle,  les  troisièmes  angles  de  ces  triangles  sont  aussi 
«  égaux.  » 

Corollaire  III.  —  «  Dans  tout  tiiangle ,  il  ne  peut  y  avoir  au 
«  pins  qu'un  angle  droit  ou  qu'un  angle  obtus.  >- 

Car  s'il  y  en  avait  deux,  leur  somme,  égalant  ou  surpassant 
deux  angles  droits,  il  ne  resterait  rien  pour  la  valeur  du  troisième 
angle. 

C'jrollaire  IV.  —  «  Ea  somme  des  deux  angles  aigus  d'un  trian- 
«  gle  rectangle  est  égale  h.  un  angle  droit.  » 

Corollaire  V.  —  «  Il  est  aisé  de  trouver  la  valeur  des  angles  du 
«  triangle  équilatéral.  » 

Car  ces  trois  angles  étant  égaux  {corol.  de  la  prop.  19),  chacun 
est  égal  au  tiers  de  leur  somme,  c'est-à-dire  égal  au  tiers  de  deux 
angles  droits  ou  aux  §  d'un  angle  droit. 

Corollaire  VI.  —  «  L'angle  dit  extérieur  à  un  triangle  quel- 
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«  conqup  est  égal  à  la  somme  des  deux  angles  intérieurs  qui  lui 
'<  sont  opposés.  » 
%•  'u-  En  el't'ct,  on  entend  par  angle  extérieur,  dans  un  triangle  ABC. 
{fuj.  41  ),  l'angle  BAÎ)  que  l'orme  un  côté  quelconque  AB  avec  le 
prolongement  AD  de  l'un  des  deux  autres  AC.  Or,  cet  angle  BAI), 
plus  son  adjacent  CAB,  donne  deux  droits  [prop.  7);  de  sorte 
qu'on  peut  écrire 

BAD  +  CAB  =r  2  droits  ; 

mais  l'on  vient  de  démontrer  que 

CAB  -f-  B  -h  C  =  2  droits. 

Ainsi  on  a 

BAD  4-  CAB  =  CAB  H-  B  +  C  ; 

donc,  en  supprimant  le  terme  commun  CAB,  on  obtient 
BAD  =  B-i-C. 

C'est  au  reste  ce  que  nous  avions  déjà  établi  dans  la  démonstra- 
tion de  notre  théorème  par  la  parallèle  AE. 

PROPOSITIOiN  XXX. 

THÉORÈME. 

«  La  somme  des  angles  d'un  polygone  convexe  est  égale  à  autant 
«  de  fois  deux  angles  droits  qu'il  y  a  de  côtés  moins  deux  dans  ce 
«  polygone.  » 
(1^,,  /|,.  En  elTet,  si  d'un  sommet  A  du  polygone  {Jig.  42) ,  ou  tire  des 
diagonales  à  tous  les  autres  sommets  du  polygone ,  on  partagera 
celui-ci  en  triangles,  dont  on  pourra  considérer  le  point  commun 
\  romme  le  sommet  et  les  côtés  opposés  à  ce  point  comme  les  ba- 
ses. Or,  on  voit  que  chaque  côté  du  polygone  servira  de  base  à  un 
triangle,  excepté  les  deux  côtés  qui  comprennent  l'angle  A,  puis- 
qu'ils sont  adjacents  au  sommet  placé  à  ce  point  A.  Il  y  aura  donc 
autant  de  triangles  qu'il  y  a  de  côtés  moins  deux  dans  le  polygone. 
Mais  dans  chaque  triangle,  la  somme  des  angles  est  égale  à  deux 
angles  droits.  Donc  la  somme  de  tous  les  angles  de  ces  triangles , 
ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  la  somme  de  tous  les  angles  du  po- 
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lygoue  est  égale  à  aulaiil  de  lois  deux  angles  droils  (lu'il  y  a  de 
eôtés  moins  deux. 

Scolic.  —  jNous  avons  supposé  qu'il  sagil  de  polygones  con- 
vexes; on  appelle  ainsi  tout  polygone  dont  le  contour  ne  peut  ja- 
mais être  coupé  en  plus  de  deux  points  par  une  ligne  droite.  Dans 
des  polygones  à  angles  rentrants,  tels  que  celui  de  hjiy.  43,  le 
théorème  précédent  subsisterait  encore,  pourvu  que  l'on  prît  pour 
angle  au  point  rentrant  B  non  pas  l'espace  compris  entre  les  deux 
cotés  BC  et  BD,  mais  4  angles  droits  moins  cet  espace,  c'est-à-dire, 
l'espace  qu'il  faut  parcourir  pour  aller  de  la  ligue  HC  à  la  ligne  BD 
sans  sordr  du  polygone.  I\Iais  ici  le  raisonnement  précédent  oflri- 
rait  des  difficultés ,  car,  dans  la  J'kj.  43,  si  l'on  prenait  A  pour  le  lig.  43. 
point  de  départ  de  toutes  les  diagonales ,  la  somme  des  angles  des 
triangles  formés  ne  serait  plus  évidemment  égale  à  celle  des  angles 
du  polygone.  Aussi,  dans  toute  la  suite  de  ce  traité,  nous  ne  con- 
sidérerons que  des  polygones  convexes. 

Corollaire  I.  —  «  La  somme  des  angles  d'un  quadrilatère  est 
«  égale  à  4  angles  droils.  » 

Car  cette  somme  vaut,  d'après  ce  qui  précède,  4  —  2  fois  2  an- 
gles droits,  ce  qui  fait  2  fois  2  angles  droits  ou  4  angles  droits. 

Corullaire  II.  —  «  On  peut  aisément  trouver  la  valeur  de  cha- 
«  que  angle  d'un  polygone  quand  celui-ci  est  équiangle.  » 

Car ,  d'après  ce  qui  précède,  on  connaît  la  somme  des  angles 
du  polygone;  il  n'y  aura  qu'à  diviser  celte  somme  par  le  nombre 
des  angles  de  ce  polygone  pour  avoir  la  valeur  de  chacun  de  ceux- 
ci.  Ainsi,  dans  l'hexagone  équiangle,  par  exemple,  la  somme  des 
angles  égale  6  —  2  fois  2  angles  droils,  ce  qui  fait  8  angles  droits  ; 
donc  chaque  angle  est  égal  aux  §  ou  aux  4  d'un  angle  droit. 

PROPOSITION  XXXI. 

THÉORÈME. 

«  Dans  un  parallélogramme  les  côtés  opposés  sont  égaux,  ainsi 
•<  qwQ  les  angles  opposés.  >' 

Pour  démontrer  en  premier  lieu  l'égalité  des  côtés,  je  partage  le 
parallélogramme  ABCD  {fig.  44  )  en  deux  triangles  par  la  diago-     i;;,   /,/, 
nale  DB ,  et  je  dis  que  ces  deux  triangles  sont  égaux.  En  effet , 
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premièrement  le  côté  BD  est  commun  à  ces  deux  triangles;  en- 
suite, l'angle  ABD  et  l'angle  BDC  sont  égaux  comme  angles  al- 
ternes internes ,  formés  [lar  les  parallèles  AB  et  DC  et  par  la  sécante 
BD  [prop  2G).  Enfin,  les  angles  ADB  et  DBC  sont  aussi  égaux  comme 
angles  alternes  internes,  formés  par  les  parallèles  AD  et  BC,  et  par 
la  sécante  BD.  Donc  les  deux  triangles  ABD  et  BDC  sont  égaux 
comme  ayant  un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux  [prop.  13). 
Donc  d'abord  AB  =  DC  et  AD  rz=  BC.  En  second  lieu,  l'égalité  des 
angles  opposés  résulte  de  la  fin  de  la  scolie  de  la  proposition  XXV^IIf; 
mais  on  peut  la  déduire  aussi  de  l'égalité  des  triangles  ABD  et  BDC, 
car  1"  de  cette  égalité  résulte  A  =  C;  2"  l'angle  ADC  égale  l'angle 
ABC,  car  le  premier  est  formé  de  deux  angles  qui  sont  égaux  aux 
deux  qui  forment  le  second ,  savoir  ADB  =  DBC  et  BDC  =  DBA. 

Corollaire  I.  —  «  Deux  parallèles  AD  et  BC  comprises  entre  deux 
«  autres  parallèles  AB  et  DC  sont  égales.  » 

Corollaire  IL  —  «  Deux  parallèles  sont  partout  à  égale  dis- 
«  tance.  » 
(.g.  :5y.  Car,  pour  mesurer  en  H  et  G  [Jlg.  39)  les  distances  de  deux 
parallèles  CD  et  AB,  il  faut  abaisser  sur  ces  parallèles  les  perpendi- 
culaires HF  et  GE  qui  seront  égales,  car  elles  sont  parallèles 
{prop.  23),  et  sont  comprises  entre  parallèles. 

PROPOSITION  XXXII. 

THÉOllÈME. 

«  Réciproquement,  si  dans  un  quadrilatère  les  côtés  opposés  sont 
«  égaux,  ces  côtés  seront  parallèles,  et  la  figure  sera  un  parallélo- 
"  gramme.  » 
dt'.  /,/,.  Ainsi,  supposons  dans  le  quadrilatère,  k\\C\)[fig.  4-4),  que  l'on 
ait  AB  :=  DC,  et  AD  =  BC.  Si  je  tire  la  diagonale  BD,  j'aurai  deux 
triangles  qui  auront  les  trois  côtés  égaux.  Donc  ils  seront  égaux 
[prop.  is).  Donc  l'angle  ABD  égale  Taugle  BDC,  et  les  lignes  AB 
et  CD  sont  parallèles  {prop.  2.5,  cor.  i);  de  même  l'angle  DBC 
étant  égal  à  l'angle  BDÂ,  les  lignes  AD  et  BC  sont  parallèles  :  ce 
qu'il  fallait  prouver. 
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PROPOSITION  XXXIII. 

THÉOllKME. 

«  Quand  deux  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  sont  égaux  et  pa- 
«  rallùlcs,  les  deux  autres  le  sont  aussi ,  et  la  flgure  est  un  parallé- 
"  logramme.  » 

Ainsi ,  supposons  que  le  côté  AB  {Jir/.  \4  )  soit  égnl  et  parallèle 
au  côté  ix:  et  tirons  la  diagonale  DH.  Nous  aurons  les  deux  trian- 
gles Alîl)  et  HDC,  qui  seront  égaux  comme  ayant  un  angle  égal  com- 
pris entre  côtés  égaux  {prop.  12)  ;  car  l'angle  ABD  égale  l'angle  BDC 
à  cause  des  parallèles  BA  et  DC  et  de  la  sécante  l)B  {prop.  20).  Donc 
les  côtés  AD  et  BC  seront  égaux;  et  ils  seront  de  plus  parallèles, 
d'après  le  corol.  l  de  la^rop.  25,  parce  que  l'égalité  de  nos  trian- 
gles entraîne  l'égalité  des  angles  alternes  internes  BDA  et  DBC. 

PROPOSITION  XXXIV. 

THÉORÈME. 

«  Les  diagonales  d'un  parallélogramme  se  coupent  en  i»arlies 
"  égales.  " 

lui  elTet,  les  triangles  ADO  (//(/.  45)  et  BCO,  Cormes  par  ces  dia- 
gonales, sont  égaux  comme  ayant  un  côté  égal  adjacent  à  deux 
angles  égaux  [prop.  13),  à  savoir  :  l"  AD  =  BC,  d'après  la 
prop.  31;  2"  angle  ADO  =  angle  OBC,  à  cause  des  parallèles  AI) 
et  BC  et  de  la  sécante  OB  iprop.  2(i)  ;  puis  angle  DAO  =  angle  0(,;H 
à  cause  des  mêmes  parallèles  AD  et  BC  et  de  la  sécante  AC.  Donc  les 
côtés  OA  et  OC  étant  opposés  aux  premiers  de  ces  angles,  sont  égaux 
entre  eux ,  et  les  côtés  DO  et  OB  sont  aussi  égaux  comme  étant  op- 
posés aux  derniers  angles  égaux. 

Corollaire. —  «Les  diagonales  d'un  losange  se  coupent <à  angles 
<<  droits.  •> 

Cardans  le  losange  les  côtés  AD  et  AB  étant  égaux,  les  triangles 
AOD  et  AOB  sont  égaux  comme  ayant  les  trois  côtés  égaux,  savoir  : 
AO  commun,  AD  =  AB  par  hypothèse,  et  DO  =  OB  d'après  ce 
qui  précède.  Donc  les  angles  AOD  et  AOB  étant  opposés  à  des  côtés 
égaux ,  sont  égaux ,  et  la  diagonale  AOC  est  perpendiculaire  sur 
la  diagonale  DB. 
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LIVRE  IL 


LE  CERCLE  ET  LA  MESURE  DES  ANGLES. 


DEFINITIONS. 

lig.  46.  I.  Le  cercle  est  une  figure  plane  HE  {fi(j.  46) ,  dont  le  contour 
a  tous  ses  points  à  égales  distances  d'un  point  intérieur  0  qu'on 
appelle  centre. 

La  ligne  courbe  qui  sert  de  contour  au  cercle  s'appelle  circonfé- 
rence. 

\\.  On  appelle  rayon  toute  ligue  CE  menée  du  centre  à  la  cir- 
conlérence ,  et  diamètre  toute  ligne  AB  qui,  passant  par  le  centre, 
a  ses  deux  extrémités  sur  la  circonlércnce. 

.'  Tous  les  rayons  d'un  cercle  sont  égaux  entre  eux.  » 

Cela  résulte  de  la  définition  du  cercle. 

«  Tous  les  diamètres  d'un  cercle  sont  égaux  entre  eux.  » 

Car  tous  les  diamètres  ne  sont  que  des  doubles  rayons. 

IlL  Varc  est  une  partie  quelconque  FHG  de  la  circonférence. 

La  corde  est  une  ligne  droite  FG,  menée  d'une  extrémité  de  l'arc 
à  l'autre  extrémité. 

IV.  On  appelle  ser/ment  la  portion  de  cercle  comprise  entre  un 
arc  FHG  et  sa  corde  FG. 

V.  Le  secteur  est  la  portion  de  cercle  comprise  entre  un  arc  ED 
et  les  rayons  Œ,  CD,  menés  à  scscxlréraités. 

VF  La  corde  se  désigne  qnelqucl'ois  parle  nom  de  ligne  inscrite 

dans  le  cercle. 

fi-T.  4-.         0"  appelle  f«2^/e  inscrit  VdiW^Q  ABC(Ji(j.  41)  qui,  ayant  son 

sommet  B  sur  la  circonférence,  a  ses  deux  côtés  inscrits  dans  le 

cercle. 

On  appelle  polygone  inscrit  celui  dont  les  sommets  sont  tous 
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placés  sur  la  circonrérenrc  d'un  cercle  ;  et  celui-ci  est  alors  dit  cir- 
conscrit au  polygone. 

Ainsi ,  le  triangle  ABC  est  un  triangle  inscrit. 

VII.  I>a  sécante  est  une  ligne  droite  AB  [fuj.  4s)  qui  coupe  la     ''ë-  4S- 
circonlérence  en  deux  points  A  et  B. 

Vin.  La  tangente  est  une  droite  CI)  qui  ne  touche  la  circonfé- 
rence qu'en  un  point  M.  Ce  point  s'appelle  le ^;o/«^  de  contact. 

IX.  On  dit  que  deux  cercles  M  et  N  {fig.  59)  se  touchent  ou     "s-  ^'J* 
sont  tangents  l'un  à  l'autre  quand  ils  n'ont  qu'un  point  commun 

B,  qu'on  appelle  point  de  contact. 

X.  On   appelle  polyyone  circonscrit  le   polygone  HG3IL H-  '60. 

{Jig.  160),  dont  tous  les  côtés  sont  tangents  à  un  cercle. 

N.  B.  Quand  dans  la  suite  nous  aurons  à  renvoyer  à  une  défini- 
tion ou  à  une  proposition  précédente,  nous  indiquerons  le  livre  où 
clic  se  trouve;  et  quand  cette  indication  manciuera,  cela  signifiera 
que  cette  définition  ou  proposition  fait  partie  du  livre  courant. 

PROPOSITION  PREi^llÈRE. 

TeÉORÈME.  ^ 

«  Tout  diamètre  divise  le  cercle  et  sa  circonférence  en  deux  par- 
«  lies  égales,  et  réciproquement.  » 

Ainsi  soit  AB  [Jkj.  49)  un  diamètre  du  cercle  EF,  et  supposons  tig.  49. 
qu'on  plie  la  figure  de  manière  à  superposer  la  partie  ABF  sur  la 
partie  ARE;  je  dis  qu'alors  ces  deux  parties  coïncideront,  et  que 
tous  les  points  de  l'arc  AEB  tomberont  sur  l'arc  AEB  ;  car,  si  le 
point  F,  par  exemple,  tombait  en  dedans  ou  en  dehors  de  cet  arc, 
il  s'ensuivrait  que  ce  point  serait  plus  ou  moins  éloigné  du  centre 
C  que  les  points  de  l'arc  AEB  ;  ce  qui  est  contre  la  nature  du 
cercle. 

Réciproquement.  —  Toute  droite  qui  divise  la  circonférence  ou 
le  cercle  eu  deux  également,  passe  par  le  centre,  et  est  un  dia- 
mètre ;  car  si  cette  droite  ne  passait  pas  par  le  centre  et  était 
une  corde,  comme  FG,  par  exemple  [fi(j.  46),  on  pourrait  me-  lig.  46. 
ner  au  centre  C  un  diamètre  AB  parallèle  à  cette  corde.  Pour  lors 
ou  aurait,  d'après  ce  qui  précède,  AEB=AHB.  Mais  si  l'on 
augmente  le  premier  de  ces  arcs  de  AF  et  do  GB,  ou  aura  l'arc 
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FEG;  et  si  on  diminue  des  mêmes  quaulilés  le  second  arc  AHB, 
il  lestera  FHG  ;  donc  FEC.  >  FIKl ,  ce  qui  est  contre  l'hypo- 
thèse. 

PROPOSITION  II. 

THÉORÈME. 

«  Los  diamètres  d'un  cercle  sont  plus  grands  que  toutes  les  cordes 
«  qu'on  peut  tracer  dans  le  cercle.  » 
•'S-  49-  En  effet,  soit  AD  {/kj.  4".))  une  corde  quelconque,  et  par  une 
extrémité  A  de  cette  corde  traçons  le  diamètre  AB.  Si  du  centre  C 
placé  sur  ce  diamètre  nous  tirons  le  rayon  CD ,  nous  aurons,  dans 
le  triangle  ACD, 

AD  <  AC  +  CD  [prop.  10  du  liv,  1). 

Substituons  au  rayou  CD  le  rayon  CB,  qui  lui  est  égal  (rfe 
et  il  viendra 

AD<AC-l-CBou<AB. 


Î/.2),       "? 


PROPOSITION  m. 

TUtOniiME. 

'  Une  ligne  droite  ne  peut  couper  la  circonférence  d'un  cercle  en 
«  plus  de  deux  points.  » 

Car  si  une  droite  pouvait  avoir  trois  points  communs  avec  la  cir- 
conférence d'un  cercle,  en  les  joignard  avec  le  centre  de  ce  cercle, 
ou  aurait  trois  droites  égales  menées  d'un  même  point  sur  une 
droite,  ce  qui  est  impossible.  {Cor.  3,  prop.  15,  liv.  I.) 

PROPOSITION  IV. 

THÉOKÈME. 

«  Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux,  si  deux  arcs 
r-.  5o.     «AMD  et  ENG  {fiej.  50)  sorit  égaux,  leurs  cordes  seront  égales,  et 
«réciproquement.  » 
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Pour  d(''inoiilrer  ce  Ibéoièmc ,  je  joins  an  rentre  les  extrémités 
dos  (lenx  arcs  que  l'on  suppose  égaux  ;  ensuite  je  porte  le  secteur 
\'AHi  sur  le  secteur  Al)(".,  de  nianière  (pie  KO  coïncide  avec  AC. 
Dans  celle  superposition,  l'arc  KN(i  se  |)lacera  sur  l'arc  AMI),  de 
nuMiicre  qu'il  n'y  aura  qu'une  courbe  entre  les  rayons  CD  et  AC 
quc  l'on  peut  imaginer  si  l'on  veut  prolongés  indéfiniment,  car 
sans  cela  il  est  clair  que  quelques-uns  des  points  de  l'arc  lv\(i  se- 
raient plus  ou  moins  éloignés  du  centre  que  son  extrémité  placée 
en  A. 

31ais  si  l'arc  EMr  se  place  sur  AMD  de  manière  qu'il  n'y  ait 
qu'une  courbe  entre  CA  et  CD,  il  faut  que  le  point  C  tombe  en  D, 
car  il  ne  peut  tomber  ni  vers  M  ni  vers  H  sans  que  l'arc  ENG  soil 
plus  petit  ou  plus  grand  que  l'arc  AMD,  ce  qui  est  contre  l'hypo- 
thèse. 

Par  conséquent  les  points  K  et  G  couicidant  avec  les  points  A  et 
D,  il  s'ensuit  que  les  cordes  EG  et  AD  sont  égales,  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

J{écipro(jue//>ent.  —  Si  l'on  suppose  les  cordes  AD  et  EG  égales, 
les  arcs  qu'elles  sous-tendent  seront  égaux.  En  elfet ,  le  secteur 
KO  étant  toujours  transporté  sur  le  secteur  MC ,  les  deux  triangles 
ADC  et  EGO  coïncideront  entièrement,  puisqu'ils  sont  égaux, 
comme  ayant  les  trois  côtés  égaux  /j/o/j.  i8  du  liv.  i).  Les  points 
E  et  G  coïncideront  donc  avec  les  points  A  et  D,  et  les  arcs  AMD  et 
EKG  auront  les  mêmes  extrémités.  De  plus,  il  est  évident  que  les 
points  de  ces  arcs  placés  entre  leurs  extrémités  coïncideront  aussi, 
parce  que ,  sans  cela  ,  ces  points  intermédiaires  ne  seraient  pas  tous 
à  la  même  distance  du  centre  que  A  et  D. 

Scolie.  —  Pour  prendre  un  arc  égal  à  un  arc  donné  AD  sur  le 
même  cercle  ou  sur  des  cercles  égaux ,  il  suffit  de  poser  simultané- 
ment les  deux  pointes  d'un  compas  sur  les  extrémités  A  et  D  de  l'arc 
donné ,  et  de  porter  en  EG  l'ouverture  de  compas  ainsi  prise,  car 
on  aura  ainsi  l'arc  EKG  =:  AMD. 

PROPOSITION  V. 

THÉORÈME. 

«  Dans  uu  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux,  si  l'on  sup- 
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«  pose  deux  arcs  inégaux ,  et  moindres  chacun  qu'une  demi-circoii- 
«iéreuce,  le  plus  grand  arc  sera  sous-tendu  par  la  plus  grande 
«  corde ,  et  réciproquement.  » 
fig.  5o.  Ainsi  supposons  l'arc  AMH  \fuj.  50)  plus  grand  que  l'arc  ENG , 
et  démontrons  que  la  corde  AH  est  plus  grande  que  la  corde  EG. 
Pour  cela,  je  prends  sur  l'arc  AMH  une  partie  AMD  égale  à  ENG, 
et  je  tire  la  corde  AD,  qui,  d'après  le  théorème  précédent,  sera 
égale  à  la  corde  EG.  Mais  le  point  D  étant  entre  les  points  A  et  H , 
l'angle  ACD  sera  compris  dans  l'angle  ACH ,  et  par  conséquent  sera 
plus  petit  que  ce  dernier.  Donc,  d'après  la  p/-o;j.  17  du  liv.  i ,  le 
côté  AD  opposé  au  premier  angle  sera  plus  petit  que  le  côté  AH 
opposé  au  second  ;  donc  aussi  la  corde  EG  sera  plus  petite  que  la 
corde  AH. 

Réciproquement.  —  Si  l'on  suppose  la  corde  AH  plus  grande 
que  la  corde  EG ,  je  dis  que  l'arc  AMH  sera  plus  grand  que  l'arc 
ENG;  car  il  ne  peut  être  égal,  puisque  alors  la  corde  AH  égalerait 
EG  d'après  la  proposition  précédente.  Cet  arc  AMH  ne  peut  être 
non  plus  moindre  que  ENG,  car  alors  sa  corde  AH  serait  moindre 
que  EG  ;  donc  il  faut  que  AMH  soit  plus  grand  que  ENG . 

Scoiie.  —  On  a  supposé  les  arcs  en  question  moindres  qu'une 
demi-circonférence.  Mais  si  l'on  prenait  des  arcs  AKH  et  ELG  plus 
grands  qu'une  demi-circonférence,  on  voit  qu'alors  au  plus  grand 
arc  ELG  répondrait  la  plus  petite  corde.  En  effet ,  si  j'ôtais  les  arcs 
AKH  et  ELG  de  la  circonférence  entière ,  les  restes  seraient  plus  pe- 
tits qu'une  demi-circonférence;  le  reste  AMH  répondant  au  premier 
arc  serait  plus  grand  que  le  reste  ENG  répondant  au  second.  Donc 
la  corde  AH ,  d'après  ce  qui  précède ,  serait  plus  grande  que  la 
corde  EG. 

PROPOSITION  VL 

THÉORÈME. 

«  Si  l'on  abaisse  du  centre  d'un  cercle  un  rayon  perpendiculaire 
«  sur  une  corde ,  il  divisera  cette  corde  et  l'arc  qu'elle  sous-tend  en 
«  deux  parties  égales.  » 

Ainsi,  supposons  le  rayon  CG  {fig.  5 1  )  perpendiculaire  à  la  corde 

^  AB  ;  par  rapport  à  ce  rayon  les  deux  autres  rayons  CA  et  CB  seront 

des  obliques  égales  ;  elles  s'écarteront  donc  également  du  pied  D  de 
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la  pcrpoiuliculairo  (proposition  15  du  liv.  i  '].  Donc  (lôjà  AD—  DH ; 
oiisiiilo  cclfe  égalité  i\o  \D  et  DH  ayant  lieu,  les  cordes  (lA  et  (ÎH 
seront,  par  rapport  à  CC,  des  obliques  qui  s'écartent  également 
de  la  |)erpendicnlairc  ;  donc  elles  seront  égales;  mais  loisquedeux 
cordes  sont  égales,  les  arcs  qu'elles  sous-leudent  sont  égaux,  donc 
l'arc  AG  égale  l'arc  Gl{. 

PROPOSITION  VII. 

THÉORÈME. 

«  La  perpendiculaire  DC  {Jl(/.  5i]  élevée  au  milieu  D  d'une  corde 
«  AB  passe  par  le  centre  C  du  cercle  et  par  le  milieu  O  de  l'arc  que 
«  sous-tend  cette  corde.  » 

En  efl'et,  ce  milieu  G  et  ce  centre  C  sont  des  points  à  égales  dis- 
tances des  extrémités  de  la  droite  AP>;  donc  la  perpendiculaire  au 
milieu  de  cette  droite  passe  par  ces  doux  points,  puisque,  d'après  la 
prop.  10  du  liv.  1,  il  n'y  a  que  sur  celte  perpendiculaire  qu'il  se 
trouve  des  points  à  égales  distances  de  A  et  de  13. 

PROPOSITION  VIII. 

THÉORÈME, 

»  Par  trois  points,  non  en  ligne  droite,  on  peut  toujours  l'aire 
«  passer  une  circonférence  de  cercle,  mais  on  n'en  peut  faire  passer 
«  qu'une.  » 

Supposons  que  les  trois  points  donnés  soient  A,  B,  C  (fiy.  52),  et 
joignons-les  par  les  deux  droites  AB  et  BC.  Si  par  les  milieux  I)  et  F 
de  ces  deux  droites  on  élève  deux  perpendiculaires  DE  et  GF  à  ces 
droites,  ces  perpendiculaires,  d'après  le  coro/.  r/ç /a  p/-o;;.  28  du 
liv.  1,  se  rencontreront  quelque  part  en  0.  Or,  je  dis  que  ce  point 
0  est  à  égales  distances  des  points  A,  B  et  C.  En  elTct ,  il  est  d'abord 
à  égales  distances  des  extrémités  A  et  B  de  la  droite  AB  comme 
étant  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  cette  droite  {prop.  IG 
du  liv.  I).  Ensuite  il  est ,  par  une  raison  semblable,  à  égales  dis- 
tances de  B  et  de  C,  puisqu'il  appartient  à  la  perpendiculaire  élevée 
au  milieu  de  BC  ;  doue,  si  du  point  0,  comme  centre,  avec  un 

19. 
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rayon  égal  à  OB,  on  décrit  une  circonférence,  celle-ci  passera  par 
les  trois  points  A,  B  et  C. 

Je  dis ,  en  second  lieu ,  que  l'on  ne  peut  faire  passer  par  ces  trois 
points  une  seconde  circonférence  différente  de  la  première;  car, 
d'après  le  théorème  précédent,  chacune  des  deux  perpendiculaires 
DE,  FG  doit  passer  par  le  centre  de  cette  seconde  circonférence; 
ainsi  sou  centre  devrait  se  trouver  au  point  coninuni  à  ces  ilciix 
perpendiculaires,  lequel  est  unique.  Ainsi  celte  secoude  circonfé- 
rence aurait  même  centre  0,  et  par  conséquent  même  rayon  OB  que 
la  première  ;  donc  elle  se  confondrait  avec  elle. 

PROPOSITION  IX. 

THÉORi:itfE. 

fig.  53.  «  Les  cordes  égales,  telles  que  DE  et  AB  {fig.  53),  sontégalc- 
«  ment  éloignées  du  centre,  et  de  deux  cordes  inégales,  la  plus  pe- 
«  tite  est  la  plus  éloignée  du  centre.  » 

Pour  démontrer  la  première  partie  de  cette  proposition,  j'abaisse 
du  centre  C  sur  les  cordes  DE  et  AB  les  perpendiculaires  CG  et  CF 
qui  mesurent  les  distances  de  ces  cordes  au  centre  ,  et  je  dis  que 
ces  perpendiculaires  sont  égales.  En  effet,  d'après  la  pyo/j.  22  du 
iiv.  1,  les  triangles  rectangles  CDG  et  CAF  sont  égaux,  puisqu'ils 
ont  les  hypoténuses  CD  et  CA  égales  comme  rayons,  et  les  côtés 
AF  et  DG  égaux,  comme  étant,  d'après  la  pro^.  6,  des  moitiés 
de  cordes  égales.  Donc  les  troisièmes  côtés  CG  et  CF  sont  égaux  : 
ce  qu'il  fallait  prouver. 

Je  dis,  en  second  lieu,  que  si  la  corde  Ali  est  plus  grande  que  la 
corde  DE ,  celle-ci  sera  plus  éloignée  du  centre  que  AH.  En  effet, 
l'arc  DME  étant,  d'après  \a  prop,  5,  plus  petit  que  l'arc  ANH, 
je  prends  sur  celui-ci  une  partie  ANB  égale  à  DME  ;  pour  lors  les 
cordes  AB  et  DE,  d'après  la  prop.  4,  seront  égales,  et  par  consé- 
quent équidistantes  du  centre  C.  Il  suffit  donc  de  prouver  que  AB 
est  plus  éloignée  de  ce  centre  que  AH,  ou  que  la  perpendiculaire 
CF,  abaissée  sur  AB,  est  plus  grande  que  la  perpendiculaire  CI 
abaissée  sur  AH.  Or,  ceci  est  évident,  car  cette  perpendiculaire  Cl, 
étant  plus  courte  que  l'oblique  CO  {prop.  15  du  Iiv.  1),  sera  à 
fortiori  plus  courte  que  CF. 
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PROPOSITION  X. 

Tiii-()iii;MK. 

«  I.a  perpendiculaire  PD  (fuj.  ô4)  à  rcxlrcmité  d'un  rayon  CA     iig.  54, 
«  est  tangento  au  cercle,  et  réciproqnement  la  tangente  au  cercle 
«  est  perpendiculaire  ù  rextrémilé  du  rayon  qui  passe  au  point  de 
«  contact.  » 

En  elïet ,  la  perpendiculaire  CA  étant  plus  courte  que  toute  obli- 
que CE  {prop.  15,  liv.  1),  tout  point  E  autre  que  A  pris  sur  la 
droite  PD  est  hors  du  cercle.  Donc  cette  droite  n'a  que  le  point 
A  commun  avec  le  cercle,  donc  elle  est  tangente. 

Ucciproquement.  —  Si  PD  est  tangente  au  cercle  en  A,  le  rayon 
CA,  mené  au  point  de  contact  A  sera  plus  court  que  toute  autre 
droite  CE,  menée  du  mî-me  point  C  sur  un  autre  point  E  de  BD; 
donc  CA  sera  perpendiculaire  à  BD  [prop.  15,  liv.  1  ). 

Corollaire.  —  «  On  ne  peut  mener  par  un  point  donné  sur  une 
<;  circontérence  de  cercle,  qu'une  tangente  à  cette  circonl'érence.  » 

Car  on  ne  peut  mener  par  l'extrémité  du  rayon  aboutissant  à 
ce  point  qu'une  perpendiculaire  à  ce  rayon  [prop.  5,  liv.  1). 

PROPOSITION  XI. 

THÉORÈME. 

«  Les  arcs  interceptés  entre  deux  lignes  parallèles  menées  sur 
«  un  cercle  sont  égaux.  » 

Prenons  d'abord  le  cas  où  les  deux  parallèles  AB  et  DE  {/ig.  55)  (ig.  55, 
seraient  toutes  deux  sécantes ,  et  abaissons  du  centre  sur  une  de 
ces  droites  une  perpendiculaire  CH  qui  le  sera  en  même  temps  sur 
l'autre  {cor.  l  àelaprop.  26,  liv.  1  ).  Cette  perpendiculaire  divi- 
sera en  deux  également  chacun  des  deux  arcs  sous-tendus  par  les 
deux  sécantes  parallèles  [prop.  G).  Donc 

MH  =  HP 

et      NH  =  HQ  ; 

d'où  l'on  tire ,  en  soustrayant  la  seconde  équation  de  la  première, 
MH  —  NH  =  HP  —  HQ  ou  MN  =  PQ. 
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fi?-  5f).  Prenons  maintenant  le  cas  où  l'une  des  parallèles  DE  [fig.  56) 
serait  tangente  au  cercle.  D'après  le  théorème  précédent,  cette 
tangente  sera  perpendiculaire  au  rayon  CH  mené  au  point  de  con- 
tact. Par  conséquent,  ce  rayon  CH  sera  aussi  perpendiculaire  à  AB 
[corol.  1  de  la  prop.  2G,  liv.  1  ).  Donc,  d'après  la projj.  6,  on 
aura  MH  =  HP.  EnGn  ,  si  l'on  avait  deux  parallèles  ED  et  \L, 
toutes  deux  tangentes  au  cercle,  pour  démontrer  notre  théorème, 
il  sufOrait  de  mener  une  sécante  AB  parallèle  à  ces  tangentes.  Car, 
d'après  ce  qui  précède ,  on  aurait 

3IH  =  HP 
et     MK  =  KP  ; 
d'où  l'on  tire ,  en  ajoutant  ces  équations  v 

MH  +  MK  =  HP  +  RP  ou  bien  KMH  —  KPH. 

Corollaire.  —  «  Les  points  de  contact  de  deux  tangentes  paral- 
«  lèles  sont  sur  un  même  diamètre.  » 

Car  les  arcs  KMH  et  KPH,  compris  entre  ces  tangentes,  .sont 
égaux,  et  par  conséquent  la  droite  qui  les  sous-tend  est  un  dia- 
mètre [prop.  { ). 

PROPOSITION  XII. 

THÉORÈME. 

fie;.  57  et  58.  "  Si  dcux  circoniércnces  se  coupent  en  deux  points ,  la  ligne  qui 
«  passe  par  leurs  centres  sera  perpendiculaire  à  la  corde  qui  joint 
«  les  points  d'intersection ,  et  la  divisera  en  deux  parties  égales.  » 
Car  la  ligne  CD  [Jlg.  57  et  58),  qui  joint  les  points  d'intersec- 
tion, est  une  corde  commune  aux  deux  cercles.  Or,  si  sur  le  mi- 
lieu de  cette  corde  on  élève  une  perpendiculaire,  elle  doit  passer 
par  cliacnn  des  deux  centres  A  et  B  {prop.  7).  Mais,  par  deux 
points  donnés,  on  ne  peut  mener  qu'une  seule  ligne  droite;  donc 
la  ligne  droite,  qui  passe  par  les  centres,  sera  perpendiculaire 
sur  le  milieu  de  la  corde  commune. 

PROPOSITION  XIII. 

THÉORÈME. 

«  Si  deux  cercles  se  touchent  intérieurement  ou  extérieurement 
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"  [fuj.  Ô9  OU  (iO  ),  1(3  point  de  contact  do  ces  deux  cercles  est  placé  'i^--  59  ou  Go. 
«  sur  la  ligne  qui  joint  les  centres  A  et  (1.  » 

En  el'fet,  si  le  point  de  contact  n'est  pas  sur  la  ligne  AC  pro- 
longée, il  sera  hors  de  celle  ligne,  au  point  0,  par  exemple.  Mais 
la  ligne  AC  prolongée  indéfiniment  doit  diviser  les  deux  circonfé- 
rences cliaciine  en  deux  parties  superposables,  l'une  NN'  aux  points 
F  et  W,  cl  l'autre  MM'  aux  deux  points  D  et  B',  car  toute  ligne  qui 
passe  par  le  centre  divise  la  circonlérence  en  deux  parties  égales. 
Donc,  en  pliant  la  figure  59  ou  la  ligure  GO  sur  la  ligne  AC,  les  deux 
moitiés  ])MB'  et  I'\M5  devront  coiucidor  exactement  avec  les  deux 
moitiés  DM'B'  et  FIS'B  ;  et  si  l'on  suppose  que  les  deux  demi-cir- 
conférences DMB'  et  FNB  ont  un  point  commun  0,  les  deux  autres 
B'AFl)  et  FN'B  devront  eu  avoir  un  aussi,  le  point  F,  par  exem- 
ple ;  ce  qui  est  contre  la  supposition ,  puisque  deux  circonférences 
qui  se  touchent  n'ont  qu'un  point  commun.  Donc  les  points  B  et  B' 
coïncident,  et  le  point  de  contact  est  sur  AC  prolongée. 

Corollaire.  —  Dans  les  deux  figures ,  les  points  B  et  B'  coïnci- 
dant en  un  même  point  de  la  ligue  AC  prolongée,  on  aura  'fig.  59)  li-.  59. 
AC  :=  AB  -f-  H'C,  et  {fig.  60  )  AC  =  AB'  —  BC.  Donc  si  ces  cercles  H-  «o- 
se  touchent  extérieurement,  comme  dans  la  fig.  ô9,  la  distance 
AC  des  deux  centres  est  égale  à  la  somme  des  rayons  BA  +  B'C  ; 
mais  si  deux  cercles  se  touchent  intérieurement,  comme  dans  la 
figure  GO,  cotte  distance  AC  des  deux  centres  est  égale  à  la  diffé- 
rence des  deux  rayons  AB'  —  BC. 

PROPOSITION  XIV. 

THÉORÈME. 

'<  Si  deux  cercles  se  coupent  {fig.  07  ou  58),  la  distance  des  cen-  f,g.  5^  on  58, 
'<  1res  est  plus  petite  que  la  somme  des  rayons,  et  plus  grande  que 
"  leur  différence.  » 

Eu  effet ,  deux  cercles  qui  se  coupent  n'étaut  autre  chose  que 
deux  cercles  qui  ont  deux  points  communs,  soient  C  et  D  ces 
deux  points  communs ,  la  ligne  des  centres  AB  est ,  comme  on  a 
vu  [voy.  la  prop.  12),  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  droite 
CD  qui  joint  les  deux  points  communs  aux  deux  circonférences. 
Donc,  si  l'on  mène  deux  rayons  AC  et  BC  à  l'extrémité  C  de  cette 
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droite ,  ces  deux  rayons  ne  pourront  se  confondre  avec  la  ligne 
AB ,  et  l'on  aura  un  triangle  ACB. 

Cela  posé,  i°  ce  triangle  donne,  AB<AC  +  CB.  Or,  AC  et 
CB  sont  deux  rayons,  et  AB  est  la  distance  des  deux  centres.  Donc 
déjà  cette  distance  est  plus  petite  que  la  somme  des  rayons. 

2°  Supposons  le  rayon  AC  plus  grand  que  l'autre  rayon  CB, 
et  observons  que  le  triangle  ACB  donne  AB  4-  CB  >  AC,  ou  bien, 
en  diminuant  de  part  et  d'autre  de  la  quantité  CB ,  on  aura  AB  > 
AC  —  CB,  c'est-à-dire  que  la  distance  des  centres  est  plus  grande 
que  la  différence  des  rayons. 

PROPOSITION  XV. 

THÉORÈME. 

«  Si  la  distance  des  centres  est  égale  à  la  somme  ou  à  la  diffé- 
«  rence  des  rayons,  les  deux  circonférences  se  touchent  extérieu- 
«  remeut  ou  intérieurement.  » 

Car ,  si  l'on  n'admet  pas  qu'elles  n'ont  qu'un  seul  point  com- 
mun ,  il  faudra  supposer  qu'elles  en  ont  deux  ou  point  du  tout. 

t"^  Elles  ne  peuvent  en  avoir  deux,  car  alors  la  distance  des 
centres  serait  plus  petite  que  la  somme  des  rayons  et  plus  grande 
que  leur  différence. 

2°  Si  elles  étaient  l'une  hors  de  l'autre  sans  se  toucher ,  la  dis- 
h-  '>9f'''-  tance  AD  des  deux  centres  (fg.  59  bis)  serait  plus  grande  que  la 
somme  des  rayons  de  toute  la  quantité  BC,  et  elle  serait  aussi  à 
fortiori  plus  grande  que  la  différence  des  rayons.  i>Iais,  si  les  deux 
circonférences  étaient  l'une  dans  l'autre  sans  se  toucher,  la  diffé- 
%.  6o  lis.  rence  du  rayon  AD  (fiy.  60  bis  )  au  rayon  BC  surpasserait  la  dis- 
tance AB  des  deux  centres  de  toute  la  quantité  CD ,  et  la  somme 
des  rayons  surpasserait  à  plus  forte  raison  encore  cette  distance. 
Donc  les  cercles  proposés  ont  un  point  commun  et  n'en  ont  qu'un. 

PROPOSITION  XVI. 

THÉORÈME. 

«  Si  dans  deux  cercles  la  distance  des  deux  centres  est  plus  petite 
«que  la  somme  des  rayons,  et  plus  grande  que  leur  différence. 
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'.  les  deux  circonléreuces  se  coupent,  c'est-à-dire,  ont  deux  poinis 
«  coranuins.  » 

En  elïet,  si  elles  n'en  avaient  qu'un,  la  distance  des  centres  serait 
égale  à  la  somme  ou  à  la  dilTérence  des  rayons  ;  et  si  elles  n'a- 
vaient aucun  point  commun,  cette  distance  serait,  d'après  les  dix 
dernières  ligues  delà  proj).  précédente,  plus  grande  que  la  somme 
des  rayons,  ou  bien  plus  petite  que  leur  dilTérence  :  ce  qui  est  con- 
tre la  supposition. 

PROPOSITION  XVII. 

THÉORÈME. 

"Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux,  les  angles 
«égaux  ACB  etEOD  (/</.  Gl),  dont  les  sommets  sont  au  centre,      %.  Gr. 
«comprennent  des  arcs  égaux;  et  réciproquement,  quand  deux 
«  arcs  de  même  rayon  AB  et  DE  sont  égaux,  les  angles  au  centre 
'<  sont  égaux.  >■ 

En  elïet,  tirons  les  cordes  \\\  et  DE.  Si  l'on  suppose  l'angle  0 
égal  à  C,  les  triangles  ACB  et  EOD  seront  égaux,  puisqu'ils  auront 
un  angle  égal  0  =  0  compris  entre  des  côtés  qui  seront  égaux 
comme  rayons  d'un  même  cercle  ou  de  cercles  égaux  {prop.  12, 
liv.  1).  Doue  les  cordes  AB  et  DE  sont  égales,  et  par  conséquent 
les  arcs  qu'elles  sous-tendent  le  sont  aussi  (prop.  4). 

Réciproquement.  —  Si  l'on  suppose  les  arcs  AB  et  DE  égaux, 
leurs  cordes  le  seront  aussi  (prop.  4),  et  les  triangles  AC15  et  EOD 
seront  égaux  comme  ayant  les  trois  côtés  égaux  (prop.  18,  liv.  i). 
Donc  l'angle  0  égale  C. 

PROPOSITION  XVIII. 

THÉORÈME. 

"  Dans  le  même  cercle,  ou  dans  des  cercles  égaux,  les  angles 
«  qui  ont  leurs  sommets  au  centre  de  la  circonlérence  sont  entre 
'<  eux  comme  les  arcs  compris  entre  leurs  côtés.  » 

Ainsi ,  je  dis  que  l'on  a  (ftg.  02)  -.  «g.  fia. 

angle  BAB.  :  angle  CDC,  ::  arc  BB,  :  arcCC., 
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BBi  et  C€i  étant  des  arcs  décrits  des  points  A  et  D  comme  centres 
avec  des  rayons  égaux. 

En  effet,  pour  que  le  rapport  des  arcs  CCj  et  BB,  soit  égal  à 
celui  des  angles,  il  suffit,  d'après  ce  qu'on  a  vu  en  algèbre  (p.  192 
et  suivantes),  qu'après  avoir  cherché  d'abord  combien  de  fois  le  plus 
petit  angle  va  daus  le  plus  grand;  en  second  lieu,  combien  de  fois 
le  reste  de  cette  opération  va  dans  le  petit  angle;  en  troisième  lieu, 
combien  de  fois  le  reste  de  cette  seconde  opération  va  dans  celui 
de  la  première ,  et  ainsi  de  suite  ,  les  divers  nombres  de  fois  ainsi 
obtenus  soient  égaux  à  ceux  qu'on  obtient  en  cherchant  combien 
le  plus  petit  arc  va  dans  le  grand,  puis  combien  le  reste  de  cette 
première  opération  va  dans  le  petit  arc ,  ensuite  combien  le  reste 
de  cette  seconde  opération  va  dans  celui  de  la  première,  etc..  Or, 
cette  égalit^é  est  évidente ,  car  portons  l'arc  CC,  sur  l'arc  BB, ,  il  ira 
une  fois  en  BB,  avec  un  reste  B,B.  ;  or,  si  par  le  point  B,  je  mène 
un  rayon  AB„ ,  comme  l'égalité  des  arcs  BB,  et  CC,  entraîne  celle 
des  angles  BAB,  et  CDC,,  on  voit  que,  par  le  transport  seul  de 
l'arc  ce,  sur  BB,,  le  transport  de  l'angle  CDC,  sur  BAB,  se  trou- 
vera opéré.  Ainsi  le  quotient  sera  le  même  pour  les  deux  espèces 
de  quantités ,  du  moins  en  s'en  tenant  aux  unités  entières  de  ce 
quotient  ;  et  à  l'arc  B^B, ,  obtenu  pour  reste ,  répoudra  un  reste 
d'angle  B,ÂB,. 

Par  la  même  raison ,  on  voit  qu'autant  de  fois  le  reste  B,B,  ira 
dans  l'arc  GC,,  et  autant  le  reste  d'angle  B,AB,  ira  dans  l'angle 
CDC,  ;  ici  on  voit  que  l'on  aurait  deux  fois  pour  quotient  avec  C,C, 
pour  reste  d'arc  et  C,DC,  pour  reste  d'angle.  On  pourra  porter  ces 
restes  sur  les  restes  précédents  B,B,  et  B,AB, ,  et  l'on  verra  que 
l'on  a  encore  des  quotients  égaux  avec  de  nouveaux  restes  B,B, 
pour  arc  et  B^AB,  pour  angle,  qu'il  faudra  porter  sur  C^C.  et  sur 
C,DC, ,  ainsi  de  suite,  sans  que  jamais  l'égaUté  des  quotients  puisse 
se  démentir. 

Donc  le  rapport  des  arcs  BB,  et  CC,  est  égal  à  celui  des  angles 
BAB,  et  CDC,  ;  ainsi  on  a 

BAB.  :  CDC,  ::  BB,  :  CC, . 

Remarque.  —  Ce  genre  de  démonstration ,  que  l'on  trouvera  ré- 
pété dans  les  livres  suivants,  est  de  M.  Ampère. 


I 
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PROPOSITION  XIX. 

'<  L'angle  an  centre  a  ponr  mesnre  l'arc  compris  entre  ses 
«  côtés.  » 

Pour  établir  cette  proposition  {/kj.  (S?,^,  j'observe  i"  que  l'on  i^g.nB. 
appelle  moaure  (Vun  aiujle  le  nombre  de  fois  ijne  cet  angle  con- 
tient l'angle  pris  pour  unité  d'angles ,  ou  plus  généralement  le  rap- 
port de  cet  angle  à  celte  unité,  et  l'on  prend  pour  unité  un  angle 
DP>C  égal  à  la  90*"  partie  de  l'angle  droit  ABC.  Celte  partie  s'appelle 
un  (Irgré;  mais  ici  nous  l'appellerons  def/ré  angulaire,  pour  la  dis- 
tinguer de  la  90*'  partie  01  du  quart  de  cercle  OH ,  que  nous  appel- 
lerons der/ré  circulaire. 

J'observe,  2"^  que  notre  proposition  signifie  simplement  que  le 
nombre  de  degrés  angulaires  IBO  contenus  dans  un  angle  quel- 
conque EFG ,  est  donné  par  le  nombre  de  degrés  circulaires  01  de 
l'arc  mO  compris  entre  les  côtés  de  cet  angle  transporté  en  Rr)CKur 
le  quart  du  cercle,  ou  plus  généralement  que  le  rapport  de  KBC  à 
IBO  est  donné  par  celui  de  mO  à  01.  Or ,  ceci  est  certain  ,  puisque, 
par  le  théorème  précédent,  on  a 

KBC  :  IBO  ::  7nO  :  01. 

Donc  notre  proposition  est  pareillement  certaine. 

Scolie.  —  Lorsqu'on  a  des  angles  ou  des  restes  d'angles  plus 
petits  que  le  degré,  on  emploie  ce  qu'on  appelle  les  minutes  et  les 
secondes  :  le  degré  vaut  60  minutes,  et  la  minute  vaut  GO  secondes. 
Ainsi ,  pour  dire  la  valeur  d'un  angle ,  on  dit  ce  qu'il  vaut  de 
degrés,  de  minutes,  de  secondes  et  fractions  de  seconde;  ce  qui 
donne  une  idée  parfaite  de  cet  angle,  pourvu  qu'on  se  rappelle 
que,  pour  obtenir  ces  mesures,  on  a  divisé  le  quart  de  cercle  eu 
90  degrés,  ou ,  ce  qui  revient  au  même,  la  circonférence  en  3G0 
degrés,  le  degré  en  go  minutes,  et  la  minute  en  GO  secondes.  Ces 
mesures  s'indiquent  par  des  signes  convenus,  savoir  :  le  degré  par  ", 
les  minutes  par  ',  et  les  secondes  par  ".  Ainsi  on  peut  écrire  les  for- 
mules suivantes  : 

1  circonférence  =  3Go", 

1"^=    60', 
1'  =    00". 
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Corollaire  I.  —  «  Lorsqu'un  angle  au  centre  est  droit,  il  a  pour 
«  mesure  le  quart  de  cercle.  » 
[,„  14:;.  En  ciïet,  les  deux  diamètres  perpendiculaires  qu'on  mènerait 
dans  un  cercle,  faisant  quatre  angles  égaux,  partageraient  la  cir- 
conférence en  quatre  parties  égales;  ainsi,  chacune  égalerait  un 
quart  de  cercle.  De  là  on  conclut  aisément  le  corollaire  suivant. 

Corollaire  IL  —  «  Selon  qu'un  angle  au  centre  est  aigu  ou 
«  obtus ,  l'arc  qu'il  comprend  est  plus  petit  ou  plus  grand  qu'un 
«  quart  de  cercle.  » 

PROPOSITION  XX. 

THÉORÈME. 

«  L'angle  inscrit  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  compris  entre 
«  ses  côtés.  » 

fi?-  64.  Prenons  d'abord  le  cas  oii  l'angle  inscrit  BAD  (fig.  04)  comprend 
le  centre  C  entre  ses  côtés ,  et  tirons  le  diamètre  AE  qui  partagera 
l'angle  inscrit  en  deux  autres  angles.  Je  dis  que  chacun  de  ces 
angles,  l'angle  BAE  ,  par  exemple,  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc 
BE  compris  entre  ses  côtés.  En  effet,  en  menant  le  rayon  CB  on  a 
l'angle  au  centre  BCE  qui,  étant  extérieur  au  triangle  ABC,  est  égal 
à  l'angle  B  plus  l'angle  BAC  [corol.  6  de  lapro/?.  29,  liv.  1),  ou 
bien  égal  à  deux  fois  l'angle  BAC  ;  car  les  côtés  CA  et  BC  étant  égaux 
comme  rayons,  les  angles  opposés  B  et  BAC  le  sont  aussi  {prop.  19, 
liv.  1).  Or,  l'angle  BCE  a  pour  mesure  l'arc  BE,  d'après  la  joro/). 
précédente.  Donc  l'angle  BAC  ou  BAE,  qui  n'eu  est  que  la  moitié, 
aura  pour  mesure  la  moitié  de  BE.  On  prouverait  de  même  que 
DAE  a  pour  mesure  la  moitié  de  ED  ;  donc  BAD ,  somme  de  BAE 
et  DAE,  a  pour  mesure  \  BE  -{-  \  DE  ou  \  BED. 

fitr.  05.  Maintenant  si  l'angle  donné  BAD  {fig.  65)  n'avait  pas  le  centre 
C  entre  ses  côtés ,  il  serait  la  différence  des  angles  BAE  et  DAE. 
Or,  d'après  ce  qui  précède,  ceux-ci  ont  pour  mesure  |  BE  et  |  ED. 
Donc  BAD  aurait  pour  mesure  |  BE  — |  DE,  c'est-à-dire,  |  (BE  — 
DEjou^BD. 

fi-,  m.        Corollaire  I.  —  «  Tons  les  angles  A,  D  et  E  {fig.  66),  inscrits 
«  dans  un  même  segment,  sont  égaux.  » 
Car  ils  ont  tous  pour  mesure  la  moitié  du  même  arc  BOC. 


l'U.  67. 
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Corollaire  II.  —  "Un  angle  inscrit  est  droit,  aigu  ou  obtus, 
"  suivant  que  le  segment  dans  lequel  il  est  inscrit  est  un  derai-ccrclc 
•'  ou  plus  petit  ou  plus  grnnd  qu'un  demi-cerele.  " 

Kn  cllet,  dans  le  premier  cas  où  l'angle  BAD  {fuj  G7)  est  inscrit 
dans  un  demi-cercle,  l'arc,  qui  sert  de  mesure  à  cet  angle,  est  égal 
à  la  moitié  de  la  demi-circonlérence  BOO  ou  au  (juart  de  cercle  ;  dans 
le  second  cas,  cet  arc  est  plus  petit  qu'un  quart  de  cercle,  et  dans 
le  troisième  il  est  plus  grand  (pi'un  quart  de  cercle.  Cet  angle  est 
doue  droit  dans  le  premier  cas  [corol.  i  de  la  pro/i.  pjécédenle), 
aigu  dans  le  second  et  obtus  dans  le  troisième  {corol.  2  de  la  même 
prop.  ) 

PROPOSITION  XXI. 

THÉORÈME. 

«  L'angle  BAC  [fuj.  09),  dont  un  côté  AB  est  une  tangente  et     ûg.  (Sy. 
<•  l'autre  une  sécante,  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  AMC,  com- 
"  pris  entre  ses  côtés.  » 

Supposons  d'abord  que  le  diamètre  AD,  mené  à  partir  du  som- 
met de  l'angle,  tombe  entre  ses  côtés.  Cet  angle  BAC  sera  pour  lors 
la  somme  des  angles  BAD  et  DAC.  Or,  le  premier  étant  droit 
{prop.  10 )  a  pour  mesure  un  quart  de  cercle  {corol.  l  de  la 
2)rop.  19) ,  c'est-à-dire,  la  moitié  de  la  demi-circonlércncc  Ai>lD, 
et  le  second  étant  inscrit  a  pour  mesure  la  moitié  de  DC  {prop.  20). 
Donc  BAC  aura  pour  mesure  la  somme  de  |  AMD  et  de  ^  DC,  c'est- 
à-dire,  ^  AMC. 

Maintenant,  si  l'angle  donné  CAE  ne  contenait  pas  le  diamètre 
AD  enire  ses  côtés,  il  serait  la  dillerencc  des  angles  DAli  et  DAC, 
et  aurait  par  conséquent  pour  mesure  |  DNA  —  ^  DC  ou  ^  (DNA 
—  DC) ,  c'est-à-dire,  ^  ANC. 


Problèmes  relatifs  aux  deux  premiers  livres. 

PROBLÈME   PREMIER. 

«  Diviser  une  droite  en  deux  parties  égales.  >• 

Soit  AB  {Jig.  70)  la  droite  donnée;  des  points  A  et  B,  pris  suc-     «g.  70. 
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cessiveinent  comme  centres,  et  d'un  rayon  plus  grand  que  la  moi- 
tié de  AB,  mais  qui  soit  de  môme  longueur  à  chaque  centre ,  je 
trace  deux  arcs  de  cercles  qui  se  coupent  en  D.  Ensuite  des  mômes 
points  A  et  B,  pris  encore  successivement  pour  centres,  je  trace 
deux  autres  arcs  de  môme  rayon  qui  se  coupent  en  E.  Enfin  ,  joi- 
gnant D  et  E  par  une  droite  DE,  cette  droite,  suffisamment  pro- 
longée s'il  est  nécessaire,  coupera  AB  en  deux  également;  car  la 
droite  DE ,  ayant  deux  de  ses  points  D  et  E  à  égales  distances  des 
extrémités  de  AB ,  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AB  (  corol. 
dela_pro/).  \Q,liv.  l). 

PROBLÎIME   II. 

«  Par  un  point  donné  sur  une  droite  élever  une  perpendiculaire 
«  à  cette  droite.  » 
fig.  71-  Soient  BC  et  A  [fig.  71  )  la  droite  et  le  poiut  donnés.  Je  prends 
AB  =  AC,  et,  des  points  B  et  C  pris  successivement  pour  centres 
avec  des  rayons  de  même  longueur  pour  les  deux  centres,  mais 
plus  grands  que  BA,  je  trace  deux  arcs  de  cercles  qui  se  coupent 
en  D.  Alors,  en  joignant  A  cl  D,  j'ai  la  droite  AD,  qui  est  perpen- 
diculaire sur  le  milieu  A  de  BC;  car  cette  droite  AD  a  deux  de  ses 
points  à  égales  distances  des  extrémités  BC  {corol.  de  la  prop.  IG, 
liv.  1). 

PROBLiiME   III. 

«  D'un  point  donné  hors  d'une  droite  abaisser  une  perpendicu- 
«  laire  sur  cette  droite.  » 
hg.  72.  Soient  BD  et  A  (/^.  72)  la  droite  et  le  point  donnés;  de  A  comme 
centre,  et  d'un  rayon  suffisamment  grand,  je  trace  un  arc  de 
cercle  qui  coupe  la  droite  en  deux  points  B  et  D.  Ensuite  de  ces 
points  B  et  D  pris  successivement  pour  centres  avec  des  rayons  de 
môme  longueur  pour  les  deux  centres,  je  décris  deux  arcs  qui  se 
coupent  en  E,  je  joins  A  et  E,  et  j'ai  la  droite  AE  qui  sera  perpen- 
diculaire sur  BD ,  puisqu'elle  a  deux  de  ses  points  A  et  E  à  égales 
distances  de  B  et  de  D  {coroL  de  \d.prop.  16,  liv.  l  ). 

PROBLÈME   IV. 

«  En  un  point  donné  sur  une  droite  faire  sur  cette  droite  un 
«  angle  égal  à  un  angle  donné.  » 
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Soient  K  l'uiigle  donné  et  A  le  point  donné  sur  la  droite  Mi 
{J'uj.  73).  Des  |)oints  K  et  A  comme  centres,  je  décris  deux  ares  'i;;- Tr- 
avée des  rayons  égaux,  et  je  lire  la  corde  IL.  Ensuite  du  point  15, 
comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  IL,  je  décris  un  arc  qui  coupe 
l'arc  HO  au  point  1).  Enfin,  je  joins  1)A,  et  j'ai  l'angle  A  égal  à  K  ; 
car  les  arcs  compris  entre  les  côtés  do  ces  angles  sont  égaux 
(prop.  4}  et,  par  conséquent,  ces  mêmes  angles  sont  égaux 
iprop.  17). 

rilOBLÈME   V. 

»  Diviser  un  angle  ou  uu  arc  en  deux  parties  égales.  » 

Soit  ACIJ  l'angle  donné  (/?r/.  74).  De  son  sommet  C  avec  un  i'g.7'v 
rayon  quelconque,  je  décris  un  arc  qui  coupe  ses  côtés  aux  points 
A  et  B.  Ensuite,  de  ces  points  comme  centres  je  décris  avec  des 
rayons  égaux  deux  arcs  qui  se  coupent  en  1),  et,  joignant  C  et  D, 
j'ai  la  droite  CD  qui  divise  en  deux  également  l'angle  donné;  car 
celte  droite,  ayant  deux  de  ses  points  C  et  D  à  égales  distances  des 
extrémités  de  la  corde  Al>,  est  [)erpcndicu!aire  sur  cette  corde  [co- 
roL  de  \nprop.  16,  liv.  l).  Donc  elle  divise  l'arc  AEB  en  deux 
également  {prop.  G) ,  et  AE  étant  ainsi  égal  à  EB,  il  s'ensuit  que 
ACE  =  ECB  {prop.  17). 

La  même  construction  servirait  pour  diviser  un  arc  donne ,  tel 
que  AEB,  en  deux  parties  égales. 

PROBLÈME   VI. 

«Par  un  point  donné  hors  d'une  droite  mener  une  parallèle  à 
«  cette  droite.  » 

Soient  A  et  BC  (/*/.  75)  le  point  et  la  droite  donnés.  Du  point  A,  /,g.  ^s 
comme  centre,  et  d'un  rayon  AE  suffisamment  grand,  je  décris 
l'arc  EO  qui  coupe  la  droite  BC  au  point  E.  Ensuite  de  ce  point  E , 
comme  centre,  et  d'un  rayon  égal  à  AE,  je  décris  un  arc  Al'  qui 
coupe  la  même  droite  en  F.  Enfin  je  prends  l'arc  ED  égal  à  l'arc 
AF  [scolie  de  la  prop.  4),  et  joignant  le  point  D  au  point  A, 
j'ai  AD  parallèle  à  BC,  d'après  le  corol.  l  de  X^prop.  2-5,  liv.  l, 
parce  que  les  angles  alternes  internes  FEA  et  EAD  sont  égaux 
comme  comprenant  des  arcs  égaux  [prop.  17  ). 
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PROBLÈME  VII. 

77-        «  Étant  donnés  l'angle  A  d'un  triangle  [fig.  il)  et  les  deux  côtés 
«  B  et  (1  qui  le  comprennent ,  construire  le  triangle.  » 

Pour  cela,  faites  l'angle  1)  égal  à  l'angle  A  d'après  le  prob.  4 , 
ensuite ,  après  avoir  pris  sur  les  côtés  de  cet  angle  des  longueurs 
1)H  et  DG  égales  aux  côtés  C  et  B,  joignez  GH,  et  vous  aurez  le 
triangle  DHG  qui  sera  égal  au  triangle  demandé,  comme  ayant 
avec  lui  un  angle  égal  D  =  A  compris  entre  côtés  égaux  (pro2).  i'2 
du  liv.  1  ). 

PROBLÈME   VIII. 

«  Construire  un  triangle  dont  on  connaît  un  côté  et  deux  angles.  » 
D'après  le  corol.  1  de  la  proji.  29  du  liv.  1,  nous  connaîtrons 
aisément  le  troisième  angle  du  triangle  demandé.  Cela  posé,  soit 
78.  DE  le  côté  donné  {fr/.  78);  aux  extrémités  de  ce  côté,  je  fais  des 
angles  D  et  E  égaux  aux  angles  qui  dans  le  triangle  demandé 
doivent  être  adjacents  au  côté  donné,  et  prolongeant  les  côtés  de 
ces  angles  jusqu'à  ce  qu'ils  se  rencontrent,  j'ai  le  triangle  HDE 
qui  sera  égal  au  triangle  demande,  comme  ayant  avec  lui  un  côté 
égal  adjacent  à  deux  angles  égaux  (/;ro/>.  12,  liv.  l). 

PROBLÈME    IX. 

«  Construire  un  triangle  dont  on  connaît  les  trois  côtés  A,  B  et  C 

79-      «  (/'>/•  79)." 

Pour  cela,  prenons  DE  =  A.  Ensuite  des  points  D  et  E,  comme 
centres  avec  des  rayons  respectivement  égaux  à  C  et  B,  je  décris 
deux  arcs  qui  se  coupent  en  F  ;  alors,  joignant  ce  point  F  avec  les 
points  D  et  E,  j'ai  le  triangle  DEF  qui,  d'après  la  prop.  18  du 
liv.  1,  sera  égal  au  triangle  demandé. 

Scolic.  —  Pour  que  les  arcs  se  coupent,  il  faut  que  l'on  ait 
B  +  C  >>  A  et  B  —  C  <;  A  [prop.  14  )  ;  ce  sont  aussi  là  les  con- 
ditions qui  doivent  avoir  lieu  pour  que  le  triangle  soit  possible 
{prop.  10,  liv.  1). 
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rriOi:i,ï:ME  x. 

"  Conslruirc  un  Irianglc  dont  on  connaît  deux  côtés  A  cl  15 
«  {/iy.  80  ou  81  ou  S2^  et  l'anî^lc  C  opposé  h  l'un  d'eux  |{.  » 

Pour  cela,  sur  une  ligne  indéfinie  Dl\  faites  un  angle  l)  égal  ù 
C,  prenez  sur  un  des  côtés  de  cet  angle  DE  =  A,  ensuite  du  point 
E,  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  B,  décrivez  un  arc  qui 
coupe  D F  en  F;  enfin  joignez  KF,  et  vous  aurez  le  triangle  de- 
mandé, car  il  remplira  bien  les  conditions  voulues,  d'avoir  deux 
côtés  égaux  l'un  à  A  et  l'autre  à  B,  et  l'angle  opposé  à  B  égal  à 
l'aoglc  C. 

Ce  problème  n'admet  aucune  solution,  ou  en  admet  une  ou 
même  quelquefois  deux ,  suivant  les  valeurs  des  données.  En  ef- 
fet, d'abord  l'angle  C  peut  présenter  deux  cas,  suivant  qu'il  est 
aigu  ou  non,  et  dans  chaque  cas  il  peut  arriver  que  l'on  ait 
B  >  A,  ou  B  <  A. 

Supposons  d'abord  C  >  9o"  {Jig.  soj.  Dans  ce  cas,  C  étant  le 
plus  grand  angle  du  triangle  [corol.  3  âehj^rop.  29,  liv.  1), 
l'hypothèse  de  B  ■<  A  serait  impossible  d'après  la  prop.  21  du 
liv.  1 .  Aussi  dans  cette  hypothèse,  si  l'on  voulait  exécuter  la  cons- 
truction expliquée  ci-dessus,  la  circonférence  décrite  du  point  E 
comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  B,  ne  rencoutierait  pas  1)F. 

En  effet,  dans  le  cas  de  C  >  90",  la  perpendiculaire,  abaissée 
de  E  sur  D'F,  ne  pourra  tomber  qu'en  quelque  point  du  prolonge- 
ment DD'  de  DF.  Par  conséquent  toute  ligne  EF,  tirée  de  E  en  un 
point  quelconque  de  DF,  élant  une  oblique  plus  éloignée  de  la 
perpendiculaire  que  ED,  sera  plus  grande  que  ED  ou  A,  et  sera 
à  fortiori  plus  grande  que  B.  Donc  tous  les  points  de  DF  sont  à 
une  distance  de  E  plus  grande  que  B,  et  conséquemment  ils  sont 
tous  situés  hors  de  la  circonférence  décrite  de  E  comme  centre 
avec  un  rayon  égal  à  B. 

Mais  dans  l'hypothèse  de  B  >•  A,  le  point  D  étant  dans  cette  cir- 
conférence, celle-ci  rencontrera  toujours  la  droite  DF  quelque 
part  en  F,  et  il  n'y  aura  qu'un  pareil  point  de  rencontre;  car  tous 
les  points  de  DF  étant  du  même  côté  par  rapport  à  la  perpendicu- 
laire qu'on  abaisserait  de  E  sur  DI)',  si  notre  circonférence  reucou' 
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trait  DF  en  deux  points,  alors,  en  les  joignant  à  E,  on  aurait  deux 
obliques  égales  situées  d'un  même  côlé  de  la  perpendiculaire,  ce 
qui  est  impossible  {prop.  15,  liv.  l). 
Supposons  à  présent  C<90°.  Dans  ce  cas,  si  l'on  avait  d'abord 

fig.  8i.  B>A  [firj.  81),  le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  prou- 
verait que  la  circonférence  décrite  du  point  E  comme  centre  et  d'un 
rayon  égal  àB,  ne  rencontrerait  DF  qu'en  un  point;  ainsi  il  n'y 
aurait  encore  qu'une  solution  du  problème. 

''S-  82-  Mais  lorsqu'on  a  B  <  A  {Jig.  82) ,  le  problème  peut  admettre 
deux  solutions  ;  en  effet,  pour  lors,  la  circonférence  décrite  du  point 
E  comme  centre  et  d'un  rayon  égal  à  B  rencontre  évidemment  DF 
en  deux  points  F  et  G,  toutes  les  fois  que  B  est  plus  grand  que  la 
perpendiculaire  EH  abaissée  du  point  E  sur  DF.  Si  B  égalait  EH, 
les  deux  solutions  se  réuniraient  en  une  seule  donnée  par  le  trian- 
gle DEH  ,  parce  que  notre  circonférence  ne  ferait  plus  que  toucber 
DF  en  H.  Enfin,  si  B  était  plus  petit  que  EH,  cette  circonférence 
n'atteindrait  plus  DF,  et  le  problème  n'aurait  aucune  solution. 

PROBLÈME   XI. 

«  Par  un  point  donné  mener  une  tangente  à  un  cercle.  » 
%.  85.  Si  le  point  donné  est  place  sur  la  circonférence,  tel  que  A  {fy.  85), 
il  suffit,  d'après  la  yjro^.  10,  de  mener  parce  point  une  perpendicu- 
laire DA  ;ui  rayon  AC. 
ti-.  86.  Mais  si  le  point  donné  A  {fiy.  86)  est  hors  de  la  circonférence 
donnée  CE ,  il  faut  joindre  ce  point  et  le  centre  C  du  cercle  ;  en- 
suite sur  CA  comme  diamètre  décrire  une  circonférence  qui  coupe 
le  cercle  donné  en  deux  points  B  et  D,  enfin  joindre  AB  et  AD,  et 
ces  deux  lignes  seront  tangentes  au  cercle  donné,  parce  qu'elles 
seront  perpendiculaires  aux  rayons  BC  et  CD.  En  effet,  l'angle  ABC 
est  dioit ,  comme  étant  inscrit  dans  un  demi-cercle  AMC,  et  l'angle 
ADC  est  droit  comme  étant  inscrit  dans  le  demi-cercle  ANC  (co?-.  2, 
prop.  20). 

PROBLÈMF.   XTT. 


fis.  8- 


«  Inscrire  un  cercle  dans  un  triangle  ABC  (Jig.  87).  » 
Divisons  en  deux  également  chacun  des  deux  angles  A  et  B  par 
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deux  droites  qui  se  rencoiilrcroiit  en  un  point  0.  De  ce  point, 
abaissons  trois  |)('rpcn(li('ulaires  OD,  OE,  OF  sur  les  trois  cotés  du 
triangle,  et  je  dis  que  ces  trois  perpendiculaires  sont  égales.  Eu 
ellet,  les  deux  triangles  151)0  et  REO  ont  un  côté  commun  OB;  de 
plus ,  ils  ont  les  angles  on  15  égaux  par  construction ,  et  les  angles 
en  D  et  E  égaux  comme  droits;  donc  leurs  troisièmes  angles  en  0 
seront  aussi  égaux  {cor.  2  de  la  prop.  29,  lie.  i).  Ces  deux  triangles 
sont  donc  égaux  comme  ayant  un  C(Mé  égal  adjacent  à  deux  angles 
égaux  [prop.  13,  liv.  1  ).  Donc  0D=  OE  :  ou  démontrerait  de 
mémo  que  01)  =  0r  ;  donc  si  l'on  décrit  une  circonlérencedu  point 
0  comme  centre  et  d'un  rayon  égal  à  OD,  elle  passera  par  les  points 
E  et  Y,  et  sera,  d'après  la  prop.  10,  tangente  aux  trois  côtés  du 
triangle,  puisque  chacun  de  ceux-ci  sera  perpendiculaire  sur  le 
rayon  mené  à  sou  point  de  contact. 

ScoUe.  —  Il  est  lacile  de  voir  que  si  l'on  joignait  OC,  on  for- 
merait deux  triangles  égaux  OEC  et  OFC,  et  qu'ainsi  on  diviserait 
l'angle  C  en  deux  également. 

«  Donc  les  trois  droites  qui  divisent  les  trois  angles  d'un  triangle 
«  ABC  en  deux  également  concourent  en  un  même  point  0.  » 


LIVRE  III. 


LES  PROPORTIONS  DES  FIGURES. 

DÉFINITIONS. 

1.  Nous  distinguerons  dans  ce  qui  suit  les/if/nrcs  éqiiiralcnles 
desjltjtires  égales.  Celles-ci  sont,  comme  on  sait,  des  figures  qui 
ont  même  étendue  et  même  forme,  de  manière  à  comcider  parfai- 
tement quand  ou  les  superpose  l'une  à  l'autre,  tandis  que  ^m  figures 
équivalentes  nous  entendons  celles  qui  ont  même  étendue  sans 
avoir  même  forme  ;  tels  seraient  deux  polygones  qui  conliendraiciit 

20. 
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la  même  surface  saus  avoir  le  même  nombre  ou  la  même  distribu- 
tion de  côtés. 

II.  Les  pgiires  semblables  sont  celles  qui  ont  la  même  forme 
sans  avoir  la  môme  étendue.  On  définit  ordinairement  les  pohjrjones 
semblables,  des  polygones  qui  ont  les  angles  égaux  chacun  à  cha- 
cun, et  les  côtés  homologues  proportionnels;  et  par  côtés  homolo- 
gues on  entend  ceux  qui  ont  la  même  position  relative  dans  les 
deux  (igures;  et  enfin,  par  position  relative  d'un  côté,  j'entends 
celle  qu'il  a  par  rapport  aux  autres  côtés  de  la  figure  dont  il  fait 
partie. 

On  reconnaît  ordinairement  les  côtés  homologues  de  deux  poly- 
gones semblables,  à  ce  qu'ils  sont  adjacents  aux  angles  qui  ont  la 
même  valeur  dans  tous  les  deux  polygones.  Quand  tous  les  angles, 
ou  au  moins  plusieurs  angles  de  suite  sont  égaux  dans  un  même 
polygone,  cette  marque  ne  peut  plus  servir  à  rien;  on  ne  peut 
alors  avoir  recours  qu'à  l'identité  de  position  relative. 

Cette  définition  des  polygones  semblables  est  redondante,  comme 
ou  le  verra  à  la  proposition  16.  Néanmoins  nous  l'adopterons  pour 
nous  conformer  à  l'usage. 

m.  La  hauteur  d'un  triangle  est  la  perpendiculaire  abaissée  de 
sou  sommet  sur  sa  base  {voij,  la  défin.  17  du  liv.  i),  ou  sur  le  pro- 
longement de  cette  base. 

IV.  Dans  un  [parallélogramme  on  appelle  base  un  quelconque 
AB  [Jig.  93)  dos  quatre  côtés;  et  on  appelle  hauteur  la  perpendicu- 
laire EF  abaissée  sur  cette  base  de  l'un  quelconque  E  des  points  du 
côté  opposé. 

V.  On  appelle  hauteur  d'un  trapèze  la  perpendiculaire  El' 
{ftg.  9.5)  abaissée  d'un  point  de  l'un  de  ses  deux  côtés  parallèles 
sur  l'autre ,  que  l'on  prend  pour  base. 

N.  B.  Le  livre  que  nous  allons  commencer  et  les  suivants  exi- 
gent que  l'on  se  rappelle  ce  que  nous  avons  dit  aux  notions  géné- 
rales contenues  dans  les  deux  premières  pages  de  ce  traité.  Ainsi , 
nous  aurons  très-souvent  occasion,  dans  ces  livres,  de  soumettre  à 
diverses  opérations  de  calcul  les  diverses  parties  des  figures  en 
question ,  et  pour  lors  il  faudra,  dans  ces  calculs,  voir  non  pas  pré- 
cisément les  lignes,  surfaces,  etc.,  qui  font  partie  de  ces  figures, 
mais  les  nombres  qui  les  représentent,  c'est-à-dire,  les  nombres 
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marqiinnf  combion  cIiarniKM'onru'iit  la  qnnnliti*  do  iikmîio  cspiVo 
piise  poiii'  uiiiU'.  Par  cxoinplc ,  si  l'on  ivnrontrait  dans  lecoiirs 
d'une  proposition  établie  sur  nii  parallélogramme  AliCl)  (//>/.  99) 
les  expressions  suivantes  Mi  :<  C.\  ou  WV,  ou  M\\  etc.,  cela  si- 
gnifierait le  produit  ou  la  deuxième  puissance  des  nombres  qui 
marquent  combien  AIÎ  et  ACrcnlerment d'unités  ou  de  pailles  d  u- 
iiiié  de  longueur. 

PROPOSITION  PRKMIÈRK. 

THÉORÈME. 

«  Les  parallélogrammes  de  même  base  et  de  même  hauteur  sont 
«  équivalents.  » 

Supposons  en  effet  que  ABCD  et  ABI-:f  {/îg.  90)  remplissent  cette  ''?•  9^- 
condition,  les  deux  côtés  DC  et  FE,  parallèles  à  la  base  commune 
AB,  devront  être  sur  le  même  alignement,  et  les  quatre  points 
1),  C,  V,  E  feront  une  même  ligne  droite  DE.  Or,  je  dis  que,  d'après  la 
■prop.  12  du  liv.  1,  les  triangles  DAF  et  CIÎE  sont  égaux,  car  ils  ont 
un  angle  égal  compris  entre  côtés  égaux  ;  savoir,  d'abord  l'angle 
DAF  et  l'angle  CBE,  qui  sont  égaux  comme  ayant  les  côtés  parallèles 
[prop.  28,  iiv.  l),  puisque  AD  et  CB  sont  parallèles  comme  côtés 
opposés  du  premier  parallélogramme  [déf.  19,  liv.  0,  et  que  AF 
et  BE  le  sont  aussi  comme  côtés  opposés  du  second  parallélo- 
gramme. Ensuite,  cette  même  condition  desdits  côtés  d'être  côtés 
opposés  de  parallélogramme,  fait  qu'ils  sont  égaux  chacun  à  chacun 
{prop.  3J,  liv.  i),  tellement  que  AD r=:CB  etAF  =  BE.  Ainsi,  les 
triangles  DAF  et  CBE  sont  égaux;  or,  si  de  la  figure  entière  DABE 
on  retranche  le  triangle  DAF,  il  reste  le  parallélogramme  FABE  ;  et 
si  de  la  même  figure  entière  DABE  on  retranche  le  triangle  CBE,  il 
reste  le  parallélogramme  ABCD.  Donc  les  ileux  parallélogrammes 
sont  équivalents. 

PROPOSITION  II. 

THÉORKME. 

'■  Un  triangle  est  moitié  d'un  parallélogramme  de  même  base  et 
■  de  même  liauteur.  » 
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>'S-  9^-  Prenons ,  par  exemple,  le  triangle  ARC  (fig.  98)  et  le  parallélo- 
gramme ECBF  qui  ont  même  base  BC  et  même  hauteur  AO.  Par 
le  point  C,  menez  CI)  parallèle  au  côté  BA  du  triangle,  et  prolon- 
gez la  parallèle  à  sa  base  jusqu'à  la  rencontre  de  CD;  vous  aurez  ainsi 
le  parallélogramme  BADC,  dont  le  côté  CA  du  triangle  sera  une 
diagonale,  et  les  deux  triangles  CAD  et  CAB,  formés  par  celte  dia- 
gonale, auront  les  côtés  égaux  chacun  à  chacun  {prop.  31,  liv.  1). 
Donc  ces  triangles  seront  égaux  [prop.  îs,  liv.  i),  et  par  consé- 
quent le  triangle  ABC  est  la  moitié  du  parallélogramme  ABCD.  Or, 
celui-ci  est,  d'après  la  proposition  précédente,  équivalent  à  ECBF; 
donc  ABC  =  iECBF. 

Corollaire.  —  «  Tous  les  triangles  de  même  base  et  de  même 
'<  liauteur  sont  équivalents.  » 

Car  ils  sont  tous  moitié  d'un  môme  parallélogramme  qui  aurait 
aussi  même  base  et  même  hauteur  qu'eux. 

PROPOSITION  III. 

THÉORÈME. 

«  Les  rectangles  de  même  hauteur  sont  entre  eux  comme  leurs 
«  bases.  » 
Cg.  99.         Soient  donc  ABCD  et  EFGH  (Jig.  99)  deux  rectangles  de  même 
hauteur ,  je  dis  que  l'on  aura 

ABCD  :  EFGH  ::  AB  :  GII. 

Pour  démontrer  cela ,  uous  allons  suivre  la  même  marche  que 
pour  la  proposition  1 8  du  2*^  livre. 

l*ortons  donc  la  base  G  H  sur  AB,  elle  ira  trois  fois  avec  un  reste 
AL.  Or  si ,  par  chaque  point  de  division  I,  Iv,  L,  on  élève  une  per- 
pendiculaire <à  la  base,  on  fera  sur  chaque  partie,  telle  que  BI,  un 
rectangle  BII'D  égal  au  rectangle  EGHF,  d'après  le  premier  théo- 
rème du  présent  livre  :  on  aura  donc  en  tout  trois  rectangles 
égaux  ,  c'est-à-dire  que  EGHF  ira  trois  fois  dans  ABCD  avec  un 
reste  ALL'C.  Ainsi  le  quotient  des  rectangles  sera  égal  à  celui  de 
leurs  bases,  du  moins  eu  s'en  tenant  aux  unités  entières  de  ces 
quotients.  Maintenant,  si  l'on  porte  la  base  AL  de  ce  reste  ALL'C 
sur  GH,  et  que  par  chaque  point  de  division  m,  w,  on  élève  une 


GÉOMÉTRIE,    LIVRE    III.  311 

porpondionlairo  à  (îll,  on  verra  oncoro  qiio  le  quotient  des  mc- 
tangles  AI.I/C  et  EVGU  est  égal  à  celni  de  leurs  bases,  et  l'on  aura 
pour  deuxième  reste  Gn ,  qu'il  faudra  porter  sur  le  premier  resîe 
AL.  Or,  en  continuant  ainsi,  il  est  évident  que  toujours  les  deux 
rectangles  dont  on  comparera  les  bases  se  contiendront  autant  de 
l'ois  l'un  l'autre  que  leurs  bases,  parce  qu'il  est  impossible  de 
porter  sur  la  plus  grande  de  ces  bases  une  partie  égale  à  la  plus 
petite,  sans  qu'en  élevant  par  ses  extrémités  des  perpendiculaiies, 
on  n'ait  un  rectangle  égal  an  plus  petit  des  deux  rectangles.  Donc, 
d'après  la  page  192  de  l'algèbre,  le  rapport  desreclanglcs  est  égal 
à  celui  de  leurs  bases,  et  l'on  peut  écrire ,  comme  nous  l'avons 
annoncé , 

ABCD  :  EFGH  ::  AB  :  GH. 

PROPOSITION  IV. 

THÉORÈME. 

«  Deux  rectangles  quelconques  sont  entre  eux  comme  les  pro- 
<  duils  de  leurs  hauteurs  par  leurs  bases.  " 

Plaçons  les  deux  rectangles  donnés  ABCD  {/ig.  loi)  et  AEGF  de 
manière  qu'ils  aient  un  sommet  commun  A,  et  les  côtés  aboutissant 
à  ce  sommet  dans  le  prolongement  les  uns  des  autres;  ensuite,  pro- 
longeons les  autres  côtés  CD  et  GE  jusqu'à  ce  que ,  se  rencontrant 
en  11,  ils  forment  le  rectangle  auxiliaire  AEHD.  En  comparant  ce- 
lui-ci au  rectangle  ABCD,  on  pouira  prendre  pour  liauteur  le  côté 
AD  commun  à  ces  deux  rectangles,  et  d'après  la  pro|)osiiion  pré- 
cédente ,  ou  aura 

ABCD  :  ADHE  ::  AB  :  AE. 

On  a  d'après  la  même  proposition 

ADHE  :  AEGF  ::  AD  :  AF, 

parce  que  l'on  peut  considérer  les  rectangles  ADHE  et  AEGF 
comme  ayant  même  hauteur  AE.  ^lainlenaut,  en  multipliant  entre 
elles  ces  deux  proportions  et  supprimant  du  piodnit  le  facteur 
ADHE,  qui  sera  commun  aux  deux  termes  du  premier  rapport,  il 
vient 

ABCD  :  AEGF  ::  AB  X  AD  :  AE  X  AF; 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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Corollaire.  —  «  Un  rectangle  a  pour  mesure  le  produit  do  sa 
«  base  par  sa  hauteur.  » 

En  effet,  la  mesure  d'une  surface  est  le  nombre  de  fois  qu'elle 
contient  l'aire  prise  pour  unité,  ou,  plus  généralement,  c'est  le 
rapport  de  cette  surface  à  cette  unité.  On  prend  pour  unité  de  sur- 
face le  carré  fait  sur  l'unité  de  longueur;  ainsi,  si  c'est  le  pied 
que  l'on  prend  pour  unité  de  longueur ,  le  pied  carré  sera  l'u- 
nité de  surface  :  dans  cette  hypothèse ,  la  mesure  du  rectangle  F 
102,  (//(/.  102)  serait  le  nombre  de  pieds  carrés,  tels  queC,  contenus 
dans  F,  ou,  plus  généralement,  le  rapport  de  F  à  C.  Or  je  dis  que 
ce  nombre ,  ou  ce  rapport,  est  égal  au  produit  de  la  base  DE  du 
rectangle  par  la  hauteur  GE ,  car  on  a 

F  :  C  ::  DEXGE  :  «6X6A; 

mais  ah  est  égal  à  1  pied  aussi  bien  que  hli,  donc  o6  X  M  =  i  XI, 
c'est-à-dire ,  ah  X  6/i  =  i ,  car  i  X  1  =:  1  •  On  peut  donc  écrire 

F  :  C  ::  DEXGE  :  1. 

Ainsi  le  conséquent  C  entrera  dans  l'antécédent  F  autant  de  fois 
que  1  entrera  dans  DE  X  EG  ,  c'est-à-dire,  autant  de  fois  qu'il  y  a 
d'unités  dans  ce  produit  DE  X  GE ,  c'est-à-dire  enfin  que  ce  pro- 
duit marquera  le  nombre  de  pieds  carrés  contenus  dans  F. 

C.  Q.  F.  D. 

PROPOSITION  V. 

THÉOBÈME. 

«  La  mesure  d'un  parallélogramme  quelconque  est  égale  au  pro- 
<'  duit  de  sa  base  multipliée  par  sa  hauteur.  » 

En  effet ,  supposons  que  le  parallélogramme  donné  soit  ABCD 
97.  (fiy-  97  ),  et  par  les  extrémités  A  et  B  de  sa  base  élevons  des  per- 
pendiculaires AF  et  BE  jusqu'à  ce  qu'elles  rencontrent  le  côté  DC 
prolongé.  Nous  aurons  ainsi  le  rectangle  AFEB  qui ,  d'après  la 
2)rop.  1 ,  équivaudra  au  parallélogramme  ABCD.  Or,  AFEB  =:  AB  X 
BE  d'après  le  corol.  de  la  prop.  précédente  ;  donc  aussi  ABCD 
r=  AB  X  BE. 
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PROPOSITION  M. 

THKORÎ'ME. 

"  I-a  mosiiro  d'un  tiiaugle  est  égale  à  la  moitié  du  produit  de 
«  sa  base  multipliée  par  sa  hauteur.  » 

Ku  effet,  d'après  \aprop.  2,  tout  triangle  ABC  (fig.  104)  est    ii-.  i<>4. 
la  moitié  du  parallélogramme  ABCK  de  même  base  et  de  même 
hauteur.  Or,  par  la  jjrop.  précédente,  ABCE  =  BCxAD;  donc 
ABC  =  i  BC  X  AD. 

Corollaire.  —  «  Deux  triangles  de  même  hauteur  sont  entre 
«  eux  comme  leurs  bases ,  et  deux  triangles  de  même  base  sont 
«  entre  eux  comme  leurs  hauteurs.  » 

En  effet, -soit  T  l'un  de  ces  triangles  dont  les  deux  dimensions 
sont  R  et  S,  et  soient  T',  R'  et  S' l'autre  triangle  et  ses  deux  di- 
mensions. On  a,  d'après  ce  qui  précède,  T  =  ^  RS  et  T'  =  ^  R'S' , 
donc  T  :  T  ::  RS  :  R'S'.  Supposons  que  l'une  des  deux  dimensions 
soit  de  même  valeur  dans  les  deux  triangles,  et  que  par  exemple 
R  =:  R' ,  on  pourra  supprimer  le  facteur  commun  R  =  R'  aux  deux 
termes  du  second  rapport  de  cette  proportion ,  et  il  viendra 

ï  :  T'  :  :  S  :  S'. 

PROPOSITION  Vil. 

THÉORÈME. 

»  La  mesure  d'un  trapèze  est  égale  à  la  moitié  de  la  somme  de 
«  ses  bases  parallèles  multipliée  par  sa  hauteur.  » 

Soit  ABCD  le  trapèze  donné  (./?</.  lO-J^  Par  le  point  I,  milieu  f,g.  mj. 
du  côté  CB,  je  mène  KL  parallèle  à  l'autre  côté,  et  je  prolonge  DC 
jusqu'à  la  rencontre  K  de  cette  parallèle.  J'ai  ainsi  deux  triangles 
CIK  et  BIL,  qui  sont  égaux  comme  ayant  uu  côté  égal  IC  :=  IB 
adjacent  à  deux  angles  égaux  ^prop.  13  du  liv.  1);  car  l'angle 
C  de  l'un  et  l'angle  B  de  l'autre  sont  égaux  comme  alternes 
internes  {prop.  26,  liv.  l);  ^n  môme  temps  les  angles  en  I 
sont  égaux  comme  opposés  par  le  sommet  (prop.  9,  liv.  l  ). 
Par  conséquent ,  le  parallélogramme  ALKD  égale  le  trapèze  ABCD  ; 
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car  le  premier  s'obtient  en  retranchant  de  hfu/.  ior>  tout  en- 
tière le  triangle  ILB,  et  le  second  eu  retranchant  de  la  raêmeX'7' 
105  le  triangle  CIR.  Or  le  parallélogramme  ALKD  =  AL  x  EF, 
EF  étant  la  hauteur  ;  donc  aussi 

ABC!)  =  AL  X  EF. 

Mais  AL  égale  évidemment  |  (AB  +  DC  j;  car,  en  prenant  DK  au 
lieu  de  la  base  supérieure  DC  ,  on  augmente  cette  base  supérieure 
])C  de  CK,  et  en  prenant  AL  au  lieu  de  la  base  AB,  on  diminue 
cette  base  AB  de  la  même  quantité  LB  ;  <lonc  la  somme  de  ces  deux 
bases  DC  +  AB  égale  DK -H  AL  ;  ainsi  DC4-AB=:2AL,  vu  que 
DK  :=  AL  (prop.  31,  liv.  1  )  ;  d'où  l'on  voit  bien  que 

AL  =  i(DC  +  AB), 

et  qu'en  mettant  celte  valeur  à  la  place  de  AL  dans  la  valeur  ci- 
dessus  de  ABCD ,  il  vient 

ABCD  —l  (DCH-AB)  X  EF. 

Scolie  I.  —  On  voit  que  si  par  le  point  I  on  mène  HI  parallèle 
aux  bases  AB  et  CD,  cette  parallèle  et  la  longueur  AL  seront  égales 
comme  parallèles  comprises  entre  parallèles  {corol.  1,  pj-op.  31, 
hv.  1  ).  Cette  parallèle  divisera  aussi  AD  en  deux  également;  car 
l'égalité  des  triangles  CIK  et  BIL  donne  IK  =  IL,  et  par  consé- 
quent HD  =  AH ,  vu  que  les  lignes  IK  et  IL  sont  égales  aux  lignes 
HD  et  AH  comme  parallèles  comprises  entre  parallèles  [loc.  cit.). 
Par  conséquent  on  peut  mettre  FH  pour  AL  dans  l'équation  ABCD 
=  AL  X  EF  trouvée  ci-dessus ,  et  dire  que  le  trapèze  é(jalc  la 
distance  des  milieux  de  ses  côtés  non  parallèles  multipliée  par 
sa  hauteur. 

Scolie  II.  —  Si  ce  n'était  pour  arriver  à  cetle  dernière  me- 
sure du  trapèze,  on  pourrait  prouver  plus  simplement  que  nous 
ne  l'avons  fait  la  vérité  de  notre  proposition;  car  en  tirant  une 
diagonale  dans  le  trapèze,  on  le  divise  en  deux  triangles  qui  ont 
la  môme  hauteur  que  le  trapèze,  et  dont  chacun  a  pour  base  une 
des  bases  parallèles  de  ce  trapèze.  Or  chacun  des  deux  triangles 
a  pour  mesure  sa  hauteur  multipliée  par  sa  demi-base;  donc  le 
trapèze,  qui  est  la  somme  de  ces  triangles,  aura  jtour  mesure  sa 
hauteur  multipliée  par  la  demi-somme  de  ses  bases  parallèles. 
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pr.oposiTioN  vin. 

THÉORhlE. 

«  Dans  tout  triangle  rcotanglo,  lo  carré  de  l'hypoténuse  est  égal 
«  à  la  somme  des  carrés  des  autres  côtés.  » 

Ainsi  soit  ABC  [fg.  lO'j)  un  triangle  rectangle  dont  l'anglo    ny.  ,„,). 
droit  soit  en  A  ,  je  dis  qu'on  aura 

BC'  =  ÂC'  H-  W. 
Pour  lo  démontrer,  je  fais  sur  les  trois  côtés  du  triangle  les  carrés 
AH,  AI  et  CF.  D'après  le  corul.  de  \a.prop.  4,  on  a  CF  =  HC',  AI 
=  Af/,  et  AH  =  AB'  ;  il  faut  donc  prouver  que  CF  =  AI  +  AH. 
A  cet  effet,  je  divise  le  carré  CF  en  deux  parties,  par  la  ligne  AD 
perpendiculaire  sur  l'hypoténuse,  que  je  prolonge  jusqu'en  E,  et 
je  dis  que  la  partie  BE  égale  AH ,  en  même  temps  que  l'autre  partie 
CE  égale  AI.  En  effet,  si  je  tire  les  droites  HC  et  AF,  je  formerai 
deux  triangles  équivalents  aux  moitiés  des  rectangles  BE  et  AH, 
d'après  la  prop.  2;  car  on  peut  prendre  HB  pour  base  du  rec- 
tangle carré  ABHL  et  du  triangle  HBC  ;  dans  ce  cas ,  le  sommet  de 
celui-ci  sera  C,  et  sa  hauteur  sera  la  perpendiculaire  CM  abaissée 
de  ce  sommet  sur  le  prolongement  de  la  base.  Or,  CM  égale  la 
hauteur  AB  du  carré  AH  comme  parallèles  comprises  entre  paral- 
lèles (coro/.  1  delà  prop.  31  du  //''.  l };  ainsi  HBC  =  ^  AH.  On 
prouverait  de  même  que  ABF  =  ^  BE  ;  mais  les  triangles  HBC  et 
AFB  sont  égaux ,  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés 
égaux  (/jz-o^j.  \'2,  liv.  i),  savoir  l'angle  HBC  égal  à  l'angle  ABF, 
parce  que  ces  deux  angles  ont  une  partie  commune  ABC,  et  que 
leurs  parties  non  communes  HBA  et  FBC  sont  égales  comme  étant 
des  angles  droits;  d'ailleurs  le  côté  HB  du  premier  triangle  et  le 
côté  J5A  du  second  sont  égaux  comme  côtés  du  carré  AH  ,  en  même 
temps  que  les  côtés  BC  du  même  premier  triangle  et  BF  du  second 
le  sont  aussi  comme  côtés  du  carré  CF.  Nos  deux  triangles  sont 
donc  égaux;  par  conséquent  les  rectangles,  dont  ils  sont  les  moi- 
tiés, le  sont  aussi,  et  l'on  a  AH  =  BE.  On  prouverait  de  même 
que  Al  =  CE,  et  en  ajoutant  ces  deux  équaiions,  il  vient  Ali  -f- 
Ai  =  BK  -r  CE,  dans  laquelle  RE  -f-  CE  n'est  que  le  carré  CF  : 
donc  AH  4-  AI  =  CF;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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Corollaire  I.  —  «  Dans  un  triangle  rectangle,  le  carré  d'un  des 
«  côtés  de  l'angle  droit  égale  le  carré  de  l'hypoténuse ,  moins  le 
«  carré  de  l'autre  côté.  » 

Car  l'équation  BC'  -Jc'-^ÂÏV  donne  BC'  —  Âc'  =  ÂB'  , 
en  faisant  passer  un  des  termes  du  second  membre  dans  le  premier. 

Corollaire  II.  — «  La  diagonale  d'un  carré  est  incommensurable 

«  avec  son  côté,  et  est  avec  ce  côté  dans  le  rapport  de  V^2  à  l.  » 

hj.;,  ii8.        En  el'fet,  dans  le  carré  ABCD  [fi(j.  118),  la  diagonale  AC  est 

l'hypoténuse  du  triangle  rectangle  ADC  ;  on  a  donc  AC'  =  AD""  -+- 

DC'  ou  ÂC'  =  2ÂD',  car  AD  =  DC.  On  a  donc 

Âc'  :  AD'  ::  2  :  1,  d'où  AC  :  AD  ::  v/2  :  l. 

La  proportion  ÂC'  :  AD'  :  :  2  :  1  ou  ÂC'  =  2ÂD'  est  au 
reste  évidente  immédiatement  ;  car  le  carré  EFGH,  construit  sur 
AC,  est  évidemment  double  du  carré  ABCD  construit  sur  AB, 
puisque  le  premier  de  ces  carrés  contient  8  triangles ,  tels  que  ABE, 
tandis  que  le  second  n'en  contient  que  4. 

fifr.  I09-  Remarque.  —  Les  parties  BD  et  DG  [fig.  109) ,  qu'on  appelle 
ordinairement  les  segments,  s'appellent  aussi  les  projections  des 
côtés  de  l'angle  droit  adjacents  à  ces  segments;  ainsi  BD  est  la 
projection  de  BA  sur  l'hypoténuse. 

f,„  loo.  En  général  on  appelle  prqyec/io?i  d'une  droite  AB  (7?^/.  1 00)  sur 
une  droite  XY  la  partie  A'B'  de  cette  dernière  droite  comprise  entre 
les  perpendiculaires  abaissées  des  extrémités  de  AB  sur  XY. 

PROPOSITION  IX. 

THÉORÈME. 

%,  iro.  '<  Dans  un  triangle  quelconque ,  le  carré  d'un  côté  AB  [Jig.  i  lo) 
«  opposé  à  un  angle  aigu  C  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  au- 
«  très  côtés,  moins  le  double  produit  de  la  projection  CD  de  l'un  de 
(1  ces  deux  côtés  sur  l'autre  CB ,  multipliée  par  cet  autre  CB ,  c'est- 
«  à-dire  que  l'on  a 

.,  ÂB'  =  Âc'  4-  BC'  —  2  CD  X  CB.  » 
En  elfet ,  BD  est  la  différence  entre  BC  et  CD.  Or  nous  avons 
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VU  eu  algèbre  (page  ici),  que  le  carré  de  la  dilïéicure  de  deux 
quanlilés  HC  — DC,  ou  1)C  — HC,  égale  JU:'  +  DC'  —  2DC  X 
CIB;  ainsi  on  peut  écrire 

BD'  =  ÏÏC'  4-  ÏÏC'  —  2DC  X  BC. 

Maintenant  ajoutons  AD'  aux  deux  membres  de  cette  égalité,  et 
observons  que  le  premier  membre  151)',  augmenté  de  Al)',  donne 
Air  par  le  théorème  précédent,  et  que  le  premier  terme  DC'  du 
deuxième  membre,  augmenté  de  AD',  donne  AC'  par  la  même 
raison  ;  alors  nous  aurons 

ÂÏÏ'  =  ÂC'  -H  BC'  —  2I)C  X  BC.  C.  Q.  1\  D. 

l'ROPOSITlON  X. 

TIIÉORi:ME. 

-Dans  un  triangle  où  il  y  a  un  angle  obtus,  le  carré  du  coté 
"  opposé  à  cet  angle  égale  la  somme  des  carrés  des  deux  autres 
«  côtés  plus  le  double  produit  de  la  projection  de  l'un  de  ces  deux 
«  côtés  sur  l'autre,  multipliée  par  cet  autre.  » 

Ainsi  on  a  AB'  —~SxI  +  BC'+  2DC  X  BC  [fig.  m  ). 

Eu  effet,  BD  est  la  somme  de  BC  +  Cl);  donc  (alg.,  p  IGO) 

BD'  =  ÏÏC'  H-  CB'  +  2  ])C  X  CB  ; 

et  en  ajoutant  AD'  aux  deux  membres  de  cette  égalité,  on  en  dé- 
duira la  vérité  annoncée,  comme  dans  le  théorème  précédent. 

Corollaire,  —  «  Dans  tout  triangle  où  le  carré  d'un  côté  égale  la 
«somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés,  l'angle  compris  entre 
"  ceux-ci  est  droit ,  et  le  triangle  est  rectangle.  » 

Car  si  cet  angle  était  aigu  ou  obtus,  le  carré  du  côlé  opposé  se- 
rait plus  petit  ou  plus  grand  que  la  somme  des  carrés  des  deux 
autres. 

PROPOSITION  XI. 

THÉORÈME. 

«  Si  dans  un  triangle  on  mène  une  droite  du  sommet  au  milieu 


fis.    1X2. 
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«  de  la  base,  le  double  delà  somme  du  carré  de  cette  droite  et  de 
«  celui  de  la  moitié  de  la  base  égale  la  somme  des  carrés  des  deux 
«  côtés.  » 
Ainsi  E  étant  le  milieu  de  BC  {Jig.  1 12  ) ,  je  dis  que  l'on  a 

2ÂÊ'  +  2BË'  =  BÂ'  +ÂC\ 

En  effet ,  si  l'on  abaisse  la  hauteur  AD,  le  triangle  AEC  donnera 
{prop.  9) 

AC'  =ÂË'  +  1C'  —  2EC  X  DE  ; 

et  le  triangle  AEB  donnera  [jjrop.  l  o  ) 

ÂB'  =  ÂË'  +  BË'  4-  2BE  X  ED. 

Maintenant ,  si  l'on  met  EC  à  la  place  de  BE  daus  cette  dernière 
équation ,  et  qu'on  l'ajoute  à  la  précédente ,  il  viendra 

le'  4-  ÂB'  =  2ÂË'  4-  2IËC'  ; 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire.  —  «  La  somme  des  carrés  des  côtés  d'un  parallélo- 
«  gramme  est  égale  à  celle  des  carrés  de  ses  diagonales.  » 
fig.  n3.        Car  dans  le  parallélogramme  ABCD,  par  exemple  [Jiy.  113),  le 
triangle  BDC  donne 

BC'  -\-CD"  —  2'BË'  +  2ËC" , 

et  le  triangle  BDA  donne  lû'  -f  ÂD'  =  2BË'  +  2AÊ'  5  ou 

BÂ'  +  AD'   =  2BË'  +  2lc' , 

parce  que  AE  =  EC.  Maintenant,  en  ajoutant  cette  équation  à  la 
précédente,  il  vient 

les  carrés  des  4  côtés  =  4BE"  4-  4EC\ 

Or  BD  =  2BE  donne  en  élevant  au  carré  BD'  =  4Fe',  et  AC 
—  2EC  donne  ÂC'  =.  4ÉC'  ;  donc  les  4  côtés  carrés  =  BD'  +  Âc\ 

PROPOSITION  XII. 

THÉORÈME. 

«  Si  dans  un  triangle  on  mène  une  parallèle  à  la  base ,  les  côtés 
«  seront  divisés  en  parties  qui  leur  seront  proportionnelles.  » 
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Ainsi  DE  {Jig.  114)  étant  parallèle  k  la  base  BC,  je  dis  qu'on 

AB         AC     ,^ 
aura  AB  :  1)A  ::  AC  :  KA,  ou  bien  77;  =  -r-r;-  lo»r  démontrer 

Al)         AL 

ceci ,  d'aprrs  ce  que  nous  avons  viren  algèbre  (p.  192),  il  snffit  de 
prouver  qu'en  divisant  dans  chacune  de  ces  fractions  le  numéra- 
teur par  le  dénominateur ,  puis  celui-ci  par  le  reste  de  cette  pre- 
mière division ,  puis  ce  premier  reste  par  celui  de  la  deuxième  di- 
vision ,  et  ainsi  de  suite ,  on  aura  la  même  suite  de  quotients  pour 
ces  deux  fractions.  Or,  pour  trouver  ces  quotients ,  je  cherche  d'a- 
bord combien  de  fois  AD  va  dans  AB  ;  je  trouve  qu'il  y  va  deux 
fois  AD  et  DF ,  avec  un  reste  FB.  Ensuite,  pour  voir  combien  de 
fois  EA  va  dans  CA,  je  n'ai  qu'à  mener  FH  parallèle  à  Bd,  car  alors 
on  aura  EH  =  AE,  à  cause  que  le  triangle  EUG  ,  qu'on  obtient  eu 
menant  EG  parallèle  à  DF,  est  égal  au  triangle  ADE.  En  effet, 
EG=:FD  comme  parallèles  comprises  entre  parallèles  (cor.  1, 
prop.  31,  liv.  1).  De  plus,  les  angles  G  et  D  de  ces  triangles  sont 
égaux,  comme  ayant  les  côtés  parallèles  {prop.  28,  liv.  l),et 
enfin  les  angles  A  et  HEG  sont  égaux  comme  correspondants 
{prop.  26,  liv.  1).  Ainsi  les  triangles  ADE  et  EGH  sont  égaux 
comme  ayant  un  côté  égal  AD  =  EG,  adjacent  à  deux  angles 
égaux.  Donc  AE  =  EH  ;  c'est-à-dire  que  AC  contient  deux  fois  AE, 
savoir  :  AE  et  EH  avec  un  reste  HC.  Les  quotients  de  cette  pre- 
mière division  sont  donc  égaux  tous  à  2  avec  un  reste. 

n  faut  à  présent  procéder  aux  deuxièmes  divisions,  c'est-à-dire, 
voir  combien  de  fois  les  restes  FB  et  HC  vont  dans  les  quantités 
AD  et  AE.  Je  porte  donc  d'abord  FB  dans  AD  :  il  y  va  deux  fois 
km  et  7nh  avec  un  reste  DL.  Ensuite,  pour  porter  HC  dans  AE,  je 
mène  par  les  points  m  et  L  des  parallèles  à  la  base,  ce  qui  me 
donne  les  parties  kn  et  wK  égales  à  HC  ;  car  on  prouverait  l'éga- 
lité des  triangles  Kmn  ny\i  et  HNC  obtenus  en  menant  par  les 
points  »  et  H  des  parallèles  à  AB ,  comme  on  a  prouvé  celle  des 
triangles  ADE  et  EGH.  Les  quotients  de  ces  deuxièmes  divisions 
sont  donc  égaux  tous  deux  à  2  avec  un  reste. 

On  obtiendrait  de  même  des  quotients  égaux  pour  les  troisièmes 
divisions  en  portant  le  reste  DL  sur  Am  qui  est  égal  au  reste  pré- 
cédent FB,  et  en  menant  ri  et  os  parallèles  à  la  base  ;  ainsi  de  suite. 

AB         CA    ,        .  ,       .  .       , 

Donc  les  rapports  -rjT  et  -rp   tournissent  la  même  suite  de  quo- 
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liculs;  ils  sont  donc  égaux,  et  l'on  a  la  proportion  anooucéo  AB  : 
DA  :  :  AC  :  EA. 

On  démontrerait  de  même  que  AB  :  Bl)  ::  AC  :  EC;  mais  cette 
proportion  se  déduit  aisément  de  la  précédente,  car,  d'après  ce  que 
nous  avons  vu  en  algèbre,  celte  proportion  précédente  donne  AB  : 
AB  —  DA  :  :  AC  :  AC  —  EA,  ce  qui  se  réduit  à  AB  :  BD  :  :  AC  :  EC. 

Corollaire.  —  ».  Si  dans  un  triangle  on  mène  une  parallèle  à 
«  la  base ,  elle  divisera  les  côtés  en  parties  qui  seront  proportion- 
«  nelles  entre  elles.  » 

La  démonstration  serait  encore  la  même  que  la  précédente, 
mais  cette  vérité  peut  aussi  se  déduire  de  la  proportion  précédente 
AB  :  AD  ::  AC  :  AE.  En  effet,  celle  proportion,  d'après  l'algèbre, 
donne  AB  —  AD  :  AD  :  :  AC  —  AE  :  AE.  Or  AB  —  AD  =  BD  et 
AC  — AE=:EC;  donc  BD  :  AD  ::  EC  :  AE  ;  ce  qu'il  fallait 
prouver. 

PROPOS ITIOIS  XIII. 

THÉOBÈME. 

«  Lorsqu'une  droite  divise  deux  côtés  d'un  triangle  en  parties 
«  proporlionnellcs ,  soit  entre  elles,  soit  à  ces  deux  côtés  entiers, 
«  celte  droite  est  parallèle  au  troisième  côté.  » 
ii6.        Ainsi,  supposons  d'abord  que  dans  le  triangle  ABC  [fuj.  110} 
ou  ait 

AB  :  AC  :  :  AD  :  AE. 

Je  dis  que  DE  se  confondra  avec  la  parallèle  à  BC  ;  car,  soit  DO 
cette  parallèle,  on  aura,  d'après  la  proposition  précédente, 

AB  :  AC  :  :  AD  :  AO. 

Les  trois  premiers  termes  de  ces  proportions  étant  égaux,  il  s'en- 
suit que  les  quatrièmes  le  sont  aussi;  donc  AE  =  AO.  Par  consé- 
quent DI-]  se  confond  avec  DO. 

Supposons  maintenant  que  AD  :  BD  ::  AE  :  EC,  on  déduira 
de  là  ADH-DB  :  AD  ::  AE  +  EC  :  AE,  c'est-à-dire  AB  :  AD  :: 
AC  :  AE,  et  l'on  retombe  ainsi  sur  le  cas  précédent. 
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PIIOPOSITION  XIV. 

THÉORÈME. 

«  La  droite  qui  divise  en  deux  également  un  des  angles  d'un 
«  triangle  divise  le  côté  opposé  en  deux  parties  proportionnelles  aux 
"  deux  autres  côtés.  » 

Ainsi,  AD  {JUj.  117),  divisant  l'angle  CAI5  en  deux  également,  l'o-  ":• 
je  dis  qu'on  a  CD  :  DB  ::  CA  :  AB.  Car,  si,  après  avoir  mené  Œ 
parallèle  à  DA,  on  prolonge  AB  jusqu'à  la  rencontre  de  cette  pa- 
rallèle, le  triangle  CAE  ainsi  formé  sera  isocèle,  parce  que  les  an- 
gles C  et  E  de  ce  triangle  sont  égaux.  En  elïet  0  ou  ACE  et  CAD  sont 
égaux  comme  alternes  internes,  tandis  que  E  et  DAB  le  sont  connue 
correspondants  [prup.  2G,  liv.  1),  et  puisque  l'on  suppose  CAD  = 
DAB,  il  laut  bien  que  E=:C.  Donc  les  côtés  AE  et  AC  opposés  a 
ces  angles  E  et  C  sont  égaux  [prop.  20,  liv.  \),  et  le  triangle  ACE 
est  isocèle.  Mais  AD  étant  parallèle  au  côté  CE  du  grand  triangle 
BCE,  on  a  [cor.  de  la  prop.  12)  CD  :  DB  ::  AE  :  AB  ;  et  en  rem- 
plaçant dans  cette  proportion  AE  par  son  égal  AG,  il  vient  CD  : 
DB  ::  AC:  AB. 

PROPOSITION  XV. 

THÉOIIÈME. 

«  Lorsque  deux  triangles  ont  les  trois  angles  égaux  chacun  à 
«chacun,  leurs  côtés  sont  proportionnels,  et  ces  triangles  sont 
«  semblables.  » 

Pour  démontrer  ce  théorème,  je  place  les  deux  triangles  l'un  à 
côté  de  l'autre,  de  manière  qu'ils  aient  un  sommet  commun  C 
{J'hj.  119)  et  les  côtés  BC  et  CE  en  ligne  droite.  Pour  lors  les  côtés  ;%.  ug. 
CD  et  BA  seront  parallèles,  en  même  temps  que  DE  et  AC  léseront 
aussi  entre  eux,  comme  faisant  des  angles  égaux  avec  une  même 
droite  BCE  [prop.  25,  liv.  l).  Donc,  en  prolongeant  DE  et  BA,  ou 
aura  un  parallélogramme  ACDF  j  par  conséquent  : 

DF  =  AC  et  AF  =  CD  [prop.  31,  liv.  1)  ; 

mais  CD  étant  parallèle  au  côté  BF  du  grand  triangle  FBE,  il  en 
résulte  DE  :  DF  ::  CE  :  CB  [prop.  vi],  ou 

21 
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DE  :  AC  ::  CE  :  CB, 

eu  mettant  AC  à  la  place  de  son  égale  DF. 

Do  même  AC  étant  parallèle  au  côté  EF  du  triangle  FBE,  il  en 
résulte  CE  :  CB  ::  AF  :  AB  [cor.  de  la  prop.  12)  ou 

CE  :  CB  :  :  CD  :  AB. 

Ainsi,  en  résumé,  ou  a 

DE  :  AC  :  :  CE  :  CB  :  :  CD  :  AB  ; 

ce  qu'il  fallait  prouver. 

Corollaire.  —  «  Deux  triangles  sont  semblables  quand  ils  ont 
«  seulement  deux  angles  égaux  chacun  à  chacun.  » 

Car  alors  le  troisième  de  l'uu  est  égal  au  troisième  angle  de  l'au- 
tre {cor.  2  de  la  prop.  29,  liv.  l). 

PROPOSITION  XVI. 

THÉORÈME. 

«  Lorsque  deux  triangles  ont  les  côtés  proportionnels ,  leurs  an- 
«  glos  sont  égaux  chacun  à  chacun ,  et  ces  triangles  sont  sembla- 
«  blés.  » 
Supposons,  par  exemple,  que  les  deux  triangles  ABC  et  DEF 
fig.  I20.    [fuj.  120)  donnent 

AB  :  DE  :  :  AC  :  DF  :  :  BC  :  EF. 

Puis ,  Taisons  au  point  E  l'angle  FEG  =:  B ,  et  au  point  F  l'angle 

Ël'G=C. 

D'après  le  corollaire  précédent,  les  triangles  ABC  et  EFG  seront 

semblables  et  donneront 

AB><:EF 
AB  :  EG  :  :  BC  :  EF,  d'où  EG  =  — |^^^ —  ; 

mais  on  a  déjà  par  hypothèse 

AB  :  DE  :  :  BC  :  EF,  d'où  DE  = 

donc  EG  =:  DE.  On  prouverait  de  même  que  FG  =  DF  ;  et  comme 
le  troisième  côté  EF  est  commun  aux  deux  triaugles  DEF,  EGF,  ces 
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doux  IriangU's  i^oiil  ('gaiix  [prop.  is,  liv.  l).  Or  le  Iriangle  VàW  est 
par  conslriiclion  équianglo  au  triangle  ABC,  donc  le  triangle  DEF 
l'est  aussi.  Ce  qu'il  lallait  prouver. 

Scolie. —  En  rapprochant  celte  proposition  delà  précédente, 
on  voit  que,  des  deux  conditions  exigées  pour  la  similitude  dans 
la  définition  2,  une  seule  suflit  pour  les  triangles.  On  se  rappelle,  eu 
eltet,queces  deux  conditions  sont  :  i"  celle  d'avoir  les  angles 
égaux,  et  2"  celle  d'avoir  les  côtés  homologues  proportionnels.  Or, 
d'après  les  deux  théorèmes  que  nous  venons  d'établir,  toutes  les  lois 
qu'une  de  ces  deux  conditions  a  lieu,  l'autre  s'ensuit  nécessaire- 
ment. La  définition  2  est  donc  redondante  :  l'une  des  deux  con- 
ditions qu'elle  renferme  suffit  ;  et  c'est  la  condition  de  l'égalité  des 
angles  qu'il  convient  de  garder.  Mais  encore  faut-il  limiter  cette 
condition  convenablement  pour  éviter  toute  redondance  ;  car  cette 
condition  prise  dans  toute  son  étendue  est  triple,  parce  que,  comme 
il  y  a  trois  angles  dans  chaque  triangle ,  leur  identité  de  valeur 
donne  trois  équations  A  =  D,  B  =  E  et  C  =  F.  Or,  il  suffit  que 
deux  angles  d'un  triangle  soient  égaux  à  deux  angles  d'un  autre, 
pour  que  ces  triangles  aient  les  trois  angles  égaux  chacun  à  chacun 
(corol.  2,  prop.  29,  liv.  i).  Ainsi  on  pourrait  définir  deux  trian- 
gles semblables ,  ceux  qui  ont  deux  angles  égaux  chacun  à  cha- 
cun. La  définition  2  est  pareillement  redondante  pour  les  polygones 
de  plus  de  trois  côtés,  comme  chacun  peut  s'en  convaincre  en  y 
réfiéchissaut  ;  la  suivante  serait  tout  à  fait  exacte  :  Deux  polygones 
semblables  sont  ceux  qui  sont  formés  de  triangles  semblables 
et  semblablement  placés.  (  Voyez  plus  bas, /3ro2>.  22.) 

PROPOSITION  XVII. 

THÉORÈME. 

«  Deux  triangles  qui  ont  un  angle  égal  compris  entre  côtés  pro- 
«  portionnels  sont  semblables.  » 

Ainsi,  supposons  A  =  D  [fig.  122)  et  AB  :  DE  :  :  AC  :  DF;  puis 
après  avoir  pris  AG  =  DE  et  AH  =  DF,  joignons  G  H,  les  triangles 
AGH  et  DEF  seront  égaux  comme  ayant  un  angle  égal  A  =  I) 
compris  entre  côtés  égaux  {prop.  12,  liv.  1  ).  Or  je  dis  que  le  pre- 
mier de  CCS  triangles,  c'est-à-dire  AGH,  est  semblable  à  ABC,  et 
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qu'ainsi  DEF  l'est  pareillement.  En  cITet,  les  côtés  DE  et  DF  étant 
proportionnels  à  AB  et  AC,  les  côtés  ACi  et  AH  le  seront  aussi; 
donc  la  ligne  GH  est  parallèle  à  BC  [prop.  13)  ;  et  les  angles  G  et 
H  sont  égaux  aux  angles  B  et  G  [prop.  26,  liv.  1  ).  Ainsi  le  trian- 
gle AGH  est  équiangle  et  par  conséquent  semblable  à  ABC  [prop. 
15).  Donc  son  égal  DEF  l'est  aussi. 
Ce  qu'il  fallait  prouver. 

PROPOSITION  xvm. 

THÉOniiME. 

"  Deux  triangles  sont  semblables  quand  ils  ont  les  côtés  parallèles 
«  ou  perpendiculaires  chacun  à  chacun.  » 
I2J.        Supposons  d'abord  que  les  triangles  donnés  ABC  et  DEF  [Jiq. 

123)  aient  les  côtés  parallèles;  alors,  d'après  la  proposition  28  du 
livre  1 ,  leurs  angles  seront  égaux  ;  ainsi  AB  et  DE  étant  parallèles 
aussi  bien  que  BC  et  EF,  l'angle  E  est  égal  à  l'angle  B,  et  de  même 
pour  les  autres  angles  :  donc  nos  triangles  sont  équiangles  et  par 
conséquent  semblables  [prop.  15  ). 

Supposons  à  présent  que  les  triangles  donnés  ABC  et  DEF  [Jiy. 

124)  aient  les  côtés  perpendiculaires,  je  dis  qu'ils  seront  encore 
équiangles.  Pour  le  prouver,  je  prends  d'abord  le  cas  oii  le  triangle 

124.  DEF  [Jig.  124)  serait  tout  entier  renfermé  dans  ABC.  Alors,  en 
prolongeant  les  côtés  de  ce  triangle  DEF ,  nous  aurons  le  quadrila- 
tère AIDH  dont  les  quatre  angles  fout  une  somme  égale  à  quatre 
angles  droits  (  corol.  l,  prop.  30,  liv.  1  ).  Or,  deux  de  ces  angles 
sont  droits,  savoir  I  et  U;  donc  les  deux  autres  valent  eu  somme 
deux  droits ,  et  l'on  a 

A  -i-  EDH  =z  2  droits  ; 

mais  on  a  aussi  [prop.  7,  liv.  1  ) 

FDE4-EDH  =  2  droits; 
donc 

A  +  EDH  —  FDE  -\-  EDH  ; 

ce  qui  donne  A  r=  FDE,  en  supprimant  le  terme  commun  EDH. 
On  prouverait  de  môme  que  B  =  FED  et  C  =  DFE.  Ainsi  les 
deux  triangles  ABC  et  EDF  sont  équiaugles,  et  par  conséquent  sem- 
blables {prop.  15). 


GÉÔMKTRir:,    LIV.    IIF.  325 

M.-iintonant ,  si  l'on  avait  lo  ras  où  le  triangio  DEK  n'est  pas  en- 
tièrement renferme'!  dans  ABC ,  on  ferait  un  triangle  auxiliaire  qui 
eût  ses  côt«''s  parallèles  ;\  ceux  île  DKF,  et  qui  fût  entièrement  ren- 
fermé dans  AhC.  Alors  ce  triangle  auxiliaire  serait  semblable  à 
ARC,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  et  aussi  semblable  à  DEF 
h  cause  du  parallélisme  des  côtés  ;  donc  ces  derniers  triangles  DEF 
et  ABC  seraient  semblables  entre  eux. 

Scolie.  —  Dans  la  fig.  i  23 ,  on  voit  que  ce  sont]  les  côtés  paral- 
lèles qui  sont  les  cotés  homologues,  tandis  que  dans  la /y.  124 
on  voit  que  ce  sont  les  côtés  perpendiculaires  entre  eux;  car  avec 
un  peu  d'attention  on  reconnaît  que  ce  sont  ces  côtés  parallèles 
dans  un  cas,  et  perpendiculaires  dans  l'autre,  qui  sont  adjacents 
aux  angles  égaux. 

PROPOSITION  XIX. 

THÉORÈME. 

«  Si,  à  partir  du  sommet  d'un  triangle,  on  mène  tant  de  droites 
'•  qu'on  voudra  à  différents  points  de  sa  base ,  elles  diviseront  cette 
«  base  et  toute  parallèle  à  cette  base  inscrite  dans  le  triangle  en 
»  parties  proportionnelles.  » 

Ainsi,  si  dans  le  triangle  ABC  (Jg.  125)  on  suppose  DE  parai-     fig.  125. 
lèle  à  la  base  BC ,  je  dis  qu'on  aura 

BF  :  Di  ::  FG  :  IK  ::  GH  :  KL,  etc. 

En  effet,  les  triangles  ABF  et  ADI  étant  semblables,  d'après  la 
prop.  précédente,  comme  ayant  leurs  côtés  parallèles,  on  a 

BF  :  Di  ::  AF  :  ai. 

Ensuite  les  triangles  AFG  et  AÎK  étant  semblables ,  par  la 
même  raison  on  a 

FG  :  IK  ::  AF  :  AT. 

Ces  deux  proportions  ayant  le  rapport  commun  AF  :  AI,  on 
peut  faire  une  troisième  proportion  avec  les  deux  autres  rapports , 
et  écrire 

BF  :  DI  ::  FG  :  IK. 

On  trouverait  de  même  que  FG  :  IK  ::  GH  :  KL,  ainsi  de  suite. 
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PROPOSITION  XX. 

THÉORÈME. 

'<  Si  fin  sommet  de  l'angle  droit  d'nn  triangle  on  aliaisse  une 
«  perpendiculaire  sur  l'hypoténuse, 

"  1"  Elle  partagera  le  triangle  en  deux  triangles  semblables  en- 
'<  tre  eux  et  au  grand  triangle; 

«  2"  Cette  perpendiculaire  sera  moyenne  proportionnelle  entre 
"  les  deux  segments  de  l'hypoténuse  ; 

«  3"  Chaque  côté  de  l'angle  droit  sera  moyen  proportionnel 
«  entre  l'hypoténuse  entière  et  le  segment  adjacent.  » 
fîp.  i2f).  Ainsi  soit  ABC  {Jîg.  126  )  ce  triangle  rectangle  et  AD  la  perpen- 
diculaire, je  dis  d'abord  que  le  triangle  BAD  sera  semblable  au 
triangle  ABC.  En  effet,  ils  ont  d'abord  l'angle  B  commun;  en- 
suite l'angle  droit  D  de  l'un  est  égal  à  l'angle  droit  A  de  l'autre 
(prop.  6,  liv.  1  ).  Donc  le  troisième  angle  BAD  du  premier  égale 
le  troisième  angle  C  du  second  {cor.  2,  prop.  29,  liv.  l  ).  Nos 
deux  triangles  sont  donc  équiangles,  et  par  conséquent  semblables 
{prop.  15  ).  On  prouverait  de  même  que  ADC  est  semblable  à  ABC  ; 
donc  les  triangles  ABD  et  ADC  sont  semblables  entre  eux,  puis- 
qu'ils sont  semblables  à  un  même  troisième  triangle. 

Eu  second  lieu,  ces  triangles  ABD  et  ADC  étant  semblables ,  les 
côtés  BD  et  AD  de  l'un  sont  proportionnels  aux  côtés  homologues 
(  déf.  2  )  AD  et  DC  de  l'autre,  et  l'on  a 

BD  :  AD  :  :  AD  :  DC. 

En  troisième  lieu  ,  la  similitude  de  ABC  et  ADB  fait  que  l'hypo- 
ténuse BC  et  le  côté  AB  du  premier  sont  proportionnels  h  l'hypo- 
ténuse AB,  et  au  côté  homologue  BD  du  second;  donc 

BC  :  AB  ::  AB  :  BD. 

On  prouverait  de  même  que  BC  :  AC  ::  AC  :  DC. 

fi?î.  197.  Corollaire  /.  —  «La  perpendiculaire  AD  {fig.  1 27  ),  abaissée 
«  d'un  point  quelconque  d'une  demi-circonférence  sur  son  diamè- 
«  tre ,  est  moyenne  proportionnelle  aux  deux  segments  de  ce  dia- 
«  mètre.  " 

En  effet ,  si  l'on  joint  AB  et  AC,  l'angle  BAC  sera  droit  {cor.  2, 
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prnp.  20,  liv.  2),  ol  lo  tiianglc  ARC  ('•tant  roctnnf^lo,  donno,  (V^- 
prôs  CQ  qui  pnV(Vlp,  UHI)  :  AI)  ::  Al)  :  Df.. 

('.nrollaire  II.  —  «  La  corde  Alî  csl  moyenne  proportionnelle 
<■  rnirc  le  diamcire  \M\  et  le  segment  adjacent  Hl)  de  ce  diamètn*.  ' 

r/cst  une  snitc  du  troisième  article  de  notre  proposition  ;  car, 
enjoignant  AC,  on  a  le  Iriangle  rcclanglc  AlUj ,  sur  lequel  on  peut 
appliquer  ce  (pie  nous  avons  dit  à  ce  troisième  article,  et  alors  on 
auraBC  :  AB  ::  AB  :  BD. 

PROPOSITION  XXÏ. 

THÉORÈME. 

«  Les  surfaces  des  triangles  semblables  sont  entre  elles  comme 
"  les  carrés  de  leurs  côtés  homologues.  » 

En  effet ,  les  surfaces  de  deux  triangles ,  telles  que  ACB  et  DEF 
[fig.  128),  étant  égales  aux  demi-produits  de  leurs  bases  AB  et  DE    li^r.  i^s. 
par  leurs  hauteurs  CR  et  FO  [prop.  6) ,  seront  entre  elles  comme 
ces  produits  tout  entiers  ;  ainsi  on  peut  écrire 

ABC  :  DEF  ::  AB  X  CR  :  DE  X  FO. 

3lais  d'après  le  cor.  de  la  prop.  15  les  deux  triangles  ACPi  et  DFO 
sont  semblables  comme  ayant  deux  angles  égaux  A  =  D  par 
hypothèse,  et  0  =  R  comme  droits.  Ainsi  les  deux  hauteurs  CR  et 
FO  sont  entre  elles  comme  les  côtés  AC  et  FD ,  et  par  conséquent 
comme  les  bases  AB  et  DE;  car  celles-ci  sont  entre  elles  comme 
ces  côtés  à  cause  de  la  similitude  de  ABC  et  DEF.  On  peut  donc 
écrire  cette  nouvelle  proportion 

CR  :  FO  :  :  AB  :  DE. 

En  multipliant  cette  proportion  par  la  précédente,  il  vient 

ABC  X  CR  :  DEF  X  FO  :  :  ÂB'  X  CR  :  DE'  X  FO. 

Or ,  on  a  vu  (p.  208),  que  Ton  peut  supprimer  un  facteur  commun 
aux  fintécédeuts  ou  aux  conséquents  d'une  proportion.  Nous  pour- 
rons donc  supprimer  le  facteur  CR  commun  aux  antécédents,  et  le 
fadeur  FO  commun  aux  conséquents,  et  écrire 

ABC  :  DEF  ::ÂB'  :  DÊ'; 

ce  qu'il  fallait  obtenir. 
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PROPOSITION  XXII. 

THÉORÈME. 

«  Les  polygones  semblables  sont  composés  d'un  môme  nombre 
«  de  triangles  semblables  et  semblablement  placés  ;  la  réciproque 
«  est  vraie.  » 
129.  Enetïet,  soient  ABCDE  et  FGHIK  [fuj.  129)  deux  polygones 
semblables  :  à  partir  de  deux  sommets  homologues,  tels  que  A  et 
F ,  menons  dans  chaque  polygone  des  diagonales  à  tous  les  autres 
sommets.  Je  dis  que  les  triangles  ainsi  formés  seront  semblables 
chacun  à  chacun,  et  que  d'abord  ABC  et  FGH  seront  semblables 
(jirop.  17)  comme  ayant  un  angle  égal,  B  ==  G  par  hypothèse,, 
compris  entre  des  côtés  proportionnels ,  puisque  la  simihtude  des 
deux  polygones  donne  entre  leurs  côtés  la  proportion 

AB  :  FG  ::  BC:  GH. 

Je  dis,  de  plus,  que  les  triangles  suivants  ACD  et  FHI  sont  sem- 
blables par  la  même  raison;  car  l"  l'angle  C  du  premier  égale 
l'angle  H  du  second.  En  effet ,  les  polygones  donnés  étant  sembla- 
bles, on  a  ang.  BCD  =:  ang.  GHI  ;  ensuite  les  triangles  ABC  et  FGH 
étant  semblables,  on  a  ang.  BCA  =  ang.  GIIF,  et  en  retranchant 
cette  dernière  égalité  de  la  précédente,  il  vient  BCD  —  BCA  = 
GUI  —  GHF ,  ou  bien  ACD  =:  FUI  ;  2"  les  côtés  qui  comprennent 
ces  deux  angles  ACD  et  FHI  sont  proportionnels.  En  effet ,  la  simi- 
litude des  polygones  donne 

BC  :  GH  :  :  CD  :  HI , 

et  celle  des  triangles  ABC  et  FGH  donne 

BC  :  GH  ::  AC  :  FH. 

Ces  deux  proportions  ayant  leurs  premiers  rapports  communs , 
on  peut ,  avec  les  deux  seconds  rapports,  faire  la  proportion  an- 
noncée 

CD  :  HI  ::  AC  :  FH. 

Donc  les  deux  triangles  ACD  et  FHI  sont  semblables  {prop.  17). 
On  prouverait  de  môme  que  les  triangles  suivants  ADE  et  FI K  sont 
semblables. 
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Du  reste,  on  voit  que  ees  triangles  semblables  se  succèdent  selon 
le  même  ordre  dans  les  deux  polygones. 

Urciproqurmcnt ,  si  deux  polygones  sont  conoposés  d'un  môme 
nombre  de  triangles  semblables ,  et  semblablement  placés,  ces  po- 
lygones sont  semblables.  En  effet,  d'abord  ces  polygones  auront 
leurs  angles  égaux  chacun  h  chacun  comme  composés  d'angles  de 
triangles  semblables  ;  par  exemple  ,  les  angles  C  et  H  de  ces  deux 
polygones  sont  composés  des  angles  BCA,  plus  ACD  pour  le 
premier,  etGHF  plus  FUI  pour  le  second.  Or  les  triangles  ABC  et 
l'CiH  étant  semblables,  donnent:  ang.  BCA=ang.  GHF,  et  les 
triangles  ACD  et  FUI  étant  aussi  semblables,  donnent  ang.  ACD 
=  ang.  FHI  ;  donc  en  ajoutant  ces  deux  égalités,  on  a  BCA  -+-  ACD 
=  GHF  -h  FHI,  ou  ang.  BCD=  ang.  GHI.  Ainsi,  nos  deux  poly- 
gones ont  les  angles  égaux  chacun  à  chacun. 

De  plus,  les  côtés  de  nos  deux  polygones  seront  proportionnels, 
car  les  premiers  triangles  semblables  ABC  et  FGH  donnent  d'abord 
AB  :  FG  ::  BC  :  GH.  Ensuite  ces  mêmes  triangles  donneront 

BC  :  GH  ::  AC  :FH, 

et  les  triangles  suivants  ACD  et  FHI  donnent 

CD  :  Hï  ::  AC  :  FH. 

Ces  deux  proportions  ayant  un  rapport  commun,  on  peut  faire  nnc 
nouvelle  proportion  des  autres  rapports,  ce  qui  donne 

BC  :  GH  ::  CD  :  HI. 

On  prouverait  de  même  que  l'on  a  CD  :  HI  ::  DE  :  TK;  ainsi 
de  suite. 

PROPOSITION  XXIII. 

théobî:me. 

«  Les  contours  de  deux  polygones  semblables  sont  entre  eux 
('  comme  les  côtés  homologues,  et  leurs  surfaces  sont  entre  elles 
(1  comme  les  carrés  de  ces  côtés.  » 

Ainsi,  si  nous  prenons  les  deux  polygones  semblables  de  la 
firj.  129,  nous  aurons 

AB  :  FG  ::  BC  :  GH  ::  CD  :  HI,  etc. 


H'  129- 


330  ÉLÉMENTS  DE  MATHÉMATIQUES. 

Or-d'apri's  la  page  2I0,  on  dôfluit  de  là 

AB  +  T?C-h  CD -i-,  etc.  :  FG  +  GH -h  III +,  etc.  ::  AB  :  FG  ; 

ce  qui  prouve  la  première  partie  de  notre  proposition.  En  second 
lieu,  d'après  la  proposition  précédente,  les  triangles  ABC,  ACD,  etc., 
du  premier  polygone  sont  semblables  aux  triangles  FGII,  FHI,  etc., 
du  second. 
Mais  d'après  hprop.  21 ,  on  a 

surf.  ABC  :  surf.  FGH  ::  ÂC'  :  FH', 
et  surf.  ACD  :  surf.  FHI  ::  ÂC'  :  FH'; 
donc  surf.  ABC  :  surf.  FGII  ::  surf.  ACD  :  surf.  FHï. 
On  prouverait  de  même  que 

surf.  ACD  :  surf.  FHI  :  :  surf.  ADE  !  surf.  FIK. 
On  peut  donc  écrire 

ABC  :  FGH  ::  ACD  :  FHI  ::  ADE  :  FIK. 
Donc ,  d'après  la  page  210 , 

\BC  H-  ACD  H-  ADE  :  FGH  +  FHI  +  FIK  :  :  ABC  :  FGH , 
ou  bien  surf.  ABCDE  :  surf.  FGHIK  :  :  ABC  :  FGH. 
^\a\?,  {j)rop,2l) 

ABC  :  FGH  ::  ÂB'  :  FG'. 
Donc,  surf.  ABCDE  :  surf.  FGHIK  ::ÂB'  :  FG'. 

PROPOSITION  XXIV. 

THÉORÈME. 

«  Deux  cordes  menées  par  un  mémo  point  d'un  cercle  se  cou- 

"  peut  eu  parties  réciproquement  proportionnelles,  ou  le  produit 

"  des  parties  de  l'une  des  cordes  égale  celui  des  parties  de  l'aulre.  >■ 

f,-r.  i-io.        Ainsi  prenons  les  deux  cordes  AB  et  CD  {firj.  130)  qui  passent 

toutes  deux  par  le  point  0,  et  montrons  que  l'on  aura 

AO  :  OD  :  :  OC  :  OB  ou  AO  X  OB  =  OD  X  OC. 

Pour  cela  tirons  les  droites  AC  et  BD  ;  ces  droites  formeront  les 
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triangles  AOC  et  HOD ,  que  je  dis  (^ro.  semblables  comme  ayant  les 
angles  égaux  [prop.  \:>).  I]ii  elïci. ,  les  angles  A  el  I)  sont  égaux 
eomme  ayant  la  même  mesure,  à  savoir  |  CB  {prop.  20,  liv.  2)  ; 
(le  même,  les  angles  C  et  H  sont  égaux  eomme  ayant  aussi  la  même 
jncsnrc,  i\  savoir  ^  Al),  et  cela  sul'fit  pour  que  les  angles  en  O 
soient  égaux  [cor.  2,  jJrop.  20,  liv.  1  );  leur  égalité  est  d'ailleurs 
évidente,  puisqu'ils  sont  opposés  par  le  sommet  {prop.  9,  Ho.  1). 
Donc,  d'après  la  proposition  15,  il  y  aura  proportion  entre  les 
côtés  homologues  de  ces  triangles,  c'est-à-dire,  entre  les  côtes  ad- 
jacents aux  angles  égaux  ,  et  l'on  pourra  écrire 

AO  :  OD  :  :  OC  :  OB  ; 

ce  qu'il  fallait  prouver. 

PROPOSITION  XXV. 

THÉOnÈME. 

'<  Si  d'un  point  0  {/if/.  132^,  pris  hors  d'un  cercle,  on  mène     li-.  i32. 
«  une  tangente  et  une  sécante  à  ce  cercle,  la  tangente  sera  moyenne 
«proportionnelle  entre  la  sécante  et  sa  partie  extérieure,  et  l'on 
«  aura 

OC  :  AO  ::  AO  :  OD. 

En  effet,  si  l'on  joint  AC  et  AD,  les  deux  triangles  OAC  et  OAD 
auront  les  angles  égaux;  car,  i"  l'angle  OAD  et  l'angle  C  ont  tous 
deux  pour  mesure  la  moitié  de  AD  {prop.  20  et  21,  liv.  2}  ;  2**  l'an- 
gle 0  est  commun;  donc,  3"  l'angle  ODA  =  OAC  {cor.  2,  prop.  20, 
lir.  1  ).  Donc,  d'après  la  proposition  15 ,  on  peut  écrire 

OC  :  OA  ::  OA  :  OD. 
PROPOSITION  XXVI. 

THÉORÈME. 

«Deux  sécantes  OP,  et  OC  (Jig.  131  ) ,  menées  d'un  même  point    r.t;    i  '.i. 
«0  à  un  cercle,   sont  réciproquement  proportionnelles  à  leurs 
«parties  extérieures,  c'est-à-dire  que  OB  :  OC  ::  01)  :  OA.  » 

Pour  démontrer  ceci,  je  tire  BD  et  AC  :  alors  j'ai  deux  triangles 


332  ÉLÉMENTS    DE    MATHÉMATIQUES. 

OlîD  et  OAC  qui  ont  leurs  angles  égaux;  car,  i"  l'angle  0  est 
commun  aux  deux  triangles  ;  2"  les  angles  B  et  C  ont  la  même 
mesure  ^  AD  {prop.  20,  liv.  2)  ;  donc,  3"  l'angle  OAC  égale  l'angle 
ODB  {corol.  2,  prop.  29,  liv.  l).  Donc,  d'après  la ;>»ro;).  lô, 
nous  aurons  OB  :  OC  ::  OD  :  OA. 

Scolie. — Ces  trois  propositions  pourraient  s'exprimer  par  ce 
seul  énoncé  :  Si  d'un  point  on  mène  2me  droite  qvi  coupe  un 
cercle ,  le  produit  des  distances  de  ce  point  aux  deux  intersec- 
tions ne  varie  pas,  quelque  direction  qu'ait  cette  droite.  Lorsque 
celle  droite  devient  tangente,  les  deux  intersections  se  réunissent 
pour  faire  le  point  de  conlacl,  et  le  produit  en  question  devient  le 
carré  de  la  tangente. 

Problèmes  relatifs  au  livre  III. 

PROBLÈME   PREMIER. 

«  Diviser  une  droite  en  tant  de  parties  égales  que  l'on  veut.  •> 
Hr.  i-,-.  Soit  AB  {fig.  1 37)  à  diviser  en  5  parties  égales ,  par  exemple,  je 
tire  la  droite  AG  quelconque ,  et  je  porte  5  fois  sur  cette  ligne  une 
longueur  quelconque  AC ,  ce  qui  me  donne  une  certaine  longueur 
totale  AG.  Je  joins  le  point  G  au  point  B,  et  par  le  point  C  je 
trace  une  parallèle  CI  à  la  droite  GB,  et  je  dis  que  Al  sera  la 
cinquième  partie  de  AB;  car,  d'après  la  proposition  12,  le  rapport 
de  AI  à  AB  est  le  même  que  celui  de  AC  à  AG. 

PROBLÈME  II. 

«  Trouver  une  quatrième  proportionnelle  à  trois  lignes  données 
r.-.  1^9.    «A,  B  et  C{fig.  139).» 

Pour  cela,  ayant  fait  un  angle  quelconque  D,  je  prends  sur  un 
des  côtés  des  longueurs  DA  et  DB  égales  à  A  et  à  B ,  et  sur  l'autre 
côté  une  longueur  DC  égale  à  C.  Puis,  ayant  joint  AC,  je  tire  par 
le  point  B  la  droite  BX  parallèle  à  AC,  et  DX  est  la  qualrièmo 
proportionnelle  demandée;  car  on  a,  d'après  la  prop.  12, 
AD  :  BD  ::  CD  :  XD. 

PROBLÈME   III. 

«  Trouver  une  moyenne  proportionnelle  à  deux  lignes  données 

fig.  140.     «A  et  B(/7.  140).» 
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l'ourccla,  ayant  pris  sur  une  môme  droite  les  longueurs  KF  et 
ED  (égales  à  A  et  à  H,  je  décris  sur  FD  comme  diamètre  une  demi- 
circonlérencc;  ensuite  j'élève  au  point  E  une  perpendiculaire  au 
diamètre,  terminée  à  la  demi-circonlerencc;  et  cette  perpendicu- 
laire EG  est  la  moyenne  demandée  {corol.  i,2^rop.  20). 

PROIU-ÈJIE    IV. 

-  Diviser  une  droite  AB  (////.  t4l)  en  moyenne  et  extrême  rai-    iij;.  141  • 
<^son,  c'est-à-dire ,  en  deux  parties  AF  et  FB,  telles  que  la  plus 
«grande  AF  soit moyeunc  proportionnelle  entre  la  plus  petite  FI» 
«  et  la  ligne  entière  AB.  » 

Pour  cela,  à  rextrémité  B  de  la  droite  AB  ,  j'élève  une  perpen- 
diculaire BC  égale  à  la  moitié  de  celte  droite  AB.  Ensuite,  du  point 
C  comme  centre,  avec  CB  pour  rayon ,  je  décris  une  circonférence  ; 
enfin  du  point  A  je  tire  une  sécante  AE  qui  passe  par  le  ceutre,  et 
décrivant  du  même  point  A  comme  centre  avec  Al)  pour  rayon, 
un  arc  DF,  cet  arc  partagera  la  ligne  AB  de  la  manière  demandée. 

Enelïet,  la  tangente  étant  moyenne  proportionnelle  entre  la 
sécante  et  sa  partie  extérieure  [prop.  2.5) ,  on  a  AE  :  AB  ::  AB  : 
AD,  d'où  Ion  tire  (p.  209)  AE  —  AB  :  AB  ::  AB  —  AD  :  AD  ou 
AF.  Or,  AB  =  2BC  et  par  conséquent  =  DE;  ainsi  le  premier 
antécédent  de  notre  proportion  AE  —  AB  égale  AE  —  DE  =  AD 
ou  AF  ;  de  plus,  le  second  antécédent  AB  —  AD  égale  FB  ;  donc  la 
proportion  devient  AF  :  AB  ::  FB  :  AF  ou  AB  :  AF  ::  AF  :  FB. 

PROBLÈME    V. 

«  Par  un  point  A  [fuj.  142)  donné  dans  un  angle  BCD,  inscrire    ii^.  142- 
«  une  droite  dans  cet  angle,  de  manière  que  ce  point  soit  le  milieu 
«  de  celte  droite.  » 

Pour  cela,  par  le  point  A  je  mène  une  droite  AE  parallèle  à 
l'un  des  côtés  CD  ;  ensuite ,  prenant  BE  =  EC,  je  tire  par  le  point 
B  et  le  point  donné  A  une  droite  BA  ,  qui,  prolongée  jusqu'en  D, 
satisfait  à  la  question.  En  effet,  d'après  le  corol.  &Q\d,prop.  12, 
on  a  BE  :  EC  ::  BA  :  AD;  or  BE  =  EC,  doncBA  =  AD. 

PROBLÈME  YI. 

«Construire  sur  une  droite  donnée  FK(y?^.  129)  un  polygone    i;-.  i^y. 
«  semblable  à  un  polygone  ABCDE.  » 
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Supposons  que  FK  soit  destiné  à  représenter  dans  le  polygone 
cl.crcbé  le  côté  AE  du  polygone  donné,  et  divisons  celui-ci  en 
tnaugles  par  des  diagonales  menées  toutes  d'une  des  extrémités  A 
do  ce  coté.  Ensuite,  construisons  sur  FK  un  triangle  semblable  au 
triangle  AED  ;  pour  cela,  d'après  le  corol.  de l^prop.  15  il  suffit 
(le  laire  au  point  F  l'angle  IFK  =  DAE  et  au  point  K  l'angle  K  r=  E. 
Cela  lait,  nous  pourrons  construire  de  môme  sur  FI  le  triangle  FUI 
semblable  au  triangle  ADC,  et  sur  FH  le  triangle  FHG  semblable 
aACB,  moyennant  quoi  nous  aurons  le  polygone  FKIHG,  qui 
d  après  la  proposition  22,  sera  semblable  au  polygone  ABCDE. 


LIVRE    IV 


LES  POLYGONES  RÉGULIERS  ET  LA  MESURE 
DU  CERCLE. 

DÉFINITION. 

Ou  appelle  polygone  re^?<fe;' tout  polygone  qui  a  tous  ses  côtés 
égaux  entre  eux,  et  tous  ses  angles  aussi  égaux  entre  eux. 

PROPOSITION  PREMIERE. 

THÉORÈME. 

.55.        «Deux  polygones  réguliers  ABC  et  abc  [Jig.  155)  d'un  même 
"  nombre  de  côtés,  sont  deux  figures  semblables.  « 

Pour  démontrer  cela,  d'après  la  définition  2  du  3*=  livre,  il  faut 
prouver  que  nos  deux  polygones  ont  :  1"  les  angles  égaux  chacun 
à  chacun,  et  2"  leurs  côtés  homologues  proportionnels.  Or  je 
dis  :  1"  que  A  —  a,  )i  =  b ,  etc.  Eu  effet,  supposons  que  nos  po- 
lygones aient  chacun  8  angles,  par  exemple  ;  alors  l'angle  A  est  la 
^^  partie  de  toute  lu  somme  des  angles  A-+-  B  -j-  c  4-,  etc. 
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puisque  tous  ces  angles  sont  égaux  ù  cause  de  la  définition  des  po- 
lygones réguliers.  De  Dième  l'angle  a  est  la  s'"  partie  de  a  -\-  b  -{- 
V  -+- ,  etc.  Or,  A  H-  lî  H-  0  -h  ,  etc.,  =  a  +  i  H-  <;  ■+,  clc, 
puisque  les  deux  polygones  ont  le  mèrae  nombre  de  côtés  (proj).  30, 
iiv.  1  ).  Donc,  A  =  a,  par  la  même  raison  IJ  =  6,  C  =  c,  etc. 
En  second  lieu  ,  je  dis  que  AH  :  ab  :  :  BC  :  bc  :  :  CD  :  cil,  etc. 
En  ellet,  tous  les  côtés  d'un  polygone  régulier  étant  égaux  d'après 
lu  définition ,  on  a 

AB  =  BC  =  CD  =,  etc., 
et      ab  =  bc  =  cd  =z  j  etc. 

Or,  si  l'on  divise  ces  deux  séries  d" équations,  membre  par 
membre,  on  trouve 

AB  _  BC  _  CD  _ 

ab         bc         cd       ' 

Donc ,  les  rapports  AB  :  ab,  BC  :  6c,  etc.,  sont  égaux,  et  ils  peu- 
vent faire  une  proportion  ;  ce  qu'il  fallait  montrer. 

PROPOSITION  II. 

TUÉORÈME. 

«  Tout  polygone  régulier  peut  être  inscrit  dans  un  cercle  et  lui 
«  être  circonscrit.  » 

Je  dis  d'abord  que  tout  polygone  régulier,  tel  que  ABCD  fi;; 
{fig.  156)  peut  être  inscrit  dans  un  cercle.  Eu  effet,  divisons  en 
deux  également  cliacuu  des  angles  A,  B,  C,  etc.,  de  ce  polygone 
par  des  sécantes  AO',  BO",  0"'C,  etc.  ;  je  dis  que  toutes  ces  sé- 
cantes se  couperont  en  un  même  point  0  et  seront  égales,  de 
sorte  que  l'on  aura  AO  =:  BO  =  CO,  etc.  Pour  le  prouver,  ob- 
servons que  ces  sécantes  fout  sur  chaque  côté  du  polygone  tel  que 
AB,  un  triangle  AOB(//y.  l,  prop.  26,  corol.  2).  Supposons  que 
l'on  prenne  les  côtés  du  polygone  pour  bases  de  ces  triangles: 
les  angles  du  polygone  étant  supposés  égaux ,  il  s'ensuit  que  les 
angles  adjacents  aux  bases  de  nos  triangles  sont  égaux,  puisqu  ils 
ne  sont  que  les  moitiés  de  ceux  du  polygone;  donc  ces  triangles 
seront  isocèles  (  Iiv.  l,  prop.  20  ).  On  voit  de  plus  que  leurs  bases 
sont  égales  entre  elles  comme  côtés  d'un  polygone  régulier  :  tous 
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DOS  triangles  ont  donc  une  base  égale  adjacente  à  des  angles  égaux. 
Ces  triangles  sont  donc  égaux;  donc  tous  leurs  côtés,  formés  par 
les  sécantes  AO',  BO",  CO'"...,  sont  égaux. 

Or,  chacun  de  ces  côtés,  comme  OB,  est  commun  à  deux  trian- 
gles AOB  et  BOC  qui  sont  ainsi  adjacents ,  et  l'extrémité  de  ce  côté 
commun  sert  de  sommet  à  ces  deux  triangles  à  la  fois.  Donc  deux 
triangles  adjacents  quelconques  dans  notre  figure  ont  même  som- 
met. D'après  cela,  si,  à  partir  d'un  quelconque  AOB  de  ces  trian- 
gles, on  les  parcourt  dans  un  certain  sens ,  dans  le  sens  A,  B,  C,... 
par  exemple,  on  verra  que  le  sommet  du  second  de  ces  triangles, 
savoir  BOC,  coïncide  avec  celui  du  premier  AOB;  que  le  sommet 
du  troisième  coïncide  avec  celui  du  second,  et  par  conséquent 
avec  celui  du  premier;  que  celui  du  quatrième  coïncide  avec  celui 
du  troisième,  et  par  conséquent  encore  avec  celui  du  premier; 
ainsi  de  suite;  de  sorte  que  tous  ces  triangles  ont  un  même  sommet 
avec  le  premier  AOB. 

Donc,  si  de  ce  sommet  0  de  nos  triangles  comme  centre  avec 
uu  rayon  AO  égal  à  leurs  côtés,  on  décrit  une  circonl'érence  de 
cercle ,  elle  passera  par  tous  les  sommets  de  notre  iwlygonc. 

Je  dis  en  second  lieu  que  le  polygone  régulier  ABC...  peut  être 
circonscrit  à  uu  cercle.  En  effet,  les  côtés  de  ce  polygone  sont,  d'a- 
près la  définition  des  polygones  réguliers,  des  cordes  égales  dans 
le  cercle  circonscrit  que  nous  venons  de  construire  :  donc  elles  se- 
ront toutes  à  égales  distances  du  centre  0  de  ce  cercle  {prop.  9, 
liv.  2).  Donc,  si  du  point  0  on  abaisse  des  perpendiculaires  telles 
que  OP  sur  les  dillereuts  côtés  du  polygone  ,  elles  seront  égales,  et 
si  du  point  0  comme  centre,  avec  l'une  d'elles,  OP  pour  rayon,  ou 
décrit  une  circonférence,  elle  touchera  tous  les  côtés  du  polygone , 
d'après  la  prop.  lo  du  liv.  2. 

Scolie  I.  — Le  point  0,  centre  des  cercles  inscrit  et  circonscrit,  est 
aussi  ce  qu'on  appelle  le  centre  dupolyrjone.  L'angle  AOB,  formé 
par  deux  rayons  OA  et  OB,  menés  de  ce  centre  aux  extrémités  d'un 
côté  quelconque  AB,  s'appelle  angle  au  centre. 

Tous  les  angles  au  centre  sont  égaux,  parce  que  tous  les  côtés  du 
polygone  étant  égaux,  ainsi  que  les  rayons  menés  à  leurs  extrémi- 
tés, tous  les  triangles  AOB  ,  BOC  ,  etc.,  sont  égaux.  On  obtiendra 
donc  la  valeur  d'un  angle  au  centre ,  en  divisant  la  somme  de  tous 
les  angles  formés  autour  du  point  0,  c'est-à-dire,  4  angles  droits 
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{cor.  4,j)rop.  7,  liv.  i),  par  le  nombre  de  tous  ces  augles,  c'est-à- 
dire  ,  par  le  nombre  des  côtés  du  polygone. 

Scolie  II.  —  Pour  inscrire  un  polygone  régulier  dans  un  cercle, 
il  sufflt  de  diviser  la  circonférence  en  autant  d'ans  égaux  que  l'on 
veut  donner  de  côtés  au  polygone,  et  tirer  les  cordes  AH,  i5C,  etc., 
de  ces  arcs  (,/?</.  XftS).  Eu  premier  lieu,  les  côtés  de  ce  polygone  «g.  ,js, 
seront  égaux  d'après  la  ;>/vv;.  4  du  liv.  2.  Ku  second  lieu,  les  an- 
gles A,  B,  etc.,  seront  aussi  égaux.  Eu  eflet,  chacun  d'eux,  tel  que 
EAn,apour  mesure  la  moitié  de  l'arc  EDOD  compris  entre  ses  côtés; 
et  ce  dernier  étant  égal  à  toute  la  circonférence  moins  les  deux 
arcs  AF  et  AB  sous-tendus  par  ces  côtés,  a  toujours  la  môme  va- 
leur, puisque  tous  les  arcs  sous-tendus  par  les  différents  côtés  du 
polygone  sont  égaux  par  construction. 

De  même  pour  circonscrire  GHI,  il  suffit  de  mener  une  tangente 
à  l'extrémité  de  chacun  des  arcs  égaux  AB,  BC,  car  tous  les  triangles 
AGB,  BHC,  etc.,  sont  isocèles,  puisque  les  angles  A  et  B  d'un 
même  triangle  AGB,  ayant  tous  deux  la  moitié  de  l'arc  AB  pour 
mesure,  sont  égaux.  D'ailleurs  tous  ces  triangles  sont  égaux ,  car 
AGB  et  BHC,  par  exemple,  ont  un  côté  égal,  AB^BC,  adjacent 
à  deux  angles  égaux,  GAB  =  HBC,  et  GBA=  HCB.  Or,  les  an- 
gles aux  sommets  G,  H,  etc.,  de  ces  triangles  sont  ceux  du  poly- 
gone, et  leurs  côtés  GA  ,  GB,  BH,  etc.,  sont  les  demi-côtés  de  ce 
polygone  ;  donc  celui-ci  a  ses  angles  et  ses  côtés  égaux,  donc  il  est 
régulier. 

PROPOSITION  111. 

PROBLÈME. 

"  Inscrire  un  carré  dans  un  cercle  donné  0  {Jig.  157).  »  f^.  i:>- 

Pour  cela  il  suffit  de  tracer  deux  diamètres  AC  et  BD  qui  se  cou- 
pent à  angles  droits  ;  car  alors  les  quatre  angles  formés  autour  du 
point  0  étant  égaux ,  les  arcs  qu'ils  comprennent  le  sont  aussi 
{prop.  17,  liv.  2).  Donc,  si  l'on  joint  les  extrémités  des  deux  dia- 
mètres AC  et  BD  par  quatre  cordes ,  celles-ci  seront  égales  {prop. 
4,  liv.  2).  D'ailleurs  il  est  évident  que  les  augles  formés  par  ces 
cordes  sont  droits,  puisque  chacun  d'eux,  tel  que  ABC ,  est  appuyé 
sur  un  diamètre  AC  {cor.  2 ,  prop.  20,  liv.  2).  Par  conséquent  le 

22 
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quadrilatère  ABCD  formé  par  ces  cordes estim  carré  (déf.  i  ^,liv.  l). 
Scolie.  —  Étant  donnée  la  valeur  numérique  du  rayon  OB ,  il 
sera  facile  de  calculer  celle  du  côté  AB  du  carré  inscrit.  En  effet,  le 
triangle  rectangle  AOB  donne  [prop.  s,  liv.  3)  ÂB'  =  ÂÔ'  -H  OB' 
ou  bien  ÂB'  =  2ÔB'  ;  car  AO  =  OB.  Donc ,  AB  =  OB  1^2!  Ainsi , 
pour  avoir  la  valeur  de  AB  ,  il  suffira  de  multiplier  celle  de  OB  par 
la  racine  carrée  de  2. 

PROPOSITION  IV. 

THÉORÈME. 

"  Le  côté  de  l'hexagone  régulier  est  égal  au  rayon.  » 
fi".  i58.  Pour  démontrer  cela,  AB  {fig.  158)  étant  le  côté  de  l'hexagone 
inscrit,  il  suffit  de  démontrer  qu'en  joignant  A  et  B  avec  le  centre, 
1(!  triangle  AOB  a  ses  côtés  égaux ,  ce  qui  aura  lieu  si  ses  trois  angles 
suut  égaux  [cor.  de  h  prop.  20,  Hv.  i);  or  ceci  est  aisé  à  voir.  En 
effet,  d'abord  l'angle  0  du  triangle  AOB,  d'après  le  scolie  i  de  la 
2)rop.  2 ,  aura  pour  valeur 

0  =  1  d'angles  droits. 

Ensuite  les  angles  A  et  B  de  ce  triangle  sont  égaux ,  puisque  les  cô- 
tés opposés  OA  et  OB  le  sont  (prop.  19 ,  liv.  l).  Or,  A  -h  B  -|-  0 
=:  2  droits  [prop.  29,  liv.  1);  donc  2A  +  0=:2.  riemplaçons 
dans  celte  égalité  0  par  |,  et  nous  aurons  2A-4-f  =:2,  d'où 
2A  =  2  —  I  =  f  ;  donc  A  r=  t,  donc  A  =  0,  donc  BO  =  AB  ;  ce 
qu'il  fallait  prouver. 

PROPOSITION  V. 

PROBLÈME. 

fi".  iGo.        "  Étant  donné  un  polygone  régulier  inscrit  ABCD...  (Jig.  i6o), 
«  circonscrire  à  la  même  circonférence  un  polygone  semblable.  » 

Par  chacun  des  milieux  T,  S,  etc.,  des  arcs  BA  ,  AF,  etc.,  me- 
nez une  tangente  au  cercle  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  les  prolon- 
gements BH  et  AG  des  rayons  qui  comprennent  cet  arc,  ces  tan- 
gentes formeront  le  polygone  demandé. 
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Kn  elïet,  je  dis  d'abord  que  chacuni'  de  ces  laiigeutes,  comme 
11(1  et  sa  suivante  III,  leiicontrcroiit  an  même  point  le  rayon  pro- 
lonj^c  OH  qui  sépare  les  arcs  auxquels  ces  droites  sont  tangentes. 
Kn  elïet,  les  triangles  TOII  et  NOH  sont  égaux  comme  ayant  un  côté 
TO  r=ON  adjacent  à  deux  angles  égaux  ,  l"  TOB  =  liOiN  comme 
demi-angles  au  centre  du  polygone  inscrit,  et  2"  T  ^  N  comme 
droits  :  donc  l'hypoténuse  OH  du  premier  triangle  et  l'hypoténuse 
011  du  second  sont  égales  :  donc  les  deux  tangentes  GH  et  IH  pas- 
sent au  même  point  II  de  OH  :  on  démontrerait  la  même  chose  pour 
les  autres  tangentes. 

Cela  posé^  comme  ces  tangentes  sont  parallèles  aux  côtés  du 
polygone  inscrit,  les  angles  du  polygone  qu'elles  forment  seront 
égaux  entre  eux  comme  ceux  du  pohgone  inscrit  :  de  plus,  les 
côtés  du  polygone  H(i3I,  etc.,  sont  égaux  entre  eux  ;  car  AB  étant 
parallèle  à  IIG,  les  triangles  GHO  et  ABO  sont  semblables,  et  on  a 
HG  :  HO  ::  BA  :  BO; 

HOl  et  BOC  donneraient  HI  :  HO  ::  BC  :  BO. 

Ces  deux  proportions  ayant  mêmes  conséquents,  leurs  antécé- 
dents doivent  être  en  proportion,  et  l'on  a 

HG  :  m  ::  BA  :  BC. 

Or  BA  =  BC,  donc  HG  =  HI  :  on  prouverait  de  même  que 
HI  =  IK,  etc. 

Scolie.  —  Réciproquement  étant  donné  le  polygone  circonscrit 
GHIK,  pour  inscrire  un  polygone  qui  lui  soit  semblable,  il  suffira  de 
joindre  le  centre  0  aux  sommets  G,  H,  I,  etc.,  par  des  rayons  qui 
coupent  la  circonférence  en  A,  B,  C,  etc.,  car  en  joignant  ces  der- 
niers points,  on  aura  le  polygone  ABCD...  semblable  à  GHIK...  En 
effet,  chaque  côté  inscrit,  tel  que  AB,  est  parallèle  au  côté  corres- 
pondant GH  du  polygone  circonscrit  d'après  la  prop.  13  du  liv.  3, 
puisque  les  droites  AO  et  BO  étant  égales  entre  elles  aussi  bien  que 
GO  et  HO,  l'on  a  AO  :  BO  ::  GO  :  HO.  De  ce  parallélisme  il  est 
facile  de  conclure  que  les  angles  du  polygone  ABC...  sont  égaux 
à  ceux  d&GHI...  et  que  les  côtés  de  ces  polygones  sont  propor- 
tionnels. 


22. 
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PROPOSITION  VJ. 

THÉORÈME. 

fi-.  iGo.  «  L'aire  d'un  polygone  régulier  GHI...  [fig.  160)  est  égale  à  son 
«  périmètre  multiplié  par  la  moitié  du  rayon  OT  du  cercle  inscrit.» 
En  effet,  si  l'on  mène  du  centre  0  des  rayons  aux  différents 
sommets  du  polygone,  on  le  partagera  en  autant  de  triangles  HOG, 
1011,  etc.,  qu'il  y  a  de  côtés  ;  et  chacun  de  ces  triangles,  comme 
HOG  ,  peut  être  considéré  comme  ayant  pour  base  le  côté  HG  du 
polygone  auquel  il  répond ,  et  pour  hauteur  le  rayon  OT  du  cercle 
inscrit.  Ainsi  on  aura  d'abord  : 

triangle  GOH  =  ^  OT  x  HG. 

Ensuite  on  aura  triangle  HOI  =  ^  ON  X  IH,  ou  bien 

triangle   HOI  =  i  OT  X  HI  ; 

car  ON  =  OT.  On  trouverait  de  même 

triangle   IOK=:iOTxKI; 

ainsi  de  suite.  Donc,  en  ajoutant  ensemble  toutes  ces  égalités,  il 

viendra 

GOH  +  HOI  4-  lOK  +,  etc.,  ou  le  polygone  =  i  OT  X  (HG  + 

IH  -H  Kl  -}- ,  etc.  )  ;  ce  qu'il  fallait  prouver. 

Scolie.  —  OT ,  qui  est  le  rayon  du  cercle  inscrit ,  n'est  autre 
chose  que  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  un  côté  du  po- 
lygone; c'est  ce  qu'on  appelle  V apothème  du  polygone. 

PROPOSITION  VII. 

THÉORÈME. 

«  Les  périmètres  de  deux  polygones  léguliers  d'un  même  nom- 
«  bre  de  côtés  sont  entre  eux  comme  les  rayons  des  cercles ,  soit 
«inscrits,  soit  circonscrits,  et  leurs  surfaces  sont  entre  elles 
«  comme  les  carrés  de  ces  rayons.  » 
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Soient  ABC  et  abc  ces  deux  polygones  réguliers  que  nous  ne  re- 
présentons qu'en  partie  sur  \9.jig.  I6i.  Des  centres  0  et  o  de  ces  H-  ï''^'- 
polygones,  je  mène  les  rayons  ao ,  do  et  AO,  DO  des  cercles  cir- 
ronscrits  et  inscrits  ;  j'aurai  ainsi  deux  triangles  rectangles  AOD  et 
aod  dont  les  surfaces  seront  entre  elles  comme  celles  des  deux 
polygones,  et  leurs  bases  AD  et  ad  comme  les  périmètres  de  ces  po- 
lygones, puisque  ceux-ci  étant  d'un  même  nombre  de  côtés,  les 
deux  triangles  iront  le  même  nombre  de  fois  dans  les  deux  surfaces 
polygonales ,  et  les  bases  AD  et  ad  iront  ce  nombre  de  fois  dans  les 
deux  périmètres  entiers.  Ce  nombre  de  fois ,  pour  les  surfaces  et 
pour  les  périmètres,  sera  double  du  nombre  des  côtés  ;  car  sur  cha- 
que côté,  comme  AB,  il  y  aura  deux  triangles  rectangles,  tels 
que  ADO.  Cela  posé,  les  triangles  ADO  et  ado  seront  semblables, 
parce  que,  l°  d  =  D  comme  angles  droits;  2"  ang,  rtod  =  AOD 
comme  demi-angles  au  centre  {scolie  i  de  la  prop.  2)  ;  ce  qui 
sufflt  pour  la  similitude  (cor.,  prop.  15,  tiv.  3).  Donc  d'abord 
nous  aurons 

AD  :  ad  :  :  AO  :  «o  :  :  DO  :  do  ; 

c'est-à-dire  que  les  bases  AD  et  ad  sont  entre  elles  comme  les 
rayons  circonscrits  et  inscrits.  Or  ces  bases  sont  entre  elles  comme 
les  périmètres  des  polygones,  donc  ces  derniers  sont  aussi  entre 
eux  comme  les  mêmes  rayons. 
En  second  lieu,  nous  aurons  encore  (prop.  21,  liv.  3)  : 

ado  :  ADO  ::  âô"  :  ÂÔ'  ::  ôd'  :  ÔD'; 

c'est-à-dire  que  les  triangles  ado  et  ADO  sont  entre  eux  comme  les 
carrés  des  rayons  circonscrits  et  inscrits.  Or  ces  triangles  sont  en- 
tre eux  comme  les  surfaces  des  polygones  ;  donc  ces  surfaces  sont 
entre  elles  comme  les  carrés  des  mêmes  rayons. 

PROPOSITION  VIII. 

LEMME. 

«  On  peut  trouver  un  polygone  régulier  dont  la  surface  et  la  cir- 
«  conférence  aient  des  valeurs  aussi  approchant  qu'on  voudra ,  de 
«  celles  du  cercle  AO  fjig.  149).  »  %  149. 

D'abord  cette  proposition  est  évidente  pour  la  surface  ,  car  il  est 
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clair  qu'en  inscrivant  successivement  dans  un  cercle  des  polygones 
réguliers  de  nombres  de  côtés  doubles  les  uns  des  autres ,  leurs  sur- 
faces différeront  de  moins  en  moins  de  celle  du  cercle.  Mais  je  dis 
que  notre  proposition  n'est  pas  moins  vraie  pour  les  périmètres. 

Pour  le  prouver,  j'observe  que  la  valeur  de  la  circonférence  d'un 

cercle  tel  que  celui  décrit  ifig.  160)  du  point  0  comme  centre  avec 

AO  pour  rayon,  est  toujours  comprise  entre  les  valeurs  despérimè- 

tresdes  polygones  inscrit  et  circonscrit,  tels  que  ABCD.,.  et  GHIK... 

fig.  ico.        D'abord  il  est  certain  que  celte  circonférence  est  plus  grande  que 

tout  polygone  inscrit  ABCD,...  parce  que,  d'après  la  définition  de  la 

ligne  droite  (p.  254),  chaque  côté  AB  de  ce  polygone  est  moindre 

que  l'arc  ATB  dont  ce  côté  est  la  corde.  En  second  lieu ,  la  même 

circonférence  est  plus  petite  que  tout  polygone  circonscrit  GHIK  : 

c'est  ce  que  nous  demandons  qu'on  admette  comme  évident.  En 

général ,  nous  regardons  comme  un  axiome,  que  quand  il  ne  s'agit 

que  de  ligne  convexe ,  c'est-à-dire,  qui  ne  peut  être  coupée  en 

plus  de  deux  points  par  une  ligne  droite  {liv.  \,prop.  .30,  scolie.  ), 

alors  une  ligue  enveloppée  par  une  autre  est  plus  petite  que  la  ligne 

enveloppante  (i).  Ainsi,  la  longueur  de  notre  circonférence  est 

(1)  Nous  avons  préféré  donner  cette  vérité  comme  un  axiome,  i)arce  qne  les 
démonstrations  qu'on  en  donne  ordinairement  ne  sont  vraiment  pas  satisfai- 
santes. Ainsi,  Lacroix  dit,  pour  démontrer  la  vérité  dont  il  s'agit,  que,  par  rap- 
port aux  polygones  circonscrits  GHI...,  JWUV...,  et(;.,  la  circonférence  est  une 
limite  de  laquelle  ils  s'approciicnl  sans  cesse;  et  qu'ainsi,  ces  polygones  allant 
sans  cesse  en  diminuant,  il  laut  que  la  circonférence  soit  pins  petite  qu'eux 
ions.  Or,  ce  laisonnement  suppose  que  deux  lignes  ne  peuvent  s'approcher  de 
(orme,  c'est-à-dire  que  les  points  de  l'une  ne  peuvent  s'approcher  des  points  de 
l'autre,  sans  que  ces  deux  lignes  n'approchent  sans  cesse  d'être  de  même  lon- 
gueur. Or,  1"  ce  principe,  qui  est  vrai  pour  la  figure  160,  revient  précisément  à 
la  proposition  même  qu'il  s'agit  de  prouver,  à  savoir  qu'on  peut  trouver  un 
polygone  aussi  approchant  qu'on  veut  de  la  circonférence  par  rapport  <à  la  lon- 
gueur du  contour;  ainsi,  il  vaudrait  tout  autant  piendre  sim|ilement  celte  pro- 
position pour  axiome.  2°  Ce  principe,  qui  est  vrai  pour  la  figure  IGO  et  pour 
toute  figure  convexe,  ne  l'est  pas  pour  la  ligure  144.  Dans  cette  figure  AEB  est 
un  arc  de  cercle,  ou  toute  autre  ligne,  dont  les  extrémités  sont  A  et  B.  Par  ces 
extrémités,  on  a  mené  deux  tangentes  AN  et  BN  à  cet  arc.  Ce  même  arc  est  di- 
visé en  plusieurs  parties  par  des  points  C,  D,  E,  et,  par  chacun  de  ces  points,  on  a 
mené  des  parallèles  aux  deux  tangentes.  Ces  parallèles  font  une  ligne  brisée 
AA'EE'CC'DD'  qui  est  circonscrite  à  l'arc  AEDB.  Supposons  que  l'on  prenne 
les  poiids  A ,  E ,  D ,  C ,  B ,  de  plus  en  [ilus  nondjrenx ,  et  de  plus  en  plus  rappro- 
chés ,  la  ligne  brisée  se  composera  d'un  nombre  de  côtés  de  plus  en  plus  grand, 
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toujours  comprise  entre  celles  des  polygones  inscrit  et  circonscrit, 
tels  que  ABC... ,  GUI...  Si  nous  supposons  que  ces  deux  polygones 
sont  des  polygones  réguliers  d'un  même  nombre  de  côtés,  alors  les 
deux  apothèmes  OT  et  0  T  détermineront,  d'après  la  prop.  7,  le 
rapport  des  périmètres  de  ces  mêmes  polygones.  D'après  cela , 
comme  la  dilTércnce  TT'  des  apothèmes  de  deux  polygones  inscrit 
et  circonscrit  d'un  môme  nombre  de  côtés,  diminue  indéliniment  à 
mesure  que  ce  nombre  de  côtés  augmente,  il  faut  conclure  que  la 
dillércnce  des  périmètres  des  deux  polygones  diminue  indéfiniment  ; 
donc,  à  fortiori ,  la  dilTérence  de  l'un  de  ces  polygones  au  cercle 
peut-elle  devenir  aussi  petite  qu'on  voudra. 

Scolie  I. — Quand  nous  disons  qu'une  ligne  convexe  ne  peut 
être  coupée  par  une  ligue  droite  en  plus  de  deux  points ,  il  l'aut 


et  ses  points  se  rapprocheront  de  plus  en  plus  de  ceux  de  l'arc  ADB.  Néanmoins, 
la  longueur  de  cette  ligne  brisée  ne  s'appiocliera  pas  de  celle  de  l'arc,  car  cclfe 
longueur  resteia  toujours  la  même  et  égale  à  AN  +  NB.  Legendre  a  donne  d'an- 
tres considérations  qui  reviennent  au  même  pour  le  fond ,  et  auxquelles  ?.l.  vin- 
rent a  donné  un  tour  qui  leur  procure  une  certaine  apparence  de  rigueur. 
Examinons  ces  considérations  seulement  pour  le  cas  dont  nous  avons  besoin, 
c'est-à-dire  quand  il  s'agit  d'une  ligne  courbe  ,  AMB  ,  fig.  147,  enveloppée  par 
plusieurs  polygones  circonscrits ,  ADGB ,  ACEHIKB ,  etc.  Il  s'agit  de  prouver  que 
la  ligne  enveloppée  AMB  est  plus  courte  que  tous  les  polygones  enveloppants. 
Pour  cela,  Legendre  reniar<|ue  que,  quelque  polygone  enveloppant  (pie  l'on 
prenne,  il  ne  peut  servir  deniininnim  aux  lignes  que  l'on  considère,  parce  qu'en 
prenant  un  polygone  qui  ait  un  côté  de  plus,  il  sera  plus  court  que  celui  (pi'on 
avait  pris  ;  ce  qui  est  facile  à  prouver.  Or,  il  faut  bien  ,  dit  M.  Vincent ,  que,  de 
toutes  les  lignes  que  l'on  considère ,  y  compris  la  ligne  enveloppée,  il  y  en  ait 
une  plus  courte  que  toutes  les  autres;  et,  puisque  ce  n'est  aucune  des  envelop- 
pantes, il  faut  que  ce  soit  la  ligne  enveloppée.  A  cela  ,  je  réponds  qu'il  n'est  pas 
du  tout  nécessaire  que,  de  tontes  ces  lignes  que  l'on  considère,  il  y  eu  ait  une 
plus  petite  que  toutes  les  autres.  En  eITtit ,  ces  lignes  offrent  une  série  de  lignes 
dont  le  nombre  est  infini.  On  considère  en  effet  le  polygone  ADGB  avec  la 
courbe  AMB,  et,  entre  ces  deux  lignes,  un  nombre  infini  de  polygones  dont  le 
nombre  des  côtés  va  toujours  croissant.  Tous  ces  pohgones  diminuant  toujours 
de  longueur  à  mesure  que  le  nombre  de  leurs  côtés  augmente,  aucun  ne  devient 
nul ,  et  ils  ne  peuvent  avoir  zéro  pour  limite.  Ainsi ,  nos  polygones  forment  une 
sorte  de  progression  décroissante  dont  aucun  terme  n'ei^t  le  plus  petit  de  tous, 
naais  qui  ont  une  certaine  limite  inférieure.  Jlaintenant,  la  courbe  AMB  est-elle 
égale  à  cette  limite  ou  à  un  des  termes  de  la  progression,  c'est-à-diie  à  un  de  nos 
polygones  circonscrits  ?  C'est  là  la  cpiestion  ,  laquelle ,  selon  moi ,  n'est  décidée, 
jusqu'ici ,  que  par  l'évidence  immédiate ,  mais  nullement  par  le  moyen  d'aucun 
raisonnement  rigoureux. 
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entendre  cela  d'une  vraie  sécante  et  non  d'une  droite  qui  ne  ferait 
que  ioMcAer  la  ligne  convexe  en  question.  Car  un  polygone  con- 
vexe ou  une  figure  convexe  dont  certains  côtés  seraient  droits  et 
les  autres  courbes,  étant  décrite  sur  un  plan ,  on  pourrait  tracer 
sur  ce  plan  une  droite  qui  aurait  plus  de  deux  points  communs 
avec  son  contour  ;  il  suffirait  pour  cela  de  prolonger  indéfiniment  à 
ses  deux  bouts  l'une  des  lignes  droites  qui  lui  servent  de  côtés  ;  car 
alors  ce  côté  ainsi  prolongé  serait  une  ligne  droite  indéfinie,  qui  au- 
rait une  infinité  de  points  communs  avec  le  contour  de  la  figure  con- 
vexe donnée. 

Scolie  II.  — 11  évident  que  pour  notre  axiome,  il  suffit  que  la  li- 
gne enveloppée  soit  convexe ,  et  qu'il  aurait  encore  lieu  quand  on 
prendrait  une  ligne  enveloppante  qui  ne  serait  pas  convexe. 

Scolie  III.  —  L'axiome  de  la  ligne  enveloppée  plus  grande  que 
touteligue  enveloppante,  n'est  qu'une  généralisation  de  la  proposi- 
tion que  la  ligne  droite  est  plus  courte  que  toute  autre  ligne  qu'on 
mènerait  d'une  de  ses  extrémités  à  l'autre.  Comme  cette  considéra- 
tion n'a  pas  grand  résultat ,  je  me  contente  de  l'énoncer  sans  la 
développer. 

PROPOSITION  IX. 

LEMME. 

On  peut  considérer  un  cercle  comme  un  polygone  régulier 
d'une  infinité  de  côtés. 

lui  effet,  à  mesure  que  l'on  multiplie  le  nombre  des  côtés  d'un 
polygone  régulier  circonscrit  ou  inscrit  à  un  cercle,  ou  voit  par  la 
proposition  piécédeute  que  le  contour  de  ce  polygone,  et  par  l'é- 
videuce  même,  que  sa  surface,  sa  forme,  sou  rayon  et  tout  ce  qu*'on 
peut  y  considérer,  approchent  de  plus  en  plus  du  contour  du  cer- 
cle, de  sa  surface,  de  ses  rayons,  et  de  tout  ce  qu'on  peut  y  considérer 
aussi.  Donc  toute  différence,  sous  quelque  rapport  que  ce  soit,  dis- 
paraîtrait entre  le  cercle  et  le  polygone,  si  l'on  pouvait  continuer 
jusqu'à  l'infini  la  multiplication  des  côtés  de  celui-ci,  et  c'est  là 
tout  ce  que  veut  dire  notre  proposition. 

PROPOSITION  X. 

inÉOBÈME. 

«  Les  circonférences  de  cercles  sont  entre  elles  comme  les  rayons 
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"'<  OU  les  dicamètres ,  et  leurs  sui  laces  comme  les  carrés  de  ces 
«  rayons  ou  de  ces  diamètres.  » 

Kn  effet,  d'après  les  prop.  8  et  9,  les  cercles  peuvent  être  re- 
gardés comme  des  polygones  réguliers  d'une  infinité  de  côtés,  dont 
les  apothèmes  {prop  6,  scolie  )  seraient  les  rayons  de  ces  cercles. 
Or,  les  périmètres  des  polygones  réguliers  sont  entre  eux  (prop.  7) 
comme  leurs  apothèmes ,  et  leurs  surfaces  comme  les  carrés  de  ces 
apothèmes;  donc  les  circonférences  des  cercles  sont  entre  elles 
comme  leurs  rayons,  et  leurs  suri'aces  comme  les  carrés  de  ces 
rayons.  Maintenant,  quand  on  double  des  quantités,  ces  doubles 
ou  leurs  carrés  étant  proportionnels  à  ces  quantités  ou  à  leurs 
carrés,  on  voit  que  les  circonférences  des  cercles  ou  leurs  surfaces 
sont  proportionnelles  aux  diamètres  ou  à  Jeurs  carrés,  puisque  ces 
diamètres  ne  sont  autre  chose  que  les  doubles  des  rayons. 

Scolie.  — Si  l'on  fait  difficulté  d'admettre  cette  conclusion,  parce 
que  jamais  il  n'est  tout  à  fait  permis  de  confondre  un  cercle  avec 
un  polygone,  on  admettra  au  moins  que  l'erreur  de  cette  conclu- 
sion, c'est-à-dire,  la  quantité  dont  il  s'en  faut  que  le  rapport  de 
deux  circonférences  C  et  C  égale  celui  de  leurs  rayons  R  et  R',  sera 
d'autant  plus  petite ,  qu'à  la  place  des  cercles  on  aura  pris  des  po- 
lygones réguliers  P  et  P'  d'un  plus  grand  nombre  de  côtés  circons- 
crits à  ces  cercles  (9).  Or,  rien  ne  limite  le  nombre  de  ces  côtés  ; 
donc  aussi  la  petitesse  de  notre  erreur  ou  la  différence  des  rapports 

C       R 

-7-et  r^  est  au-dessous  de  toute  quantité  si  petite  qu'elle  soit  ;  mais 
C        R 

C         R 

les  rapports  7^  et  ^  étant  des  quantités  fixes  et  nullement  varia- 
bles comme  P  et  P'  qui  varient  à  mesure  qu'on  multiplie  leurs 
côtés,  la  différence  de  ces  rapports  est  pareillement  fixe  et  indé- 
pendante du  nombre  des  côtés  de  P  et  P'.  C'est  donc  actuellement 
même  et  indépendamment  de  toute  multiplication  des  côtés  de  P 

C       R 
et  P',  que  la  différence  de  p  à  ^  est  au-dessous  de  toute  quantité 

si  petite  qu'elle  soit.  Mais  il  n'y  a  que  zéro  qui  soit  ainsi  au-des- 

C       R 

sous  de  toute  quantité  ;  donc  notre  erreur  ou  la  différence  ~,  à  -^ 

C         R 

égale  zézo ,  donc  ^^  =  ^.  C.  Q.  F.  D. 
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PliOPOSITION  XI. 


THÉORÈME, 


«  L'aire  du  cercle  est  égale  au  produit  de  sa  circonférence  par 
"  la  moitié  du  rayon.  ■> 

En  effet,  un  cercle  peut  être  considéré  {prop.  8  et  9)  comme 
un  polygone  régulier  d'un  nombre  infini  de  côtés  dont  l'apothème 
(prop.  6,  scolie  )  serait  le  rayon  de  ce  cercle.  Or  un  polygone  ré- 
gulier a  pour  mesure  ijjrop.  6)  son  périmètre  multiplié  par  la 
moitié  de  son  apothème;  donc  le  cercle  a  pour  mesure  sa  circon- 
lérence  multipliée  par  la  moitié  de  son  rayon. 

Scolie.— Si  le  raisonnement  ci-dessus  laissait  quelque  doute, 
on  l'éclaircirait  par  la  considération  du  scolie  du  théorème  pré- 
cédent. 
f.?.  %  /,/..       Corollaire.  —  «  Dans  un  cercle  A  [fig.  59  bis  )  dont  le  rayon  AB 
«  est  représenté  par  R,  on  a 

cire.  =  27rR  et  .<;urf.  =  nR', 
«  TT  désignant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  » 

En  effet,  d'après  h  prop.  lo,  les  circonférences  étant  propor- 
tionnelles à  leurs  diamètres,  le  rapport  x  sera  de  même  valeur 
dans  tous  les  cercles.  Donc  si  je  prends  un  cercle  D,  dont  le  dia- 
mètre ce  soit  égal  à  i,  sa  circonférence  égalera  tt,  puisque  tt  dé- 
signant combien  la  longueur  de  cette  circonférence  contient  de  fois 
le  diamètre,  marquera  ici  le  nombre  d'unités  que  vaut  la  circon- 
férence D.  Or  la  prop.  i  o  donne  cire.  A  :  cire.  D  :  :  BB'  :  CC  • 
par  conséquent,  si  l'on  met  dans  cette  proportion  pour  cire.  D,' 
BB'  et  ce  leurs  valeurs  cire.  D  =  tt,  BB'  =  2R  et  CC  =  l  or! 
aura 

cire.  A  :  TT  :  :  2R  ;  1 ,  d'où  cire.  A  =  27rR. 

En  second  lieu,  pour  avoir  la  surface  de  A,  il  faut  multiplier 
cire.  A  ou  27rR  par  |  R;  on  a  donc 

surf.  A  =:  2  X  ^  ttRR  =  ttR'. 

Scolie.  —  On  ne  peut  pas  trouver  la  valeur  exacte  de  tt;  autre- 
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ment  dit,  tt  est  une  quantité  incommensurable;  mais,  néanmoins, 
on  peut  approcher  autant  qu'on  veut  de  cette  valeur  exacte,  et  on  a 
efleclivcment  poussé  les  calculs  jusqu'à  un  très-giand  nombre  de 
décimales  que  voici  :  -k  =  3,1  1150200358979:52  ,  etc.  Mais  pour 
le  plus  grand  nombre  des  cas ,  il  suffit  de  la  valeur  t:  =  ^trouvée 
|)ar  Archimède. 

On  va  expliquer,  dans  les  problèmes  suivants,  une  méthode  très- 
élémentaire  pour  obtenir  ces  approximations. 

PROPOSITION  xn. 

THÉORÈME. 

«  Connaissant  la  valeur  a  du  côté  AB  {fig.  ino  )  d'un  polygone    n-.  iCo. 
"  régulier  inscrit  à  un  cercle,  et  la  valeur  r  du  rayon  OB  ou  OT  de 
"  ce  cercle,  calculer  le  côté  du  polygone  semblable  circonscrit  au 
«  même  cercle.  » 

D'après  la  proposition  5 ,  on  pourra  prendre  pour  ce  polygone 
circonscrit  un  polygone  HGM...  dont  les  côtés  seront  parallèles  à 
ceux  de  ABC . . .  et  dont  les  sommets  seront  sur  les  rayons  OB,  OC,  etc. , 
prolongés.  Cela  posé ,  représentons  par  x  le  côté  cherché  H(i ,  et 
observons  que  les  triangles  semblables  OHT  et  OBT'  donnent 
OT  :  Bï'  ::  OT  :  HT;  mais  on  peut  multiplier  les  conséquents  par 
2  et  mettre  BA  au  lieu  de  2BT',  eu  même  temps  que  HG  au  lieu  d»; 
2 HT;  on  aura  donc 

OT'  :  BA  :  :  OT  :  HG , 

ou  bien  OT'  :  a  ::  r  :  ce. 

Or,  le  ti'iaugle  rectangle  OBT'  donne  ÔT' =  Ôlî' —  BT' ;  et 

BF  étant  égal  a  —,  BT   sera  égal  a  — -  ,  ce  qni  donnera 

ÔT"  =ÔB'  -  — ', 
4 

ou  bien 

72  «* 

OT'  =  r^  —  —  ; 

4 
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d'où 


OT' 


v"^. 


En  mettant  cette  valeur  à  la  place  de  T'O  dans  la  dernière  propor- 
tion ci-dessus ,  elle  deviendra 


Donc 


X  = 


a  '.'.  r  '.  X. 


ar 


V'r'-'i 


4 

PROPOSITION  Xlïl. 

PROBLÈME. 

(f  Connaissant  la  valeur  a  du  côté  d'un  polygone  inscrit  à  un 
«  cercle,  et  la  valeur  r  du  rayon  OT  ou  OB  de  ce  cercle  [fig.  160), 
f(  calculer  le  côté  du  polygone  régulier  d'un  nombre  double  de 
«  côtés  inscrit  dans  le  même  cercle.  » 

En  joignant  les  extrémités  de  chaque  côté  du  polygone  donné 
avec  le  milieu  de  l'arc  sous-tendu  par  ce  côté ,  on  formera  ainsi 
un  polygone  régulier  d'un  nombre  double  de  côtés.  Maintenant 
pour  calculer  le  côté  BT  que  je  représenterai  par  y,  observons  que 
le  triangle  BTT'  rectangle  en  T'  donne 

BT  '  =  Ër  '  +  Tr  ' , 

ou  bien 

r  =  j-^  TT'\ 

CarBT'  étant  égal  à  —,  on  a  BT"  =  —  ,  ou  =  — • 

Or ,  TT'  =  OT  —  or  ou  =  ?  —  OT'  ;  donc ,  pour  avoir  TT ' ,  il 
i'aut  élever  r  —  OT'  au  carré  ,  ce  qui  se  fera  d'après  la  page  l  G  i 
de  l'algèbre ,  et  donnera 

TT"  =r'  —  2r  X  OT'  -f-  ÔT" . 
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Mais  le  triangle  rectangle  BOT'  donne 

Ôr'  =  ÔB'  —  BT'  ou  ÔT'  =  r'  —  ^. 

4 

et  par  suite 

0T'=  V   r'—^- 

Mettons  ces  expressions  à  la  place  de  T'O  et  de  T'O"  dans  la  \  a- 
leiir  ci-dessus  de  TT',  et  nous  aurons 

— ;i                      i  /          «'                 «^ 
TT'    =  r'  —  2r  y   r'  —  -  +  r^ -. 

'4  4 

OU  bien 


TT' 


Enfin  substituons  cette  expression  à  TT'^  dans  la  valeur  de  y'  ob- 
tenue plus  haut ,  et  il  viendra 

a"  a"  -   /  a' 


4 


ou 


donc 


If  =z2r^  —  2r\/  /■'  —  T' 


y  =  V    2r^  —  2rv    r^  ——' 
PROPOSITION  XIV. 

PROBLÈME. 

«  Trouver  le  rapport  approché  de  la  circonférence  au  diamètre.» 
Ce  rapport  étant  le  même  dans  tous  les  cercles  d'après  la  pro|)o- 
sition  10  ,  il  suffira  de  le  calculer  pour  uu  seul  cercle  que  l'on  choi- 
sira comme  on  le  jugera  plus  a  propos.  Je  choisis  donc  le  cercle 
dont  le  rayon  soit  égal  à  t  ,  c'est-à-dire ,  soit  égal  à  l'unité  de  lon- 
gueur ;  alors  pour  résoudre  notre  problème  sur  ce  cercle,  il  laudru 
avoir  les  valeurs  de  sa  circonférence  et  de  son  diamètre,  puis  diviser 
l'une  par  l'autre.  La  valeur  du  diamètre  est  évidemment  2,  puis- 
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qu'on  suppose  le  rayon  égal  à  l  ;  il  ne  reste  donc  plus  qu'à  calculer 
celle  delà  circonférence.  Pour  cela  nous  allons  successivement  cal- 
culer en  décimales  les  périmètres  des  polygones  réguliers  inscrits  et 
circonscrits  d'abord  de  6  côtés,  puis  de  1 2  côtés,  ensuite  de  24  côtés, 
et  ainsi  de  suite  en  doublant  toujours  le  nombre  des  côtés  des 
polygones  jusqu'à  ce  que  l'on  soit  arrivé  à  deux  polygones  sembla- 
bles, l'un  inscrit  et  l'autre  circonscrit ,  dont  les  valeurs  des  périmè- 
tres aient  leurs  premiers  chiffres  entiers  et  décimaux  communs,  et 
ne  diffèrent  que  dans  les  derniers  chiffres  ;  car  il  est  bien  clair  que 
tous  ces  chiffres  communs  aux  deux  polygones  le  seront  aussi  au 
cercle,  puisque  la  circonférence  de  celui-ci  est  comprise  entre  ces 
polygones  (p.  343,  lig.  i  ).  Ainsi  on  obtiendra  de  cette  manière  au- 
tant de  chiffres  que  l'on  voudra  de  la  valeur  de  celte  circonférence. 
i6o.  Soit  donc  ABC...  {fig.  160)  l'hexagone  régulier  inscrit  dans  la 
circonférence  dont  le  rayon  OA  est  censé  égal  à  i,  et  cherchons  la 
valeur*' du  côté  HG  de  l'hexagone  circonscrit.  A  cet  effet  il  suf- 
fira de  reprendre  la  formule  de  la  proposition  1 2 , 

ar 
X  = 


où  a  et  r  représentent  AB  et  OA.  Or  le  côté  AB  de  l'hexagone  inscrit 
égale  le  rayon  OB  (  prop.  4  ),  et  par  conséquent  égale  1  :  il  fau- 
dra donc  dans  la  formule  ci-dessus  remplacer  a  et  r  par  l ,  ce  qui 
donnera 

1  t  1  2 

—  =  1,1547007. 


z~\yz 


W^-\  v/|  /, 

Ayant  ainsi  les  côtés  i  et  l,  1547007  des  hexagones  inscrit  et  cir- 
conscrit, ou  passera  au  calcul  des  dodécagones,  et  on  commencera 
par  calculer  le  côté  ij  du  dodécagone  inscrit  au  moyen  de  la  formule 
de  la  proposition  1 3  : 

où  r  et  a  étant  encore  le  rayon  et  le  côté  de  l'hexagone  inscrit,  doi- 
vent encore  être  remplacés  par  i ,  ce  qui  donnera 
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i/=    V2  —  2    y/i__  —  0,517038. 

Kiisuilo,  pour  le  côté  a;  du  dodécagoue  circonscrit,  ou  repren- 
dra la  lormule 

ar 

où,  r  étant  toujours  1 ,  a  représentera  le  côté  du  dodécagoue  ins- 
crit, c'est-à-dire,  0,517638;  ainsi  il  faudra  calculer 

0,517038 

"~    .  /    ^  (0,517638)-' 

4 

et  l'on  trouvera  x  =  0,535899. 

Ayant  ainsi  les  côtés  des  dodécagones,  on  calculera  avec  les 
mêmes  rormules  des  propositions  12  et  13  les  côtés  dos  polygones 
de  24  côtés,  ainsi  de  suite.  Après  cela,  en  multipliant  les  valeurs 
de  ces  côtés  par  6  dans  le  cas  des  hexagones,  par  12  dans  le  cas 
des  dodécagones,  etc.,  ou  en  conclura  les  périmètres  de  ces  polygo- 
nes, tels  qu'on  les  voit  ici  : 

IISSCRITS.  CIRCONSCRITS. 

De  6  côtés 6  6,928204 

12  6,211650    6,430791 

24  6,2653        6,31941 

48  6,2786        6,29212 

96  6,28239      6,285776 

où  l'on  voit  que  les  polygones  inscrit  et  circonscrit  de  96  côtés 
ont  les  trois  premiers  chiffres  communs,  savoir  :  le  chiffre  des 
unités,  ainsi  que  ceux  des  dixièmes  et  des  centièmes.  On  peut  donc 
être  sûr  que  ces  trois  mêmes  chiffres,  6,28,  sont  aussi  communs  à 
la  circonférence  du  cercle  ;  donc  la  valeur  de  cette  circonférence 
calculée  jusqu'aux  centièmes  est  6,28;  si  donc  on  la  divise  par  le 
diamètre  2,  on  aura  3,14  pour  la  valeur  du  rapport  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre,  en  s'en  tenant  aux  centièmes.  Si  l'on  voulait 
pousser  plus  loin  la  suite  ci-dessus  des  polygones  inscrits  et  cir- 
conscrits ,  on  trouverait  les  décimales  suivantes  de  ce  rapport ,  sa- 
voir :  3,1415926.... 
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LIVRE    V. 


LES  PLAiNS  ET  LES  DROITES  DANS  L'ESPACE. 


DEFINITIONS. 

î.  Une  ligne  droite  est  dite  perpendiculaire  ou  normale  à  un 
plan,  quand  elle  est  perpendiculaire  à  toutes  les  droites  menérs 
dans  ce  plan  par  le  point  où  elle  rencontre  ce  même  plan;  ce  point 
s'appelle  le  pied  de  la  perpendiculaire. 

Nous  verrons  dans  la  proposition  3  qu'il  sufflt  qu'une  droite  soit 
perpendiculaire  à  deux  droites,  passant  par  son  pied  dans  un  plan, 
pour  qu'elle  soit  perpendiculaire  à  toutes  les  autres  droites  menées 
dans  ce  plan  par  le  même  point. 
iij.  u5.  On  conçoit,  du  reste,  la  possibilité  qu'une  droite  OP  {fig.  llô) 
soit  simultanément  perpendiculaire  à  deux  droites  AB  et  IS  menées 
par  son  pied  0  dans  le  plan  donné  LNKH.  En  effet,  par  AB,  l'une 
de  ces  deux  lignes ,  menons  un  plan  quelconque  AFGB,  et  dans  ce 
plan  traçons  une  droite  OM  perpendiculaire  à  AB.  Je  dis  qu'en  fai- 
sant tourner  convenablement  ce  plan  AFGB  sur  AB  comme  sur  une 
charnière,  on  pourra  l'amener  à  une  position  où  la  ligne  031  sera 
perpendiculaire  à  OS.  Pour  le  prouver,  concevons  que  d'abord 
AFGB  coïncide  avec  le  plan  LNKH,  et  que  dans  cette  position  OM 
fasse  un  angle  aigu  avec  OS  ;  ensuite,  supposons  que,  partant  de 
cette  position ,  le  plan  AFGB  tourne  autour  de  AB  jusqu'à  venir 
comcider  de  nouveau  avec  le  plan  LNKH  dans  la  position  A/^B,  la 
perpendiculaire  OM  prendra  pour  lors  la  position  Om,  et  ces  deux 
positions  serout  en  ligne  droite ,  puisqu'elles  font  des  angles  droits 
7??0B  et  MOB  avec  OB.  Ainsi ,  par  suite  de  ce  mouvement  du  plan 
AFGB,  l'angle  MOS,  qui  était  aigu,  sera  devenu  un  angle  obtus 
mOS.  Mais  un  angle  aigu  ne  peut  devenir  obtus  par  un  raonvo- 
mcnt  continu,  sans  devenir  droit  dans  l'intervalle.  Donc  l'angle  de 
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OM  avec  OS  est  devenu  droit  pendant  ledit  niouvemcnt,  et  cetle 
dioile  OM  aura  pris  dans  rintcrvalle  une  position  01*  perpendicu- 
laire sur  OS  aussi  bien  que  sur  AB. 

IF.  On  dit  qu'une  droite  et  un  plan  sont  parnl/è/es,  lorsque, 
prolongés  indéfiniment  en  tous  sens,  ils  ne  peuvent  se  rencontrer. 

m.  De  môme,  deux  plans  sont  A\ls parallèles  entre  eux,  lors- 
que, prolongés  indéfiiiiment  et  en  tous  sens,  ils  ne  peuvent  se  ren- 
contrer. 

Nous  verrons  à  la  proposition  1 3  que  pour  mener  par  un  point 
A  ijif/.  tG7)  un  plan  parallèle  au  pLm  l\),  il  suffit  de  mener  par 
ce  point  deux  parallèles  AH  et  AC  à  deux  droites  lU"'  et  Bl)  tracées 
dans  ce  plan  l'Q  ,  et  que  le  plan  3Ii\  ,  conduit  par  ces  deux  paral- 
lèles^ sera  parallèle  à  PQ. 

IV.  Deux  droites  sont  dites  se  croiser  lorsqu'elles  ne  peuvent  pas 
se  rencontrer,  quoiqu'elles  ne  soient  pas  parallèles. 

La  possibilité  qu'il  existe  de  pareilles  droites  est  évidente,  car 
deux  droites  AB  et  F(i,  par  exemple  {Jifj.  179) ,  placées  dans  deux 
plans  parallèles  ABCI)  et  KFGFI,  ne  se  rencontreront  pas,  et  l'on 
conçoit  pourtant  qu'elles  puissent  n'être  pas  parallèles. 

V.  L'angle  de  deux  droites  qui  se  croisent  AB  et  FG  {Jiff.  170)    fig 
n'est  autre  chose  que  l'angle  ABC  obtenu  en  menant  par  un  point 

B  de  l'une  une  parallèle  BC  à  l'autre. 

VL  Deux  droites  qui  se  croisent,  AB  et  FG  (/?*/.  170),  sont 
dites  perpendiculaires  entre  elles  quand  elles  font  un  angle  droit 
ABC. 

VIL  Ou  verra  à  la  proposition  2  que  la  ligne  suivant  laquelle  se 
coupent  deux  plans  non  parallèles  est  une  ligne  droite,  et  on  verra 
aussi  à  la  proposition  13  que  l'angle  formé  par  deux  droites  perpen- 
diculaires à  cette  intersection  ,  menées  par  un  point  dans  les  deux 
plans,  est  toujours  le  même,  quel  que  soit  ce  point  par  où  l'on 
mène  les  perpendiculaires. 

L'angle  de  ces  deux  perpendiculaires  est  ce  que  j'appellerai  l'an- 
gle des  deux  plans. 

VIIL  Un  plan  est  dit  perpendiculaire  à  un  autre  quand  il  fait 
un  angle  droit  avec  cet  autre. 

IX.  On  appelle  angle  solide  l'espace  compris  entre  plusieurs 
plans  qui  se  rencontrent  en  un  même  point  ;  ce  point  est  le  sommet 
de  l'angle  solide. 

23 
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%•  yo-        Ainsi  les  plans  ASB  [fiy.  90) ,  BSC ,  CSD  et  DSA  font  un  angle 
solide  dont  le  sommet  est  en  S. 

PROPOSITION  PREMIÈRE, 

THÉORÈME. 

fig.  i33.  «  Deux  plans  qui  ont  trois  points  communs  A,  B  et  C  [fig.  133) 
«  non  en  ligne  droite ,  coïncident  dans  toute  leur  étendue  et  ne 
«  font  qu'un  seul  plan.  » 

Pour  cela,  il  suffit  de  montrer  qu'un  point  D,  pris  où  l'on  vou- 
dra dans  l'un  quelconque  des  deux  plans,  appartient  à  l'autre.  Or 
cela  est  certain  ;  car  tirons  dans  le  premier  plan,  c'est-à-dire,  celui 
où  l'on  a  pris  le  point  D,  une  ligne  droite  qui  passe  par  ce  point 
D  et  coupe  le  triangle  ABC  en  deux  points  F  et  E  ;  je  dis  que  cette 
ligue  est  tout  entière  dans  le  second  plan  aussi  bien  que  dans  le 
premier,  où  on  l'a  tracée.  En  effet ,  les  points  A  et  B  étant  dans  ce 
second  plan  ,  la  ligne  AB  y  est  tout  entière  [def.  i,  liv.  i},  et  par 
conséquent  le  point  F  s'y  trouve  aussi.  On  prouverait  de  même  que 
le  point  E  est  dans  le  second  plan  :  donc  la  droite  FE  y  est  tout 
entière  [loc.  cit.),  et  par  conséquent  le  point  D  y  est  pareillement. 

C.  Q.  F.  D. 

PROPOSITION  II. 

THÉORÈME. 

«  L'intersection  de  deux  plans  non  parallèles  est  une  ligne 
«  droite.  » 

En  effet,  si  trois  points  seulement  de  cette  intersection  n'étaient 
pas  en  ligne  droite ,  les  deux  plans  se  confondraient  d'après  la  pro- 
position précédente,  et  ces  deux  plans  n'en  feraient  qu'un;  ce  qui 
est  contre  l'hypothèse. 

PROPOSITION  III. 

THÉORÈME. 

fig.  t),.        «  Une  droite  AP  [fig.  92)  est  perpendiculaire  à  un  plan  MN, 
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'<  lorsqu'elle  est  pcrpciKliciilairo  ;i  deux  droites  PB  et  PC.  tracées 
«  par  sou  pied  P  daus  ce  plan,  ou  à  deux  droites  KF  et  EG  non  pa- 
«  rallèles  tracées  partout  ailleurs  dans  ce  plan.  » 

Pour  démontrer  cela ,  il  sulTit  de  prouver  que  AP  sera  perpen- 
diculaire à  toute  nouvelle  droite  PI)  que  l'on  mènerait  par  son  pied 
dans  le  plan  MN  [déf.  i). 

A  cet  elïet ,  considérons  d'abord  le  cas  des  deux  droites  PB  et 
PC,  et  par  un  point  quelconque  1)  de  cette  nouvelle  droite  PI), 
menons  une  droite  BC  qui  coupe  les  deux  premières  de  manière 
qu'on  ait  BD  =  CD  [proh.  5,  liv.  3) ,  et  joignons  les  trois  points 
B,  D  et  C  avec  le  point  A.  Les  triangles  BAC  et  BPC,  d'après 
\diprop.  11,  liv.  3,  donnent 

AB'  4-  kO  —  2AD'  +  2BD^ 
et      PB'  +  PC'  =  2PD'  +  2BD'. 
En  retranchant  ces  deux  égalités  l'une  de  l'autre ,  nous  aurons 
AB'  —  PB^  +  AC  —  PC  =  2AD'  —  2PD'  ; 

mais  les  triangles  APB  et  APC  étant  rectangles  par  hypothèse,  ou 
pourra,  d'après  le  corol.  1  de  \?iprop.  8,  liv.  3,  remplacer  daus 
cette  équation  AB^  —  PB'  par  AP'  et  AC  —  PC,  aussi  par  AP% 
ce  qui  donnera 

2AP'  =  2AD'  —  2PD', 
ou  simplement  AP'  =  AD'  —  PD'  ;    d'où   ÂD'  =  ÂP'  +  PD'. 

Donc,  d'après  le  corol.  de  la  prop.  10,  liv.  3,  le  triangle  APD  est 
rectangle  en  P  ;  ce  qu'il  fallait  prouver. 

Prenons  maintenant  le  cas  où  les  deux  droites,  auxquelles  AP 
est  supposé  perpendiculaire,  ne  passeraient  pas  par  son  pied  comme 
les  droites  EF  et  EG.  Ce  cas  se  ramène  au  précédent  en  traçant 
par  le  pied  P  deux  droites  PB  et  PC  parallèles  à  EG  et  EF  ;  car, 
par  la  déf.  6,  AP  sera  perpendiculaire  à  ces  deux  parallèles.  Notre 
théorème  est  donc  vrai  dans  tous  les  cas. 

Corollaire  I.  —  «  Une  droite  AP,  perpendiculaire  au  plan  WN , 
«  est  perpendiculaire  non-seulement  à  toute  droite  tracée  par  son 
«  pied,  mais  encore  à  toute  droite  EG  tracée  partout  ailleurs  daus 
«le plan  MN.  » 

Car,  d'après  ce  qui  précède ,  en  menant  PB  parallèle  à  EG , 

23. 
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j'aurai  un  augle  droit  APB;  donc,  d'après  la  déf.  6,  AP  est  per- 
pendiculaire à  EG. 

/!-.  i63.  Corollaire  II.  —  «  Si  une  droite  DE  [fg.  163  )  est  perpendicu- 
«  laire  au  plan  MIS ,  toute  perpendiculaire  qu'on  mènera  à  cette 
«  droite  par  son  pied  D  sera  située  dans  le  plan  MN.  » 

En  effet,  si  cotte  perpendiculaire,  menée  ainsi  à  DE,  pouvait 
être  dans  une  direction  DA,  je  suppose,  située  hors  de  MN,  et  que 
l'on  menât  par  les  deux  droites  DE  et  DA  un  plan  DEAP  indéil- 
niment  prolongé  en  tous  sens,  ce  nouveau  plan  couperait  MN 
suivant  une  droite  PD  (proj).  2),  et  d'après  le  théorème  qu'on 
vient  de  prouver,  cette  droite  serait  perpendiculaire  à  DE.  Or,  ou 
ne  peut  mener  dans  un  morne  plan  DEAP  deux  droites  DA  et  DP 
perpendiculaires  dans  le  même  point  D  à  la  droite  DE  {prop.  5, 
liv.  1  ).  On  ne  peut  donc  pas  non  plus  supposer  DA  située  hors  du 
plan  MN. 

(ig.  i,);.  Corollaire  III.  — «  Si  une  droite  PB  [fig.  154)  perpendiculaire 
<<  à  une  autre  AP  tourne  autour  de  celle-ci  en  continuant  de  lui 
"être  perpendiculaire  au  même  poiut  P,  elle  décrira  un  plan  BCDF 
'<  perpendiculaire  à  cette  autre  droite  AP.  » 

Car,  d'après  le  corollaire  précédent,  la  droite  mobile  PB  sera, 
à  chacune  de  ses  positions  PB,  PC,  etc.,  dans  le  plan  MN ,  per- 
pendicnlaire  à  la  droite  fixe  AP. 

PROPOSITION  IV. 

THÉORÈME. 

«  Par  un  point ,  on  ne  peut  mener  qu^une  perpendiculaire  à  un 
«  plan .  « 

En  effet,  si  l'on  pouvait  en  mener  deux,  elles  seraient  toutes 
deux  perpendiculaires  à  l'intersection  du  plan  donné  avec  le  plan 
conduit  par  ces  deux  droites;  ce  qui  est  impossible  [prop.  5  et  14, 
liv.  1).  Donc,  etc. 

PROPOSITION  V. 

fig.  i5\.  «  Si  d'un  point  A  {fig.  154)  on  abaisse  une  perpendiculaire  AP 
«  et  différentes  obliques  AD,  AE,  etc.,  sur  un  plan  MN, 
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«  1"  La  pcrpendiculairo  sora  plus  coiirlo  que  toute  oblique  ; 

«  2"  Les  obliques  qui  s'écarlciit  également  de  la  perpendiculaire 
"  sont  égales; 

«  3"  L'oblique  qui  s'écarte  plus  de  la  perpendiculaire  que  les 
«  autres  est  la  plus  longue. 

«  Les  réciproques  de  toutes  ces  propriétés  sont  vraies.  « 

En  effet,  i"  Al*  est  plus  courte  que  toute  oblique  AH;  car  si 
l'on  fait  passer  un  plan  APE...  par  ces  deux  droites,  AP  sera  per- 
pendiculaire à  PE  [déf.  1  )  ;  AB  est  oblique  à  la  même  ligne  PE 
[prop.  14,  liv.  1  ),  et  par  conséquent  on  a  AP  «<  AB  [prop.  15, 
liv.  1  ). 

2°  Les  obliques  Al)  et  AB  qui  s'écartent  également  de  AP  sont 
égales  ;  car  elles  forment  des  triangles  APD  et  APB  qui ,  étant 
rectangles  en  P ( déf.  \) ,  ont  donc  un  angle  égal  en P  {prop.  6, 
liv.  1  ) ,  compris  entre  côtés  égaux ,  savoir  AP  commun  et  PB  =  PD 
par  hypothèse,  doue  ils  sont  égaux  {p)rop.  12,  liv.  1);  donc 
AD  =  AB. 

3"  Si  l'oblique  AE  est  plus  éloignée  de  AP  que  l'oblique  AD ,  je 
dis  qu'on  aura  AE  >  AD.  En  effet,  sur  PE  prenons  PB  =  PD, 
on  aura,  d'après  ce  qui  précède,  AB  =  AD;  or,  d'après  le  troi- 
sième article  de  la  prop.  15  du  liv,  l,  onaAE>»AB,  donc 
AE  >  AD. 

Les  réciproques  de  ces  propriétés  sont  vraies  ;  ainsi  je  prétends  : 

1°  Que  si  la  ligne  AP  est  plus  courte  que  toutes  les  autres  droites 
menées  du  même  point  A  sur  le  plan  MN,  cette  bgne  sera  perpen- 
diculaire à  MN.  En  effet,  d'après  la  réciproque  du  premier  article 
de  la  2^rop.  15  du  liv.  1,  cette  ligne  AP  sera  perpendiculaire  à 
toute  droite  FE  menée  par  son  pied  dans  le  plan  MN  ;  donc  elle 
sera  perpendiculaire  à  ce  plan  (  déf.  \  )  ; 

2"  Je  dis  que  les  obliques  qui  sont  égales  s'écartent  également 
delà  perpendiculaire;  car,  d'après  ce  qui  précède,  si  elles  s'écar- 
taient inégalement  de  la  perpendiculaire,  elles  seraient  inégales; 

3°  Lorsqu'une  oblique  est  plus  longue  qu'une  autre,  elle  s'é- 
carte plus  de  la  perpendiculaire  que  cette  autre  ;  car  si  elle  s'écar- 
tait moins  de  la  perpendiculaire,  elle  serait  plus  courte  que  l'autre 
oblique;  et  si  elle  était  à  la  même  dislance  qu'elle  de  la  perpendi- 
culaire, elle  serait  égale  à  celte  autre  oblique;  ce  qui  est  contre 
l'hypothèse. 


3o8  ÉLÉMENTS  DE  MATHÉMATIQUES. 

Corollaire.  — «  La  distance  d'un  point  A  à  un  plan  MN  se  me- 
«  sure  par  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  ce  plan.  « 

Car  on  prend  toujours  pour  distance  d'un  objet  à  un  autre  la 
plus  courte  ligne  qu'on  puisse  mener  entre  ces  deux  objets;  donc 
la  perpendiculaire  AP,  étant  la  plus  courte  droite  qu'on  puisse 
mener  de  A  à  MN,  sera  la  distance  qui  est  entre  eux. 

PROPOSITION  VI. 

THÉORÈME. 

92.  "  Lorsqu'une  droite  AP  {fig.  92  )  est  normale  à  un  plan  MN  et 
'<  qu'une  autre  droite  BC  est  couchée  dans  ce  plan  ;  si  du  pied  de  la 
«  normale  on  abaisse  une  perpendiculaire  PD  sur  la  droite  couchée 
«PC,  et  qu'on  joigne  le  point  D  où  cette  perpendiculaire  la  ren- 
«  contre  avec  le  sommet  A  de  la  normale  par  une  ligne  droite  AD, 
«  celle-ci  sera  perpendiculaire  à  la  droite  BC  couchée  dans  le  plan.  » 
En  effet ,  si  je  prends  DB  =  DC  et  que  je  joigne  chacun  des 
points  B  et  C  ainsi  déterminés  avec  les  extrémités  A  et  P  de  la 
normale,  j'aurai  PB  et  PC  qui  sout  égales  comme  s'écartaut  éga- 
lement de  la  perpendiculaire  DP  (art.  2,  prop.  15,  liv.  l).  Mais 
de  ce  que  PB  =  PC,  il  s'ensuit  que  les  obliques  AB  et  AC  s'écar- 
tent également  de  la  normale  AP;  donc  AB=:  AC,  d'après  le 
théorème  précédent.  Les  points  A  et  D  de  la  droite  AD  sont  donc 
à  égales  distances  des  extrémités  de  BC  ;  donc  elle  est  pei'pendicu- 
laire  à  BC( co/-o/.,  j^rop.  16,  liv.  1). 

PROPOSITION  VII. 

LEMME. 

if,3_  «  Toute  droite  DE  [Jig.  163) ,  parallèle  à  une  droite  AP  perpen- 
«  diculaire  à  un  plan  MN ,  est  elle-même  perpendiculaire  à  ce  plan.  » 
En  effet,  puisque  les  ligues  AP  et  DE  sont  parallèles,  elles  peu- 
vent être  censées  dans  un  même  plan  jléf.  14,  liv.  l  ).  Soit  PD 
l'intersection  de  ce  plan  de  nos  deux  parallèles  avec  le  plan  MN, 
la  droite  DE  sera  perpendiculaire  à  cette  ligne  PD ,  d'après  le  co- 
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roL  1  de  la  prnp.  20  dn  liv.  \.  Mais  je  dis  de  plus  qu'il  est  l'aoilo 
de  trouver  une  autre  ligne  IJC  h'acée  par  le  pied  de  DE  dans  le 
plan  MN,  et  à  laquelle  I)K  soit  perpendiculaire.  Car  supposons 
que  nous  ayons  mené  B(".  periiemliculairement  à  PI),  alors,  d'a- 
près le  théorème  précédent,  coite  droite  BC  sera  perpendiculaire 
à  toute  ligne  I)A  menée  du  point  D  a  un  point  quelconque  de  Al*. 
Donc  BC  sera  perpendiculaire  à  deux  droites  l'D  et  DA  menées 
dans  le  plan  de  nos  deux  parallèles  ;  donc  elle  sera  aussi  perpen- 
diculaire à  toute  troisième  droite  DE  tracée  dans  ce  plan  [prop.  ?,). 
Ainsi  DE  sera  perpendiculaire  à  deux  droites  PI)  et  HC  menées 
par  son  pied  dans  le  plan  MN  ;  elle  sera  donc  perpendiculaire  à  ce 
plan;  ce  qu'il  fallait  prouver. 

Corollaire  I.  —  «  Réciproquement  deux  droites  AP  et  DE  per- 
«  pendiculaires  à  un  môme  plan  sont  parallèles  entre  elles.  " 

Car  si  DE  n'était  pas  parallèle  à  AP,  on  pourrait  mener  par  le 
point  D  une  droite  parallèle  à  AP,  et  cette  nouvelle  droite  serait 
perpendiculaire  à  MN;  on  aurait  donc  par  le  môme  point  D  deux 
droites  perpendiculaires  au  plan  MN  ;  ce  qui  est  impossible 
[prop.  4).  Donc,  etc. 

Corollaire  II.  —  «  Deux  droites  parallèles  à  une  troisième  sont 
«  parallèles  entre  elles.  » 

Nous  avons  déjà  établi  cette  propriété  pour  trois  droites  situées 
dans  un  même  plan  [prop.  27,  liv.  1  )  ;  mais  je  dis  qu'elle  existe 
pareillement  pour  trois  droites  non  situées  dans  un  même  plan.  En 
effet,  menons  un  plan  perpendiculaire  à  celle  de  nos  trois  droites 
qui  est  parallèle  aux  deux  autres  ;  ce  plan  sera  aussi  perpendicu- 
laire à  ces  deux  autres,  d'après  le  théorème  que  nous  venons  d'é- 
tablir ;  donc  ces  deux  autres  droites  seront  parallèles  entre  elles 
d'après  le  corol.  précédent. 

PROPOSITION  VIII. 

THÉORÈME. 

«  Si  une  droite  AB  [fig.  164)  est  parallèle  à  une  autre  droite    fig.  164. 
«  CD  située  dans  un  plan  MN ,  cette  droite  AB  sera  parallèle  au 
«  plan.  » 

Car  si  l'on  prolonge  la  droite  AB,  il  résulte  de  la  définition  du 
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plan  qu'elle  ne  sortira  jamais  du  plan  indéfiniment  étendu  AD  dans 
lequel  ou  peut ,  d'après  la  définition  des  parallèles ,  la  supposer  si- 
tuée en  même  temps  que  CD.  Donc  cette  droite  AB  prolongée  indé- 
finiment ne  pourrait  rencontrer  le  plan  MN  que  dans  quelque 
point  de  son  intersection  avec  le  plan  AD,  c'est-à-dire,  dans  quel- 
que point  de  CD.  Or  AB  ne  peut  rencontrer  CD  d'après  l'hypo- 
thèse, donc  cette  droite  AB  ne  pourra  rencontrer  MN. 

PROPOSITION  IX. 

THÉOBÈME. 

fiî.  ifi5.        «  Deux  plans  MN  et  PQ  {fig.  165  )  perpendiculaires  à  une  même 
<  droite  AB  sont  parallèles  entre  eux.  » 

Car  s'ils  pouvaient  se  rencontrer  en  un  point  0,  en  joignant  ce 
point  avec  A  et  B  par  deux  droites,  celles-ci  seraient  perpendicu- 
laires à  AB  {déf.  1  ).  Or  deux  droites  tirées  d'un  même  point  ne 
jieuvent  être  perpendiculaires  toutes  deux  à  une  troisième  droite 
AB  {prop.  14,  liv.  1).  Donc,  etc. 

PROPOSITION  X. 

THÉORÈME. 

fi^.  if)(),        «  Les  intersections  EF  et  GH  {fuj.  16G  )  de  deux  plans  paral- 
'  lèles  MN  et  PQ  par  un  troisième  plan  EH,  sont  parallèles.  » 

l]n  effet,  les  deux  conditions  pour  que  deux  droites  soient  pa- 
rallèles, sont  :  1°  qu'elles  se  trouvent  dans  un  même  plan,  et  2" 
qu'elles  ne  puissent  jamais  se  rencontrer  quand  on  les  prolonge. 
Or,  d'abord  les  droites  EF  et  (iH  sont  toutes  deux  dans  le  plan 
sécant  GF.  En  second  lieu  elles  ne  pourront  pas  se  rencontrer,  puis- 
que d'après  la  (Jéf.  du  plan ,  si  loin  qu'on  les  prolonge ,  elles  ne 
pourront  pas  sortir  des  plans  3IN  et  PQ,  qui  ne  peuvent ,  par  hy- 
pothèse, jamais  se  rencontrer.  Donc,  etc. 

PROPOSITION  XI. 

THÉORÈME. 

fiï.  ifiâ.        „  La  ligne  AB  [fuj.  lo.)}  perpendiculaire  au  plan  !^1X  est  per- 
«  pendiculaire  au  plan  PQ  parallèle  à  ftlN.  " 
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Pour  démonlror  ceci ,  il  suffit  (r/^/.  l  )  de  prouver  que  AB  est 
perpendiculaire  à  toute  droite  I5C  menée  par  son  pied  dans  le  plan 
PQ  ;  et  en  effet,  menons  un  plan  par  celte  droite  BC  et  par  la 
droite  AB  :  ce  plan  coupera  Ï\IN  suivant  une  droite  AI),  et  AB  étant 
perpendiculaire  au  plan  i\IN  ,  sera,  d'après  la  déj.  i ,  perpendicu- 
laire à  toute  droite  AI)  menée  dans  ce  plan  ;  en  même  temps  AD 
sera  parallèle  à  BC ,  d'après  le  théorème  précédent.  Donc  BC  sera 
perpendiculaire  à  AB  [cor.  i,  prop.  26,  liv.  \  ). 

PROPOSITION  XII. 

THÉORÈME. 

«  Les  droites  parallèles  EG  et  FH  (fig.  166),  comprises  entre    i;-.  \Œ 
«  deux  plans  parallèles  IMN  et  PQ,  sont  égales.  » 

En  effet ,  de  ce  que  nos  deux  droites  sont  parallèles  ,  elles  peu- 
vent être,  d'après  la  déJ.  14  du  liv.  1  ,  censées  dans  un  môme 
plan.  Soient  EF  et  GH  ,  les  intersections  de  ce  plan  avec  MN  et 
PQ,  ces  intersections  seront  parallèles  d'après  la  prop.  10.  Donc 
GE  et  HF  seront  égales  comme  droites  parallèles  comprises  entre 
deux  droites  parallèles  [cor.  i,  prop.  31,  liv.  l  ). 

PROPOSITION  XIII. 

THÉORÈME. 

«  Deux  angles  CAE  et  DBF  [fig.  167),  qui,  étant  dans  deux  plans    i;,,    e^ 
«  différents  MN  et  PQ  ,  ont  leurs  côtés  parallèles  et  dirigés  dan?  le 
'■  même  sens,  sont  égaux ,  et  leurs  plans  sont  parallèles.  » 

En  effet ,  prenons  CA  =  DB  et  AE  =  BF,  et  joignons  AB,  CD  et 
EF  ;  les  quadrilatères  ABDC  et  ABFE  ayant  chacun  deux  de  leurs 
côtés  égaux  et  parallèles,  savoir  AC  et  BD  pour  l'un ,  et  AE  et  BF 
pour  l'autre,  les  deux  autres  léseront  aussi  [prop.  33,  Uv.  1). 
Donc  les  côtés  CD  et  EF  étant  égaux  et  parallèles  à  AB  le  seront 
entre  eux ,  et  le  quadrilatère  CDEF  ayant  ainsi  deux  côtés  égaux 
et  parallèles,  les  autres  CE  et  DF  le  seront  aussi  [prop.  33,  liv.  l). 
Donc  les  deux  triangles  ACE  et  BDF  ont  les  trois  côtés  égaux ,  cha- 
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cun  à  chacun  ,  et  par  conséquent  leurs  angles  le  sont  aussi  [prop. 
1 8,  liv.  1  ).  Donc  l'angle  A  du  premier  triangle  égale  l'angle  B  du 
second. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  prouver  que  les  plans  de  ces  angles  sont  pa- 
rallèles ,  et  pour  cela  il  suffit  évidemment  de  montrer  que  si  je 
mène  par  le  point  A  un  nouveau  plan  qui  coupe  en  GH,  les  droites 
CD  et  EF  ou  leurs  prolongements,  pour  que  ce  nouveau  plan  soit 
parallèle  à  PQ  ,  il  faut  qu'il  se  confonde  avec  MN  ;  et  en  effet ,  si 
ce  nouveau  plan  était  parallèle  à  PQ  ,  on  aurait  par  le  théorème 
précédent  GD  =  AB  et  HF  =  AB  ;  or  on  a  déjà  CD  =  AB  et  EF  = 
AB  ;  donc  il  faudrait  qu'on  eût  GD  =  CD  et  HF  =  EF,  ce  qui  exige 
bien  que  le  nouveau  plan  se  confonde  avec  l'ancien  MN.  Donc  MN 
est  parallèle  à  PQ. 

PROPOSITION  XIV. 

THÉORÈME. 

«  Si  les  pieds  d'un  faisceau  de  lignes  parallèles  et  égales  à  AF, 
«  BG ,  CH ,  etc.  (  fig.  1 68  ) ,  sont  dans  un  même  plan  et  forment  un 
«  polygone  ,  les  sommets  de  ces  parallèles  seront  aussi  situés  dans 
'(  un  même  plan  parallèle  et  égal  au  polygone  formé  par  leurs  pieds, 
«  et  ces  droites  pourront  être  censées  former  un  prisme.  »  {Déf.  3  , 
/.  6.) 

Car,  puisque  AF  est  égal  et  parallèle  à  BG,  la  figure  AFBG  est 
un  parallélogramme  ;  donc  FG  est  égal  et  parallèle  à  AB.  On  prou- 
verait de  même  que  les  autres  côtés  GH,  HI,  etc.,  sont  égaux  et 
parallèles  à  BC ,  CD,  etc.  ;  donc  les  angles  F,  G,  H,  etc.,  sont  égaux 
aux  angles  A,  B,  C,  etc.,  et  sont  situés  dans  un  plan  parallèle  à 
celui  de  ces  derniers  {prop.  13).  De  plus,  les  polygones  FGH... 
et  ABC...  sont  égaux  comme  ayant  les  côtés  égaux  et  les  angles 
égaux. 

PROPOSITION  XV. 

THÉOHÈME. 

fi?  169.  „  \)e\^\  droites  AB  et  CD  (^<7.169),  comprises  entre  trois  plans 
«  paraliolos  MN,  PQ  et  RS,  sont  coupées  en  parties  proportion- 
«  nelles.  » 


ifiS. 
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Kii  (îlTct,  liions  la  dioito  Al)  qui  coupe  FQ  en  Ci,  et  après  avoir 
joinl  AC  ,  K(i ,  i.V  cl  M) ,  sii|)posons  que  les  triangles  ABl)  et  ADC 
représentent  deux  plans  dilïérents.  D'après  la  praj).  lo,  EG  sera 
parallèle  à  BD,  et  l'on  aura 

AE  :  EI5  ::  AG  :  GD  {cor.  de  hprop.  12,  liv.  3). 

Ensuite  par  la  mdme  prop,  lo,  GF  est  parallèle  à  AC,  et  l'on  en 
tire 

CF  :  FD::  AG  :  GD. 

Ces  deux  proportions  ayant  un  rapport  eommun ,  on  en  con- 
clut 

AE  :  EB  ::  CF  :  FD. 


LIVRE  VI. 


LES  POLYÈDRES  ET  LES  TROIS  CORPS  RONDS. 

DÉFINITIONS. 

I.  On  appelle  pohjèdre  un  corps  ou  solide  dont  la  surface  est 
un  ensemble  de  polygones  plans  ;  ces  polygones  sont  ce  qu'on  ap- 
pelle les  faces  du  polyèdre. 

Les  sommets  des  angles  solides  formés  par  ces  faces  sont  ce  qu'on 
appelle  les  sommets  des  polyèdres. 

II.  L'intersection  commune  de  deux  faces  s'appelle  arête  ou 
côté  du  polyèdre. 

III.  On  appelle  prisme,  un  polyèdre  (/^.  168)  compris  sous    li-.  iHS. 
deux  polygones  à  côtés  égaux  et  parallèles,  et  dont  les  autres  faces 

sont  des  parallélogrammes  qui  vont  d'un  de  ces  polygones  à 
l'autre. 

IV.  Ces  deux  polygones  sont  les  bases  du  prisme,  et  les  parallé- 
logrammes sont  ce  qu'on  appelle  les  pans  des  prismes;  l'ensem- 
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ble  do  ces  pans  est  la  surface  convexe  du  prisme.  Les  arêtes  BG . 
CH,...  qui  vont  d'une  base  à  l'autre ,  s'appellent  (urtes  longitu- 
dinales. 

V.  La  hauteur  d'un  prisme  est  la  perpendiculaire  abaissée  d'un 
point  quelconque  d'une  des  bases  de  ce  prisme,  sur  l'autre  base 
prolongée  s'il  est  nécessaire. 

VL  Un  prisme  droit  est  celui  dont  les  pans  sont  perpendiculaires 
aux  bases. 

VIL  Les  prismes  tirent  leurs  noms  de  ceux  de  leurs  bases; 
ainsi,  un  prisme  est  dit  triangulaire ,  quadrangulaire ,  pentago- 
nal,  etc.,  suivant  que  sa  base  est  un  triangle,  un  quadrilatère,  un 
pentagone,  etc. 

VIIL  Un  parallélipipède  est  un  prisme  dont  les  deux  bases 
17"     sont  des  parallélogrammes  (yï^f.  170). 

Ce  solide  se  désigne  aussi  souvent  sous  le  nom  de  rhomboïde. 

\}\i parallélipipoile  rectangle  est  celui  dont  toutes  les  faces  sont 
des  rectangles. 

IX.  Le  cube  est  un  parallélipipède  dont  toutes  les  faces  sont  des 
carrés  égaux. 
!7f-  X.  La  pymîm(/e  est  un  solide  {fig.  171)  compris  sous  plusieurs 
triangles  ayant  le  même  sommet  S,  qui  est  le  sommet  du  corps,  et 
dont  les  bases  forment  un  polygone  plan  ABCDE ,  qui  est  la  base 
de  la  pjTamide.  L'ensemble  de  ces  triangles  forme  ce  qu'on  appelle 
la  surface  convexe  de  la  pyramide. 

Les  arêtes  SA,  SB,...  qui  vont  du  sommet  à  la  base,  sont  ce 
qu'on  appelle  les  arêtes  longitudinales  de  la  pyramide. 

XI.  Les  pyramides  tirent  leurs  noms  de  ceux  de  leurs  bases; 
ainsi,  une  pyramide  est  dite  triangulaire,  quadrangulaire,  pen- 
tagonale ,  etc.,  suivant  que  sa  base  est  un  triangle,  un  quadrila- 
tère ,  un  pentagone,  etc. 

XII.  La  perpendiculaire  SO ,  abaissée  du  sommet  de  la  pyra- 
mide sur  le  plan  de  sa  base,  est  ce  qu'on  appelle  la  hauteur  de  la 
pyramide. 

l'.s.  XIII.  Lorsqu'une  pyramide  (^^.  148)  a  pour  base  un  polygone 
régulier,  et  que  la  hauteur  SP  tombe  au  centre  de  ce  polygone,  la 
pyramide  est  dite  régulière,  et  la  perpendiculaire  SU,  abaissée  du 
sommet  S  sur  un  côté  quelconque  BC  de  la  base,  est  ce  qu'on  ap- 
pelle l'apothème  de  la  pyramide. 
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\IV.  On  donne  le  nom  de  diagonale  à  toiilc  ligne  qui  joint  dans 
un  polyèdre  deux  sommets  non  placés  sur  la  môme  lace. 

\V.  On  appelle  sphère  un  solide  dont  la  surface  a  tous  ses 
points  à  égales  distances  d'un  point  intérieur  qui  est  le  centre  du 
corps. 

Il  est  évident  que  ce  corps  peut  être  engendré  par  un  demi-cercle 
DAK  (/(/.  172),  qui  ferait  un  tour  entier  sur  son  diamètre  DK, 
car  la  surface  décrite  par  la  demi -circonférence  DAE  aura  tous  ses 
points  à  égales  distances  du  centre  C. 

\VI.  Le  raijon  de  la  sphère  est  une  droite  quelconque  mencc 
du  centre  à,  un  point  de  la  surface.  Le  diamètre  est  une  droite  qui, 
passant  par  le  centre,  a  ses  deux  extrémités  sur  la  surface  de  la 
sphère;  il  est  double  du  rayon.  D'après  la  définition  précédente , 
tous  les  rayons  d'une  sphère,  et  conséquemment  tous  ses  diamè- 
tres, sont  égaux  entre  eux. 

XVII.  Toute  section  d'une  sphère  fait» par  un  plan  porte  le  nom 
de  grand  cercle  ou  petit  cercle ,  suivant  que  ce  plan  passe  ou  non 
par  le  centre  de  la  sphère.  Nous  verrons  la  raison  de  cette  définition 
à  la  prop.  14. 

XVIII.  On  appelle  plan  tangent  i\  la  sphère  celui  qui  ne  la  tou- 
che qu'en  un  point. 

XIX.  On  entend  par  zone  une  partie  de  la  surface  d'une  sphère 
comprise  entre  deux  plans  parallèles  ;  ces  deux  plans  sont  les  deux 
bases  de  la  zone,  et  si  l'un  d'eux  était  simplement  tangent  à  la 
sphère,  la  zone  n'aurait  qu'une  base  et  porterait  le  nom  de  calotte 
sphérique. 

XX.  On  appelle  segment  sphérique  la  portion  du  volume  d'une 
sphère  comprise  entre  deux  plans  parallèles,  dont  l'un  peut  être 
quelquefois  simplement  tangent  à  la  sphère.  Ces  plans  sont  les  ba~ 
ses  du  segment. 

XXI.  La  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  de  l'une  des  bases 
d'un  segment ,  ou  d'une  zone  sur  l'autre  base ,  est  la  hauteur  de  ce 
segment  ou  de  cette  zone. 

XXII.  On  appelle  secteur  sphérique,  toute  portion  FNGDC 
{Jig.  172)  du  volume  d'une  sphère  engendrée  parla  révolution 
d'un  secteur  DGF  du  grand  cercle  tournant  autour  d'un  de  ses 
côtés  DC, 

XXIII.  On  appelle  cylindre  le  volume  formé  par  la  révolution 
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«S-  173-  d'un  rectangle  ABEF(/|7.  17  3)  tournant  autour  d'un  de  ses  côtés 
AB. 

Pendant  cette  révolution ,  ces  lignes  AE  et  BF,  étant  perpendi- 
culaires à  AB ,  décrivent  chacune  un  plan  perpendiculaire  à  AB 
[corol.  3,  prop.  3,  liv.  5  ) ,  et  leurs  extrémités  E  et  F  décrivent  des 
circonférences  de  cercle.  Les  cercles  ainsi  décrits  sont  ce  qu'on 
appelle  les  bases  du  cylindre. 

La  surface  décrite  par  le  côté  EF  s'appelle  la  surface  convexe 
du  cylindre,  et  ce  côté  EF  lui-même  s'appelle  génératrice  du  cy- 
lindre; la  droite  fixe  AB,  axe  ou  /^aw^ewr  du  cylindre;  le  nom 
d'axe  s'emploie  seul ,  quand  on  suppose  la  ligne  AB  indéfiniment 
prolongée ,  et  le  nom  de  hauteur  désigne  plus  particulièrement  la 
distance  des  deux  bases  du  cylindre. 

Corollaire.  —  «  Toute  section  faite  dans  le  cylindre  par  un  plan 
"  MK  perpendiculaire  à  l'axe  est  un  cercle  égal  aux  bases.  -> 

Caria  ligne  MI ,  intersection  du  rectangle  générateur  ABFE  avec 
ce  plan,  sera  d'abord  perpendiculaire  à  AB,  d'après  la  déf.  i  du 
liv.  5;  ensuite,  d'après  le  corol.  3  de  la  prop.  3  du  liv.  5,  cette 
perpendiculaire,  pendant  tout  son  mouvement,  restera  dans  le 
plan  MKL  perpendiculaire  à  l'axe,  et  son  extrémité  M  décrira  la 
circonléreuce  d'un  cercle  MLK.  Ce  cercle  sera  d'ailleurs  égal  aux 
bases,  puisque  le  rayon  Ml  sera  égal  aux  rayons  AE  et  BF  comme 
parallèles  comprises  entre  les  parallèles  AB  et  EF. 

XXIV.  On  appelle  cône  le  volume  engendré  par  le  triangle  rec- 
fig.  174.  tangle  SAB  {fig.  174) ,  en  tournant  autour  d'un  des  côtés  SA  de 
son  angle  droit  A. 

La  surface  courbe ,  décrite  dans  ce  mouvement  par  l'hypoténuse 
SB ,  est  ce  qu'on  nomme  la  surface  convexe  du  cône. 

Le  côté  mobile  AB  de  l'angle  droit  décrit,  d'après  le  corol.  3  de 
la  prop.  3  du  liv.  .5,  un  pian  perpendiculaire  au  côté  fixe  SA,  et 
son  extrémité  B  décrit  une  circonférence  de  cercle.  Le  cercle  ainsi 
décrit  par  le  côté  mobile  de  l'angle  droit  du  triangle  générateur 
est  la  base  du  cône;  le  côté  fixe  SA  est  son  axe  ou  sa  hauteur; 
l'extrémité  fixe  S  de  l'hypoténuse  est  le  sommet  du  cône.  Quand 
on  suppose  le  côté  fixe  SA  indéfiniment  prolongé,  on  le  désigne 
plus  spécialement  par  le  nom  d'axe ,  et  le  nom  de  hauteur  désigne 
plus  particulièrement  la  distance  du  sommet  à  la  base. 

L'hypoténuse  SB  du  triangle  générateur  se  désigne  indifférem- 
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meut  par  les  noms  de  côté ,  ^'apothème  on  de  (jéncralrice  du  cône. 

Corollaire.  — «  Toute  section  laite  par  un  plan  FH  perpendicu- 
«  laire  à  l'axe  est  un  cercle.  » 

Car,  d'après  \QcoroL  3  de  la  prop.  3  du  liv.  G,  la  droite  GH, 
intersection  du  plan  du  triangle  générateur  SAB  avec  le  plan  TKIi, 
restera,  pendant  tout  son  mouvement,  dans  ce  plan  FKU  ,  et  son 
extrémité  H  décrira  une  circonférence  HKFI. 

XXV.  On  appelle  plan  tangent  à  un  cylindre  ou  ta  un  cône 

tout  plan  SRT  (X'7-  ^73  et  174)  conduit  par  une  génératrice  SC^  fin'- «7^. i74- 
et  par  la  tangente  TR  menée  à  la  base  par  l'extrémité  C  de  celte 
génératrice. 

«  Il  est  clair  que  ce  plan  ne  touchera  la  surface  du  cône  ou  du 
"  cylindre  que  suivant  la  génératrice  SC.  «  Car  si,  par  un  point  K 
quelconque  on  mène  un  plan  parallèle  à  la  base,  il  coupera  le 
cône  ou  le  cylindre  suivant  un  cercle ,  et  le  plan  tangent  suivant 
une  droite  xy  parallèle  à  TR  {prop.  10,  liv.  5).  Les  rayons  FG  et 
CA  du  cône,  IK  et  BC  du  cylindre,  sont  parallèles,  comme  étant 
les  intersections  de  deux  plans  parallèles  par  un  même  plan  SCB. 
Ainsi,  dans  le  cône,  les  angles  GFo?  et  ACR,  ou  dans  le  cylindre 
les  angles  IKx  et  BCR  sont  égaux  d'après  la.  prop.  13  du  liv.  ô. 
Or  l'un  de  ces  angles  e^t  droit ,  à  savoir  :  BCR  dans  le  cylindre 
ou  ACR  dans  le  cône  (p/'o;>.  10,  liv.  2);  donc  l'autre  est  droit. 
Donc,  d'après  la  même  jnop.  du  liv.  2,  la  droite  ^y  ne  touche 
qu'en  un  point  placé  sur  la  génératrice  CS,  le  cercle  passant  par  le 
point  K.  Donc  enfin  le  plan  SRT  ne  touche  le  corps  rond  que 
suivant  cette  génératrice  SC. 

XXVI,  On  appelle  prisme  inscrit  dans  un  cylindre,  tout  prisme 
ABCD...  IHG...  [Jif/.  175)  dont  les  arêtes  longitudinales  BG,  HC 
coïncident  avec  la  surlace  convexe  du  cylindre. 

Un  prisme  circonscrit  est  celui  dont  tous  les  pans  sont  des  plans 
tangents  au  cylindre,  comme  le  prisme  ABC...  HGF...  {Jig.  170). 

Réciproquement,  dans  le  premier  cas  [Jig.  175  ) ,  on  dit  que  le 
cylindre  est  circonscrit  au  prisme,  et  dans  le  second  ca.s{fig.  17C),    «g.  176. 
qu'il  lui  est  inscrit. 
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PROPOSITION  PREMIÈRE. 

THÉORÈME. 

«  Si  on  mène  dans  une  pyramide  SABC  [fig.  1 77  )  un  plan  abc... 
«parallèle  à  la  base,  l"il  coupera  les  arêtes  longitudinales  SA  , 
'<  SB...  et  la  hauteur  SO  en  parties  proportionnelles,  et  2"  il  don- 
"  nera  pour  section  abc...  un  pohgone  semblable  à  la  base.  » 

i"  Pour  démontrer  la  première  partie  de  cette  proposition ,  ob- 
ser\ons  que  les  intersections  ab,  bc,...  des  laces  latérales  SAB , 
SBC...  de  la  pyramide  par  le  plan  abc...  sont  parallèles  aux  côtés 
de  la  base  AB,  BC...,  d'après  la  prop.  10  du  liv.  5.  Par  la  même 
raison,  si  l'on  suppose  un  plan  mené  par  la  hauteur  SO  et  l'arcle 
SB,  les  iuteiseclions  ob  et  OB  de  ce  plan  par  abc...  et  ABC...  se- 
ront parallèles.  D'après  cela,  dans  le  triangle  SAB,  on  aura 

SA  :  Sa  ::  SB  :  Sb. 

(Voyez  la  proj).  12  du  liv.  3.)  De  môme,  dans  le  triangle  SBC, 
on  aura 

SB  :  S6  ::  se  :  Se; 

ainsi  de  suite;  donc,  en  définitive, 

SA  :  Sa  ::  SB  :  S6  ::  se  :  Se  ::  SD  :  sd... 

2°  La  section  abc...  est  un  polygone  semblable  à  la  base;  car, 
d'abord  ce  polygone  abc...  ayant,  d'après  la  p/op.  lo  du  liv.  5, 
ses  côtés  parallèles  à  ceux  de  la  base,  ses  angles  seront  égaux  à 
ceux  de  cette  base,  d'après  la  prop.  13  du  même  livre.  11  ne  reste 
donc  qu'à  montrer  que  ces  deux  polygones  ont  les  côtés  homo- 
logues proportionnels;  et,  en  elfet,  les  triangles  Saô,  Sbc...  sont 
semblables  aux  triangles  SAB,  SBC,  etc.,  comme  ayant  les  côtés 
parallèles  (;}ro/?.  18,  liv.  3).  Donc  on  aura 

SB  :  S6  ::  AB  :  aô    et    SB  :  Sb  ::  BC  :  bc. 

Ces  deux  proportions  ayant  un  rapport  commun ,  on  en  conclut 

AB  :  ab  ::  ne  :  bc. 
Ou  prouverait  de  même  que 

BC  :  bc  ::  CD  :  cd; 
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ainsi  de  suite.  Donc  les  polygones  <ibc...  et  AiîG...  ont  les  côtés 
homologues  proportionnels  ;  ce  qu'il  fallait  montrer. 

Corollaire  I.  —  «Les  sections  parallèles  abc...  AIKI...,  d'une 
'<  pyramide,  sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  leurs  distances 
•  So  et  SO  au  sommet.  >- 

Ku  effet,  ces  deux  sections  étant  semblables,  on  aura 

ABC...  :  abc.  ::  ÂÛ'    :  ab^ 

[prop.  23  du  liv.  3).  Or,  les  triangles  SAH  et  ^ab  étant  sem- 
blables comme  ayant  les  côtés  parallèles,  on  a  aussi 

Alî  :  ab  ::  SA  :  Srt,     ou    ÂÏÏ'  :  ÔZ/'  ::  SA'  :  Sa'. 

Cette  proportion  ayant  un  rapport  commun  avec  la  précédente, 
on  en  conclut 

ABC  :  abc  ::  SA'  :   S«'. 
Mais,  d'après  la  prop.  précédente,  on  peut  écrire 

SA  :  Sa  ::  SO  :  So,     ou     SÂ'  :  sa'  ::  SÔ'  :  So'; 
donc  ABC  :  abc  :  :  SO'  :  So'  ;  ce  qu'il  fallait  prouver. 

.Sco//(?. —  Cette  propriété  ayant  lieu,  quel  que  soit  le  nombre 
des  côtés  de  la  pyramide,  a  lieu  conséquemment  aussi  pour  un 
cône. 

Corollaire  IL  —  «  Si  l'on  coupe  par  un  même  plan  parallèle  à 
«leurs  bases  deux  pyramides  SABC...  et  SXYZ  {J/r/.  177)  ayant 
«  leurs  bases  sur  un  même  plan  et  leurs  sommets  à  la  même  hauteur 
«SO,  les  sections  abc.  jcijz  seront  proporlioimcllos  aux  bases.» 

En  effet,  dans  chaque  pyramide,  sa  section  et  sa  base  sont  pro- 
portionnelles aux  carrés  de  leurs  distances  au  sommet,  c'est-à-dire 
qu'on  a 

ABC  :  abc  \\W  :  So\ 

et       XYZ  :  xijz  ::  SÔ'    :  SÔ\ 

Ces  deux  proportions  ayant  un  rapport  commun,  on  en  conclut 

ABC  :  abc  ::  XYZ  :  xyz. 

Corollaire  III.  —  «  Quand  les  bases  ABC  et  XYZ  de  deux  py- 
'<ramides  sont  équivalentes,  les  sections  abc  et  o&i/z  faites  à  la 

2'» 
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«même  hauteur,  et  parallèlement  à  ces  bases,  sont  aussi  équi- 
«  valentes.  »  C'est  une  conséquence  du  corollaire  précédent. 

PROPOSITION  II. 

THÉORÈME. 

178.        «Les  sections  XYSTV  {Jig.  178)  et   NOPQR,   faites  dans  un 
"  prisme  par  des  plans  parallèles,  sont  des  polygones  égaux.  » 

En  effet,  d'abord  les  angles  de  ces  polygones  sont  égaux  chacun 
à  chacun;  par  exemple,  l'angle  STV  égale  l'angle  NOP,  comme 
ayant  les  côtés  parallèles  {prop.  13,  liv.  5),  puisque  ST  et  ]N0 
sont  les  intersections  de  deux  plans  parallèles  par  un  troisième 
plan  ABGF  {prop.  10,  liv.  5).  En  second  lieu,  ces  deux  mêmes 
polygones  STV...  et  NOP...  ont  aussi  leurs  côtés  égaux  chacun  à 
chacun;  par  exemple,  le  côté  ST  est  égal  à  NO,  comme  étant  pa- 
rallèle et  compris  entre  des  parallèles  AF  et  BG  [corol.  1,  prop.  3 1 , 
liv.  1).  Donc  nos  deux  polygones  sont  égaux;  car  il  est  aisé  de 
voir  que  deux  polygones  qui  ont  les  côtés  et  les  angles  égaux 
chacun  à  chacun ,  sont  superposables. 

PROPOSITION  III. 

LEMME. 

"  Les  prismes  droits  de  même  base  et  de  même  hauteur  sont 
«  égaux.  » 
ifis.  En  effet,  portons  la  base  abc...  {Jig.  168)  de  l'un  des  prismes 
sur  celle  ABC...  de  l'autre,  ces  bases  coïncideront  parfaitement  : 
ensuite  chaque  arête,  comme  «/du  premier  prisme ,  étant  perpen- 
diculaire au  plan  des  bases  comme  l'arête  correspondante  AF  du 
second,  ces  deux  arêtes  coïncideront  {prop.  4,  liv.  5),  et  comme 
ces  arêtes  sont  égales,  /  tombera  en  F.  Ainsi  les  deux  prismes  com- 
cideront  dans  toutes  leurs  parties  -,  ils  seront  donc  égaux. 

PROPOSITION  IV. 

LEMME. 

«  Deux  prismes  droits  de  même  hauteur  et  de  bases  équivalentes 
«  sont  équivalents.  » 
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En  effet,  puisque  Iimiis  bases  sont  équivalentes,  elles  contien- 
(liont  un  ni("'nic  uombredc  fois  nno  môme  commune  mesure,  telle 
que  le  petit  carré  m  [Jiy.  134  ).  Ainsi  divisons  en  petits  carrés  cha-  ''fc'-  ^-^h 
cune  des  deux  bases  de  ces  prismes  par  deux  séries  de  lignes  paral- 
lèles et  équidistantcs,  à  savoir,  une  des  séries  dans  un  sens,  et 
l'autre  série  dans  un  sens  perpendiculaire.  Tous  les  petits  carrés 
ainsi  formés  seront  égaux.  Si  l'ensemble  de  ces  petits  carrés  rem- 
plissait parfaitement  les  deux  bases,  ils  seraient  en  même  nombre 
d.tns  l'une  et  dans  l'autre,  puisqu'elles  sont  équivalentes;  mais  ces 
petits  carrés  ne  remplissent  pas  exactement  chaque  base,  et  ils  lais- 
sent sur  la  base  de  A,  par  exemple,  une  couronne  de  petits  vides 
a,  b,  c,  d,  e,  f,  g,  etc.,  que  l'on  a  marqués  en  noir  dans  la  figure. 
Néanmoins  cette  couronne  sera  peu  de  chose  ,  et  comme  elle  peut 
être  rendue  aussi  petite  que  l'on  voudra  en  rapprochant  de  plus  en 
plus  les  parallèles,  nous  en  ferons  abstraction ,  et  ainsi  nous  regar- 
derons le  nombre  de  petits  carrés  comme  étant  le  même  dans  une 
des  bases  de  nos  prismes  que  dans  l'autre.  Or,  maintenant  suppo- 
sons que  l'on  élève  sur  les  quatre  angles  de  chacun  de  ces  petits 
carrés  des  lignes  perpendiculaires  aux  bases  de  nos  prismes ,  et 
qui  se  terminent  aux  bases  supérieures  de  ces  prismes  ,  ces  perpen- 
diculaires seront  parallèles  [cor.  i,  prop.  7,  liv.  5)  et  égales 
[prop.  12,  liv.  5),  et  feront  autant  de  petits  prismes  qu'il  y  a  de 
carrés  {prop.  I4,  liv.  5  ).  Tous  ces  petits  prismes,  tels  que  e  et  e , 
seront  égaux  {prop.  3).  Ainsi  A  et  B  nous  offriront  deux  faisceaux 
de  petits  prismes  égaux ,  pareils  à  e  et  e',  et  ces  deux  faisceaux  se- 
ront de  même  volume,  puisqu'il  y  aura  autant  de  ces  petits  pris- 
mes e  et  e'  dans  l'un  des  faisceaux  que  dans  l'autre.  Or,  bien  qu'il 
y  ait  une  petite  différence  des  prismes  A  et  B  aux  deux  faisceaux 
dont  il  s'agit,  néanmoins,  comme  elle  peut  être  rendue  aussi  petite 
que  l'on  veut  en  rapprochant  de  plus  en  plus  les  parallèles  (jp^ 
J'n,  etc.,  nous  en  ferons  abstraction,  et  de  l'égalité  des  deux  dits 
faisceaux,  nous  concluons  celle  de  A  à  B. 

Scolie.  —  Si  l'on  faisait  difficulté  d'admettre  cette  conclusion, 
parce  que  jamais  les  petits  carrés  ne  rempliront  les  bases  des  pris- 
mes A  et  B,  et  que  jamais  les  deux  faisceaux  que  nous  avons  pris  ne 
seront  égaux  à  ces  deux  prismes,  on  admettra  du  moins  que  l'er- 
reur de  notre  conclusion  sera  d'autant  plus  petite  que  l'on  rappro- 
chera davantage  les  parallèles  gp,  fn,  etc.  Or,  rien  ne  limite  ce 

24. 
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rapprochement  :  donc  aussi  la  petitesse  de  notre  erreur  est  au-des- 
sous de  toute  quantité,  si  petite  qu'elle  soit;  donc  elle  est  nulle, 
car  il  n'y  a  que  zéro  qui  soit  plus  petit  que  toute  quantité,  si  petite 
qu'elle  soit.  (Appliquez  ici  les  développements  du  scolie  de  la  pro- 
position 23.) 

PROPOSITION  V. 

LEMME. 

«  Tout  prisme  est  équivalent  à  un  prisme  droit  de  même  hau- 
«  leur  et  de  bases  équivalentes.  » 

En  elfet,  soient  les  deux  prismes  C  et  I),  dont  le  premier  est 
oblique  et  le  second  droit,  et  ayant  tous  deux  même  hauteur  avec 
des  bases  équivalentes  [fig.  135)  ;  je  dis  qu'ils  seront  équivalents. 
En  effet,  divisons  les  hauteurs  de  ces  deux  prismes  en  un  même 
nombre  de  parties  égales  par  des  plans  perpendiculaires  à  ces  hau- 
teurs ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  parallèles  aux  bases  des  pris- 
mes C  et  D,  et  par  les  angles  o,  x,  y  de  la  section  que  chacun  de 
ces  plans  fait  dans  le  prisme  C,  menons  des  lignes  oo' ,  xx ,  yy' 
perpendiculaires  au  plan  suivant  prolongé  s"il  est  nécessaire  ;  ainsi 
00 ,  xx' ,  yy'  ne  vont  que  du  plan  oxy  au  plan  suivant  sut  prolongé 
jusqu'en  dx'y' .  Par  cette  construction  on  aura  une  pile  oblique  de 
plaques  EIK,  oxy,  sut^  etc.,  qui  pourra  être  regardée  comme  égale 
au  prisme  C,  parce  que  la  différence  qu'il  y  a  peut  être  rendue 
aussi  petite  qu'on  veut  en  rapprochant  de  plus  en  plus  les  uns  des 
autres  les  plans  parallèles  EIK,  oxy,  etc.  Quant  au  prisme  D,  où 
l'on  a  mené  aussi  des  plans  parallèles  à  sa  base  et  à  la  même  dis- 
tance des  uns  des  autres  que  ceux  du  prisme  C,  il  sera  exactement 
égal  à  la  pile  des  plaques  formées  par  ces  plans. 

Or,  chaque  plaque  wm/j  de  l'une  de  ces  deux  piles  est  équiva- 
lente ,  d'après  la  inop.  précédente,  à  la  plaque  correspondante  oxy 
de  l'autre ,  car  ces  deux  plaques  sont  des  prismes  droits  de  bases 
équivalentes  [prop.  2)  et  de  même  hauteur.  Donc  ces  deux  piles 
sont  équivalentes  en  volume  ;  donc  il  en  est  de  même  des  deux 
prismes. 

Scolie.  —  Si  le  raisonnement  ci-dessus  laissait  quelque  doute,  ou 
l'éclaircirait  par  les  considérations  du  scolie  précédent. 
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PROPOSITION  VI. 

THÉORÈME. 

<•  Les  parallélipipèdes  rectangles  de  mêmes  bases  sont  entre  eux 
■-  comme  leurs  hauteurs.  » 

Ainsi  soient  ABCDPSRÏ  et  EFGHE'F'G'  {fig.  153  )  deux  parallé-    '"'S.  '53. 
lipipèdes  rectangles  dont  les  bases  ABC  et  EHGF  sont  égales  :  je  dis 
qu'on  a 

rectangle  SB  :  rectangle  FH'  :  :  BT  :  FF', 

où  nous  avons  désigné  chaque  parallélipipèdc  par  les  lettres  de 
deux  de  ses  sommets  opposés,  ce  que  nous  ferons  souvent  par  la 
suite  ;  nous  emploierons  aussi  quelquefois  ce  moyen  pour  le  paral- 
lélogramme. Ainsi  nous  dirons  BD,  au  lieu  de  ABCD. 

Cela  posé,  pour  démontrer  notre  proposition,  nous  allons  suivre 
la  même  marche  que  pour  la^/op  18  du  2^  livre. 

Portons  donc  la  hauteur  FF'  sur  BT,  elle  ira  deux  fois  en  BK  et 
KN,  avec  un  reste  NT.  Or,  si  par  les  points  de  division  K  et  N  on 
mène  des  plans  IL  et  MO  perpendiculaires  à  la  hauteur,  ces  plans 
seront  parallèles  à  la  base  AC  [prop.  9,  liv.  5  )  ;  les  sections,  telles 
que  IL,  faites  par  ces  plans,  seront  donc  égales  à  la  base  AC 
[prop.  2).  Ainsi  sur  chaque  partie  de  la  hauteur  BT,  telle  que  la 
partie  KN,  il  y  aura  un  parallélipipèdc  10  égal  au  parallélipipèdc 
FH'  {prop,  3).  On  aura  donc  en  tout  deux  parallélipipèdes  égaux 
AL  et  10,  c'est-à-dire  que  FH'  ira  deux  fois  dans  SB ,  avec  un  reste 
IMR.  Ainsi  le  quotient  des  parallélipipèdes  sera  égal  à  celui  de  leurs 
hauteurs,  du  moins  en  s'en  tenant  aux  unités  entières  de  ces  quo- 
tients. Maintenant,  si  on  porte  la  hauteur  NT  de  ce  reste  MR  sur 
FF',  et  que  par  chaque  point  de  division  Z  on  mèue  un  plan  per- 
pendiculaire à  FF',  on  verra  encore  que  le  quotient  des  paralléli- 
pipèdes MR  et  FH'  est  égal  à  celui  de  leurs  hauteurs.  Ce  quotient 
sera  l,  par  exemple,  avec  un  reste  F'Z  pour  les  hauteurs,  et  XG', 
pour  les  prismes  ;  il  faudra  encore  porter  F'Z  sur  NT,  et  l'on  aura  2, 
par  exemple,  pour  quotient,  soit  des  prismes,  soit  des  hauteurs, 
avec  un  troisième  reste  Tu  qu'il  faudra  porter  sur  le  second  reste 
F'Z.  Or,  en  continuant  ainsi,  il  est  évident  que  toujours  les  deux 
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parallélipipèdes  dont  on  comparera  les  hauteurs  se  contiendront 
autant  l'un  l'autre  que  ces  mêmes  hauteurs,  parce  qu'il  est  im- 
possible de  porter  sur  la  plus  grande  de  ces  deux  hauteurs  une 
partie  égale  à  la  plus  petite,  sans  qu'en  menant  par  ses  extrémités 
des  plans  qui  lui  soient  perpendiculaires,  on  n'ait  un  parallélipi- 
pède  égal  au  plus  petit  des  deux  que  l'on  compare.  Donc,  d'après 
la  p.  192  de  l'algèbre,  le  rapport  des  parallélipipèdes  BS,  FH'  est 
égal  à  celui  de  leurs  hauteurs,  et  l'on  peut  écrire,  comme  nous 
l'avons  annoncé ,  BS  :  Fil'  :  :  BT  :  FF'. 

PROPOSITION  VII. 

THÉORÈME. 

fig.  179.  '«Deux  parallélipipèdes  rectangles  [flg.  179)  ABCDEFGH  et 
'<  IRLEA^INO  de  même  hauteur ,  sont  entre  eux  comme  leurs  bases 
«  EFGH  et  ElkL.  » 

En  effet,  après  avoir  mis  les  deux  parallélipipèdes  à  côté  l'un  de 
l'autre,  comme  le  représente  la  ligure,  prolongeons  la  face  LKNO 
(Ui  petit  parallélipipôde  dans  l'intérieur  du  grand  pour  faire  la 
section  LOPQ.  Nous  formerons  par  là  un  parallélipipède  auxiliaire 
HELQAOPD  que  nous  désignerons  désormais  ainsi  que  le  grand  et 
le  petit  parallélipipède  donnés,  par  deux  lettres  situées  diagonale- 
nient,  telles  que  AQ.  Ce  parallélipipède  auxiliaire  AQ  et  le  grand  pa- 
lallélipipède  AG  peuvent  être  censés  avoir  ADIIE  pour  base  com- 
mune. Alors,  d'après  le  théorème  précédent,  ils  seront  entre  eux 
comme  leurs  hauteurs  EF  et  EL  ;  ou  aura  donc 

AG  :  AQ  ::  EF  :  EL. 

Ensuite  ce  même  parallélipipède  AQ  et  le  petit  parallélipipède 
AK  peuvent  être  considérés  comme  ayant  pour  base  commune 
AELO,  On  aura  donc  encore 

AQ  :  AR  ::  EH  ;  El. 

En  multipliant  entre  elles  ces  deux  proportions  terme  à  terme,  et 
supprimant  AQ,  parce  qu'il  sera  facteur  commun  aux  deux  termes 
(lu  premier  rapport,  on  obtiendra 

AG  :  AK  ::  EF  X  EH  :  EL  X  El; 
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ce  qu'il  fallait  prouver,  car  KF  X  KH  représente  la  base  EF(ill,  et 
EL  X  Kl  représente  la  base  EIKL  {prop.  4,  cor.,  liv.  3). 

PROPOSITION  vm. 

THÉORÈME. 

«  Deux    parallélipipèdes    rectangles   quelconques    (i  \    et  XK 
"[fiy.  170)  sont  entre  eux  comme  les  produits  de  leurs  bases    *'"•  ^tw- 
«  EFGH  et  ELKI  par  leurs  hauteurs  KA  et  EX.  « 

En  elTet ,  prolongeons  les  pans  du  plus  petit  de  ces  deux  prismes 
XK,  de  manière  qu'ils  donnent  un  parallélipipède  rectangle  de 
même  hauteur  que  le  grand  prisme  AG.  Ces  deux  parallélipi|)t'des 
rectangles  AG  et  AK,  ayant  même  hauteur,  donneront  par  la  pro- 
position précédente 

AG  :  AK  ::  EFGH  :  ELKI. 

De  plus ,  ce  même  parallélipipède  auxiliaire  AK  ayant  même  base 
que  le  petit  prisme  XK,  nous  aurons  [prop.  6) 

AK  :  XK  :  :  AE  :  EX. 

Maintenant,  eu  multipliant  entre  elles  ces  deux  proportions,  et 
supprimant  AK  qui  sera  facteur  commuu  aux  deux  termes  du  pre- 
mier rapport,  on  obtiendra 

AG  :  XK  :  :  EFGH  X  AE  :  ELKI  X  EX  ; 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire.  —  <•  Deux  parallélipipèdes  rectangles  sont  entre  eux 
«  comme  les  produits  de  leurs  trois  dimensions.  » 

Car  comme,  d'après  le  cor.  de  la  prop.  4  du  liv.  3,  on  a 

EFGH  =EF  X  EH  et  ELKI  =  EL  X  El , 
on  voit  qne  la  proportion  ci-dessus  devient 

AG  :  XK  :  :  EF  X  EH  X  AE  :  EL  X  El  X  EX. 
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PROPOSITION  IX. 

THÉORÈME. 

«  Un  parallélipipède  rectangle  a  pour  mesure  le  produit  de  sa 
'<  base  par  sa  hauteur,  ou  celui  de  ses  trois  dimensions.  « 

En  effet ,  la  mesure  d'un  solide  est  le  nombre  de  fois  qu'il  con- 
fient le  volume  pris  pour  unité ,  ou  plus  généralement ,  c'est  le  rap- 
port de  ce  solide  à  celte  unité.  On  prend  pour  unité  de  volume  le 
cube  fait  sur  l'unité  de  longueur.  Ainsi ,  si  c'est  le  pied  qu'on  prend 
pour  unité  de  longueur,  le  pied  cube  sera  l'unité  de  volume.  Dans 
celte  hypothèse,  la  mesure  d'un  parallélipipède  rectangle  BH 
179-  {ftfj.  170)  sera  le  nombre  de  pieds  cubes,  tels  que  NX,  contenu 
dans  BH,  ou  plus  généralement  le  rapport  de  BH  à  NX. 

Or,  je  dis  que  ce  nombre  ou  ce  rapport  est  égal  au  produit  des 
dimensions  BA  X  AE  X  AD  ;  car  on  a ,  d'après  le  cor.  de  la  propo- 
sition précédente, 

BH  :NX  ::  BAXAE  XAD  :  AOxAXXAM. 

Mais  on  suppose  que  AO  est  égal  à  l  pied  aussi  bien  que  AX  et  AM  ; 
donc  AO  X  AX  X  AM  =  1  X  1  X  1  ;  c'est-à-dire  =  1  ,  car 
1  X  1  X  1  =  1 .  On  peut  donc  écrire 

BH  :  NX  : : BA  X  AE  X  AD  :  1 . 

Ainsi  le  conséquent  NX  entrera  autant  de  fois  dans  l'antécédent 
Bfl  que  I  entrera  dans  BA  X  AE  x  AD,  cest-à  dire,  autant  de  fois 
qu'il  y  a  d'unités  dans  coproduit,  c'est-à-dire enfln  que  ce  produit 
marquera  lo  noralwe  de  pieds  cubes  contenus  dans  BII. 

C.  Q.  F.  D. 

PROPOSITION  X. 

THÉOKÈME. 

'<  Un  parallélipipède  ,  et  en  général  un  prisme  a  pour  mesure  le 
"  produit  de  sa  base  multipliée  par  sa  hauteur.  » 

En  effet ,  d'après  la  proj).  5,  le  paralléUpipède  on  le  prisme  quel- 
conque que  l'on  considère,  a  même  volume  qu'un  parallélipipède 
rectangle  de  môme  hauteur  et  de  base  équivalente.  Or  ce  dernier 
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a  pour  mesure  le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur  ;  donc  le  prisme 
quelconque  que  Ton  coiisidùre  a  aussi  la  même  mesure. 


PROPOSITION  XI. 


TDEOBEME. 


'<  Deux  pyramides  A  et  B  (J(/.  136)  de  bases  équivalentes  et  de    fi?  «36, 
■'  môme  hauteur  sont  équivalentes.  » 

En  eflet ,  partageons  les  hauteurs  de  ces  deux  pyramides  en  un 
môme  nombre  de  parties  égales  par  des  plans  parallèles  à  leurs  bases  ; 
et  par  les  angles  o,  x,  y,  et  7n,  n,  p,  de  la  section  faite  par  chacun 
de  ces  plans  dans  nos  pyramides,  menons  les  lignes  oo\  xx' ,  yy' , 
mm',  etc.,  parallèles  à  la  hauteur  de  chaque  pyramide  :  nous  sup- 
posons que  ces  lignes  ne  vont  que  d'un  plan  au  plan  suivant  pro- 
longé, s'il  est  nécessaire  ;  ainsi  oo' ,  xx'  et  yy'\nQ  vont  que  du  plan 
oxy  au  plan  sut  prolongé  jusqu'en  o'x'y' .  Par  cette  construction 
on  aura  une  pile  de  plaques  EIK,  oxy,  sut,  etc.,  pour  la  pyramide 
A,  et  une  pile  d'un  même  nombre  de  plaques  GHL,  mnp,  etc.,  pour 
la  pyramide  B  ;  et  ces  piles  pourront  être  regardées  comme  égales 
aux  pyramides,  parce  que  la  dilïérence  qu'il  y  a  peut  être  rendue 
aussi  petite  qu'on  veut  eu  rapprochant  de  plus  en  plus  les  uns  des 
autres  les  plans  parallèles  EIK,  oxy,  etc. 

Or  chaque  plaque  mnp  de  l'une  de  ces  deux  piles  est  équiva- 
lente à  la  plaque  correspondaute  oxy  de  l'autre  pile,  parce  qu'elles 
ont  des  bases  équivalentes  {prop.  î,  corol.  3)  et  même  hauteur  ; 
donc  ces  deux  piles  sont  équivalentes  en  volume  ;  donc  il  en  est  de 
môme  des  deux  pyramides. 

Scolie.  —  Si  l'on  faisait  difficulté  d'admettre  cette  conclusion , 
parce  que  jamais  les  deux  piles  que  l'on  considère  ne  seront  égales 
à  nos  deux  pyramides,  quelque  rapprochés  que  soient  les  plans  EIK, 
oxy,  etc.,  on  admettra  du  moins  que  l'erreur  de  notre  conclusion 
sera  d'autant  plus  petite  que  l'on  rapprochera  davantage  ces  plans. 
Or,  rien  ne  limite  ce  rapprochement  ;  donc  aussi  la  petitesse  de 
notre  erreur  est  au-dessous  de  toute  quantité ,  si  petite  qu'elle  soit  ; 
donc  elle  est  nulle,  car  il  n'y  a  que  zéro  qui  soit  plus  petit  que 
toute  quantité,  si  petite  qu'elle  soit.  (Voy.  lo  scol.  de  h  prop.  23.) 
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PROPOSITION  XII. 

THÉOEÈME. 

fig.  i8o.  "  Un  prisme  triangulaire  ABCDEF  {fig.  180)  est  triple  de  toute 
<-  pyramide  de  même  base  et  de  même  hauteur.  » 

tin  effet,  par  les  trois  points  F,  A,  C,  faites  passer  le  plan  FAC 
qui  retranchera  de  notre  prisme  ABCDEF  la  pyramide  triangulaire 
FABC. 

Après  avoir  retranché  cette  pyramide,  il  restera  la  pyramide 
quadraugulaire  FACDE ,  dont  F  est  le  sommet  et  ACDE  la  base. 
Par  les  trois  points  F,  E,  C,  menez  encore  un  plan  FEC  qui  divisera 
la  pyramide  quadrangulaire  en  deux  pyramides  triangulaires 
FACE,  FCDE. 

Ces  deux  pyramides  sont  équivalentes ,  comme  ayant  des  bases 
égales  EAC,  ECD,  puisque  ce  sont  les  deux  moitiés  du  parallélo- 
gramme ACDE,  et  même  hauteur,  puisqu'elles  ont  le  point  F  pour 
sommet  commun.  Mais  chacune  de  ces  deux  pyramides ,  comme 
FAEC,  par  exemple,  est  équivalente  à  la  pyramide  FABC  ;  car  ces 
deux  dernières  pyramides  peuvent  être  censées  avoir  C  pour  som- 
met commun ,  et  les  triangles  AEF,  ABF  pour  bases,  lesquels  sont 
équivalents  comme  étant  les  deux  moitiés  du  parallélogramme 
ABFE.  Donc  le  prisme  ABCDEF  est  composé  de  trois  pyramides 
équivalentes  à  FABC  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

PROPOSITION  XIII. 

THÉORÈME. 

«  Une  pyramide  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  base  par  le  tiers 
«  de  sa  hauteur.  •> 

1°  Supposons  une  pyramide  triangulaire.  D'après  le  théorème 
précédent,  cette  pyramide  est  le  tiers  d'un  prisme  de  même  base  et 
de  même  hauteur  ;  or  le  prisme  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  base 
par  sa  hauteur  ;  donc  la  pyramide  aura  pour  mesure  le  produit  de 
sa  base  par  le  tiers  de  sa  hauteur. 
n^'.  14S.        2"  Prenons  une  pyramide  quelconque  SABCD...  (fuj.  148),  et 
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apn^'s  avoir  tracé  dans  sa  base  l(>s  diagonales  EC.  EB,  etc.,  parlant 
tontes  d'un  même  sommet  E,  menons  par  ces  diagonales  et  l'arête 
SE  aboutissant  à  ce  sommet,  des  plans.  Ces  plans  partageront  la  py- 
ramide totale  en  plusieurs  pyramides  triangnlîiircs  ayant  toutes 
pour  hauteur  la  hauteur  SP  de  la  pyramide  totale,  ot  pour  base  un 
des  triangles  qui  composent  la  base  de  cette  pyramide  totale.  Or, 
chaque  pyramide  triangulaire  a  pour  mesure  le  tiers  de  sa  hauteur 
multipliée  par  sa  base,  à  savoir  : 

SAEI  =  1  SP  X  lEA 
SBEÂ  =  1  SP  X  AEB 
SBFX  =  i  SP  X  BEC 
SCED  =  i  SP  X  CED. 

En  ajoutant  toutes  ces  équations,  on  aura  la  somme  de  toutes  les 
pyramides  triangulaires  ou  la  pyramide  totale 

SABC...  =ri  SP(IEAH-AEB-HBEC-f-CED) 
ou  SABC...  =  i  SP  X  ABCDEl  ; 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

PROPOSITION  XIV. 

THÉORÈME. 

'<  Toute  section  faite  dans  la  sphère  CD  {fig,  181 }  par  un  plan    i.i;.  iSi 
«  AB  est  un  cercle.  » 

Cette  proposition  est  évidente  dans  le  cas  où  le  plan  sécant  passe 
par  le  centre  de  la  sphère,  parce  qu'alors  tous  les  points  d'inter- 
section du  plan  et  de  la  surface  de  la  sphère  sont  à  égales  distances 
du  point  de  ce  plan  qui  est  au  centre  de  cette  sphère,  et  ainsi 
cette  intersection  est  une  circonférence  ayant  pour  centre  celui  de 
la  sphère. 

Dans  le  cas  où  le  plan  sécant  AB  ne  passe  pas  au  centre  C  de  la 
sphère,  de  ce  centre  C  menons  une  perpendiculaire  CO  sur  ce  plan 
sécant  AB,  et  diverses  obliques  CA,  CM,  etc.,  aux  divers  points  de 
la  section  AMB.  Ces  diverses  obliques,  étant  des  rayons  de  la 
sphère,  seront  égales,  et  par  conséquent  elles  s'éloigneront  toutes 
également  de  la  perpendiculaire  {prop.  G,  liv.  5).  Donc  les  lignes 
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OA,  OM,  etc.,  sont  égales,  et  la  courbe  AMB  est  une  circonlérence 
de  cercle. 

Scolie.  —  On  voit  que  le  centre  0  d'un  cercle,  fait  par  un  plan 
qui  coupe  une  sphère,  est  sur  la  perpendiculaire  CO  abaissée  du 
centre  de  la  sphère  sur  ce  plan. 

PROPOSITION  XV. 

THÉORÈME. 

■'^2.  a  Tout  plan  FAG  {fig.  182)  perpendiculaire  à  Textrémité  d'un 
«  rayon  OA  d'une  sphère  est  tangent  à  celte  sphère,  et  réciproque- 
«  ment.  « 

Eu  effet,  si  l'on  mène  du  centre  0  à  un  point  quelconque  M  de 
ce  plan  une  droite ,  cette  droite  sera  nue  oblique  plus  longue  que 
la  perpendiculaire  OA  [prop.  5,  liv.  5  ).  Donc  le  point  M  sera  hors 
de  la  sphère,  et  le  plan  FAG  n'aura  que  le  seul  point  A  commun 
avec  cette  sphère. 

Réciproquement,  si  le  plan  FAG  est  tangent  à  la  sphère  dans  le 
point  A,  il  sera  perpendiculaire  au  rayon  AO;  car  dans  ce  cas,  tout 
point  M  autre  que  A  pris  dans  le  plan  étant  hors  de  la  sphère,  on 
aura  OA  <<  OM.  Donc  OA  sera  perpendiculaire  à  ce  plan  [prop.  5, 
liv.  5  ). 

PROPOSITION  XVI. 

THÉORÈME. 

':''•  «  La  surface  convexe  d'un  prisme  droit  ABCDKF...  {fig.  178^ 
«a  pour  mesure  le  contour  de  sa  base  ABC...  multiplié  par  sa 
«  hauteur  AF.  >- 

En  effet,  chaque  pan  comme  BCHG  a  pour  mesure  un  côté  BC 
de  la  base  du  prisme  multiplié  par  une  dos  aiètes  longitudinales 
correspondante  à  ce  côté,  par  BG  ,  je  suppose  (  cor.  de  la  prop.  4, 
liv.  3  ).  Or,  cette  arête  BG  égale  la  hauteur  AF  du  prisme,  donc 

surf.  BGHC  =  AF  X  BC; 
de  même,  surf.  CHID  =  AF  X  CD, 
surf.  DIKE  =  AF  X  DE, 
etc.. 
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Donc,  en  ajoutant  toutes  ces  équations,  on  trouve 

suri,  convexe  =  AF  (  BC  4-  CD  -h  DE  +. . .  )  i 
ce  qu'il  fallait  prouver. 

PROPOSITION  XVII. 

LEMME. 

«  La  surface  convexe  d'une  pyramide  régulière  égale  le  demi 
«  périmctie  de  la  base  multiplié  par  l'apolhéme  de  cette  pyra- 
"  midc.  - 

,En  effet,  le  triangle  SBC  {fig.  148  )  a  pour  mesure  la  moitié  de 
sa  base  BC  multipliée  par  SM  ;  or  la  surface  convexe  de  la  pyra- 
mide se  compose  d'autant  de  triangles  pareils  à  SBC  qu'il  y  a  de 
côtés  dans  ABCDEI  ;  donc  il  faut  répéter  la  moitié  de  BC  autant 
qu'il  y  a  de  côtés  dans  le  polygone  ABCDEI,  ce  qui  fera  le  demi- 
périmètre  de  ce  polygone  ;  donc  la  surface  convexe  de  la  pyra- 
mide égale  le  demi-périractrc  de  ABCDEI  multiplié  par  SH. 

PROPOSITION  XVIII. 

LEMJIE. 

«  Le  volume  d'un  polyèdre  circonscrit  à  la  sphère  est  égal  à  sa 
"  surface  multipliée  par  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère.  » 

Car,  si  on  imagine  un  polyèdre  dont  toutes  les  faces  touchent 
la  sphère,  ce  polyèdre  pourra  être  considéré  comme  composé  de 
pyramides  qui  ont  toutes  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère,  et 
dont  les  bases  sont  les  dilTércntcs  faces  du  polyèdre.  Or  il  est  clair 
que  toutes  ces  pyramides  auront  pour  hauteur  commune  le  rayon 
de  la  sphère  (  prop.  15  ),  de  sorte  que  chaque  pyramide  sera  égale 
à  la  face  du  polyèdre  qui  lui  sert  de  base ,  multipliée  par  le  tiers  du 
rayou  ;  donc  le  polyèdre  entier  sera  égal  à  sa  surface  multipliée  par 
le  tiers  du  rayon  de  la  sphère  inscrite. 

PROPOSITION  XIX. 

LEMME. 

'<  On  peut  trouver  un  prisme  ou  une  pyramide  dont  la  solidité  et 
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«  la  surface  convexe  aient  des  valeurs  aussi  approchant  qu'on  vou- 
"  dra  de  celles  d'un  cylindre  ou  d'un  cône,  » 
Ainsi  supposons  que  nous  ayons  inscrit  et  circonscrit  à  un  cylin- 
fi?.  160.  (jj-e  ou  à  un  cône  dont  la  base  soit  le  cercle  AO  [fig.  160),  des  pris- 
mes ou  des  pyramides  à  six  faces  latérales  et  ayant  pour  base  les 
polygones  réguliers  ABCDEF  et  GHlIiLM.  Cela  posé,  j'observe  d'a- 
bord que  notre  proposition  est  évidente  pour  les  solidités  d'un  cha- 
cun des  corps  ronds  dont  il  s'agit  ;  car  il  est  clair  qu'en  inscrivant 
ou  circonscrivant  successivement  à  un  cylindre  ou  à  un  cône  des 
prismes  ou  des  pyramides  de  nombre  de  faces  latérales  de  deux  en 
deux  fois  plus  grand,  leurs  solidités  différeront  de  moins  en  moins 
de  celle  du  cylindre  ou  du  cône.  Mais  je  dis  en  second  lieu  que  notre 
proposition  n'est  pas  moins  vraie  pour  les  surfaces  de  ces  corps. 

Pour  le  prouver,  j'observe  que  la  surface  dont  il  s'agit,  y  com- 
pris sa  base  où  ses  deux  bases  parallèles  suivant  qu'il  s'agit  du 
cône  ou  du  cylindre,  est  comprise  entre  les  surfaces  de  leurs  polyè- 
dres inscrit  et  circonscrit ,  y  compris  leurs  bases.  Cela  s'appuie  sur 
l'axiome,  que  quand  il  s'agit  de  surfaces  convexes,  c'est-à-dire,  qui 
ne  peuvent  être  traversées  en  plus  de  deux  points  par  une  ligue 
droite,  alors  une  surface  enveloppée  de  toute  part  par  une  autre  est 
plus  petite  que  la  surface  enveloppante  (l).  Ainsi,  de  ce  que  le 
cône  ou  le  cylindre  avec  sa  base  ou  ses  deux  bases  forme  une  sur- 
face enveloppée  de  toute  part  par  la  pyramide  ou  le  prisme  cir- 
conscrit, y  compris  sa  base  ou  ses  deux  bases,  il  s'ensuit  que  les 
surfaces  de  ces  corps  ronds  sont  plus  petites  que  leurs  surfaces 
polyédrales  circonscrites.  De  même,  les  surfaces  desdits  corps  ronds 
enveloppant  de  toutes  parts  leurs  polyèdres  inscrits  sont  plus 
grandes  que  les  surfaces  de  ceux-ci.  Ainsi  la  surface  du  corps  rond 
que  l'on  considèie,  y  compris  sa  base  ou  ses  deux  bases,  a  une  va- 
leur comprise  entre  les  surfaces  de  ses  polyèdres  inscrits  et  circons- 
crits, y  compris  leurs  bases.  Or,  en  passant  successivement  de  ces 
polyèdres,  que  je  suppose,  par  exemple,  de  six  faces  latérales,  à 
d'autres  polyèdres  réguliers  inscrits  et  circonscrits  d'un  nombre 
double  de  faces  latérales,  on  arrivera  à  un  couple  de  polyèdres,  l'un 
inscrit  et  l'autre  circonscrit,  dont  les  surfaces  différeront  aussi  peu 

(1)  On  pourrait  faire,  sur  cet  axiome,  les  mêmes  remarques  que  celle  tle  la 
p.  342  ;  mais  le  lecteur  pourra  très- facilement  y  suppléer  par  ses  propres  ré- 
llexions. 
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qu'on  voudra  ;  car  d'abord  la  dilTéronco  des  surlaces  des  deux 
polygones  réguliers  qui  leur  servent  de  base,  peut  devenir  aussi 
petite  qu'on  \oudra,  comme  nous  l'avons  vu  prop.  8  du  liv.  4  •  en 
second  lieu,  il  en  est  de  môme  des  contours  de  ces  polygones,  en 
même  temps  que  l'on  voit  aisément  que  les  hauteurs  ou  les  apothè- 
mes de  nos  deux  polyèdres  sont  égales  ou  approchent  sans  cesse 
de  le  devenir;  d'où  l'on  conclut  par  \esprop.  lu  et  n ,  que  les  sur- 
laces convexes  de  nos  deux  polyèdres  approchent  sans  cesse  de  l'éga- 
lité, et  par  conséquent  aussi  leurs  surfaces  totales  qu'on  obtient  en 
ajoutant  à  ces  surlaces  convexes  les  polygones  qui  leur  servent  de 
bases.  Donc  à  fortiori  la  différence  de  l'une  de  ces  surfaces  totales 
à  la  surface  du  corps  rond  que  l'on  considère,  y  compris  sa  base  ou 
ses  bases ,  deviendra  aussi  petite  qu'on  voudra  ,  puisque  la  surface 
totale  de  ce  corps  rond  a  une  valeur  intermédiaire  entre  celles  de 
ses  deux  polyèdres  inscrit  et  circonscrit.  Mais  maintenant ,  s'il  est 
vrai,  comme  on  l'a  vu  prop.  8,  liv.  4,  que  la  différence  des  bases 
du  corps  rond  et  de  son  polyèdre  inscrit  ou  circonscrit  devient 
aussi  petite  qu'on  voudra,  en  môme  temps  que  celles  de  leurs  sur- 
faces totales,  il  s'ensuit  évidemment  que  la  différence  des  surfaces 
convexes  de  ces  corps  peut  devenir  pareillement  aussi  petite  qu'on 
voudra ,  puisque  la  surface  totale  de  chacun  de  ces  corps  se  com- 
pose de  sa  surface  convexe  et  de  sa  base.  Par  conséquent,  on  peut 
trouver  un  prisme  ou  une  pyramide  dont  la  solidité  ou  la  surface 
convexe  ait  une  valeur  qui  approche  autant  qu'on  voudra  de  celle 
d'un  cylindre  ou  d'un  cône.  C.  Q.  F  D. 

Scolîe  I.  —  Quand  nous  disons  qu'une  surface  convexe  ne  peut 
être  traversée  en  plus  de  deux  points  par  une  ligne  droite,  cela  ne 
doit  s'entendre  que  d'une  véritable  sécante,  et  non  d'une  droite  qui 
ne  ferait  que  toucher  la  surface  en  question.  En  effet ,  un  cylindre , 
un  cône,  et  beaucoup  d'autres  surfaces  convexes  peuvent  être 
touchées  en  une  infinité  de  points  par  une  ligne  droite  convenable- 
ment placée;  par  exemple,  la  génératrice  d'un  cylindre  est  une 
droite  qui  a  tous  ses  points  communs  avec  la  surface  de  ce  cylindre. 

Scolie  II.  —  Il  est  évident  que  pour  notre  axiome  il  suffit  que 
la  surface  enveloppée  soit  convexe,  et  que  cet  axiome  a  lieu  dans 
toute  son  étendue,  pour  le  cas  où  on  prendrait  une  surface  envelop- 
pante qui  ne  serait  pas  convexe. 

Scolie  III.  —  De  notre  même  axiome,  on  déduit  que  le  plan 
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est  plus  petit  que  toutes  les  antres  surfaces  terminées  au  même  con- 
tour; cette  proposition  n'en  est  en  effet  qu'un  cas  particulier,  car 
l**  le  plan  n'est  qu'un  cas  particulier  des  surfaces  convexes,  puis- 
qu'il ne  peut  être  traversé  en  plus  de  deux  points  par  une  droite  ; 
et  2°  dans  notre  axiome,  on  doit  entendre  par  surface  enveloppante, 
aussi  bien  celle  qui,  terminée  au  même  contour  que  la  surface  en- 
veloppée, ne  l'envelopperait  que  d'un  côté,  que  celle  qui  envelop- 
perait de  toute  part  sa  surface  enveloppée. 

On  prouverait  aisément,  par  notre  axiome,  que  la  propriété  mi- 
nimum d'un  plan  a  lieu ,  non-seulement  par  rapport  aux  surfaces 
convexes ,  mais  aussi  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  terminées 
au  même  contour  que  ce  plan. 

PROPOSITION  XX. 

LEMME. 

On  peut  considérer  un  cylindre  ou  un  cône  comme  un  prisme 
ou  une  pyramide  d'une  infinité  de  faces  latérales. 

En  effet,  à  mesure  que  Ton  multiplie  le  nombre  des  faces  d'un 
prisme  régulier  inscrit  ou  circonscrit  h  un  cylindre ,  ou  voit,  par 
la  proposition  précédente,  que  la  surface  de  ce  prisme ,  et  par  l'é- 
vidence même,  que  sa  solidité,  sa  forme,  son  rayon,  et  tout  ce 
qu'on  peut  y  considérer,  approchent  de  plus  en  plus  de  la  sur- 
face du  cylindre,  de  sa  solidité,  de  sa  forme,  de  son  rayon,  et 
tout  ce  qu'on  peut  y  considérer  aussi.  Donc  toute  différence,  sous 
quelque  rapport  que  ce  soit,  disparaîtrait  entre  le  cAlindrc  et  son 
prisme  inscrit  ou  circonscrit ,  si  Ton  pouvait  continuer  jusqu'à 
l'influi  la  multiplication  des  laces  de  ce  dernier,  et  c'est  là  tout  ce 
que  veut  dire  notre  proposition. 

Ou  démontrerait  de  même  cette  proposition  pour  le  cône. 

PROPOSITION  XXI. 

THÉORIÈME. 

«  Il  faut  multiplier  la  hauteur  d'un  cylindre  par  la  circonférence 
«  de  sa  base  pour  avoir  sa  surface  convexe ,  et  par  l'aire  de  colle 
«  base  pour  avoir  sa  solidité.  » 
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Kii  clïet ,  un  cylindre  est  un  prisme  d'une  infinité  de  pans.  Or, 
on  a  la  surface  convexe  on  la  solidité  de  ce  prisme,  selon  (pi'on 
nuiltipUc  sa  hauteur  par  le  périmètre  on  par  l'aire  de  sa  base  ; 
donc  il  doit  en  être  de  même  du  cylindre. 

Scolie  I Si  l'on  appelle  R  le  rayon  d'un  cylindre,  ttK'  [prop.  1 1 , 

coroL,  4''  liv.)  sera  la  surface  de  sa  base,  et  27rU  en  sera  la  circon- 
l'érence;  si  donc  je  désigne  par  H  sa  hauteur,  je  pourrai  écrire 

surface  cylind.  =  27:11  H  , 
solidité  cylind.  :=7rR'II. 

Sco//e //.  — Si  l'on  faisait  difficulté  d'admctlre  la  conclusion 
précédente,  parce  que  jamais  un  cylindre  ne  peut  se  confondre 
avec  un  prisme,  on  admettra  du  moins  que  l'erreur  de  notre  con- 
clusion, c'est-à-dire,  la  quantité  dont  il  s'en  faut  que  la  solidité  C 
du  cylindre  égale  uR'H,  sera  d'autant  plus  petite  que  l'on  prendra 
un  prisme  régulier  P  circonscrit  au  cylindre  d'un  plus  grand  nom- 
bre de  pans.  Or,  rien  ne  limite  ce  nombre ,  donc  aussi  la  petitesse 
de  notre  erreur  ou  la  différence  de  C  à  ttRMI  est  au-dessous  de 
toute  quantité,  si  petite  qu'elle  soit. 

Mais  C  et  ttR'H  étant  des  quantités  fixes  et  nullement  variables 
comme  les  quantités  P  etpH  [p  étant  la  base  de  P\  lesquelles  quan- 
tités P  et  ^H  varient  à  mesure  qu'on  multiplie  les  côtés  de  p,  la 
différence  de  ces  quantités  C  et  ttR'H  est  pareillement  fixe  et  indé- 
pendante de  ce  nombre  de  cotés.  C'est  donc  actuellement  même 
et  indépendamment  de  toute  multiplication  des  côtés  de  p  que  la 
différence  de  C  à  ttR'II  est  au-dessous  de  toute  quantité  si  petite 
qu'elle  soit  ;  mais  il  n'y  a  que  zéro  qui  soit  ainsi  au-dessous  de 
toute  quantité  :  donc  notre  erreur,  ou  la  différence  de  C  à  rR'H, 
égale  zéro ,  donc  C  ==  ttR'H.  C.  Q.  F.  D. 

Ce  raisonnement  est,  comme  on  le  voit,  le  môme  que  celui  du 
scolie  de  la  page  345. 

PROPOSITION  XXII. 

THÉOROIE. 

«  La  surface  convexe  d'un  cône  se  mesure  par  le  produit  de  son 
«  apolhèrao  et  de  la  demi-circonférence  de  sa  base,  et  sa  solidité 
«  par  le  produit  du  tiers  de  sa  hauteur  et  de  l'aire  de  cette  base.  •< 
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En  effet ,  un  cône  peut  être  considéré  comme  une  pyramide 
d'une  infinité  de  faces  latérales.  Or,  notre  proposition  est  vraie 
pour  une  pyramide  régulière  quelconque,  donc  elle  est  vraie  aussi 
pour  un  cône. 

Scolie  I.  —  Si  l'on  avait  quelques  doutes  sur  cette  conclusion , 
on  les  lèverait  par  les  considérations  du  scolie  2  de  la  proposition 
précédente. 

Scolie  II.  —  Si  l'on  appelle  R  le  rayon  de  la  base  d'un  cône, 
ttR^  sera  la  surface  de  cette  base  [prop.  il,  cor.,  4*"  liv.  )  ;  et  en 
appelant  H  la  hauteur  du  cône,  sa  solidité  sera  \  ttR'H. 

PROPOSITION  XXIIÏ. 

LEMME. 

«  Si  l'on  a  posé  sur  un  même  plan ,  i''  une  demi-sphère  dont  la 
«  base  soit  le  cercle  NN'  [fig.  iôi  )  et  la  hauteur  le  rayon  BA  ;  2** 
«  un  cyhndre  HG,  de  même  base  et  do  même  hauteur  que  la  de- 
«  mi-sphère ,  mais  évidé  par  une  cavité  ECH  eu  forme  de  cône  ren- 
«  versé  ,  je  dis  que  les  sections  faites  à  la  même  hauteur  par  un  plan 
«  ST  dans  ces  deux  solides  seront  équivalentes.  » 

Pour  démontrer  ceci,  cherchons  séparément  la  mesure  des  deux 
sections ,  c'est-à-dire  de  l'anneau  ML  et  du  cercle  OK.  D'abord  l'an- 
neau ML  est  la  différence 

du  cercle  LI  =  TrLr 
au  cercle  311  =  ttMI'  ; 
donc  l'anneau  ML  =  tuLÎ'  —  ttMÏ'  =  tt  [Tf  —MÏ"). 

Or  la  section  ou  le  cercle  OK  a  pour  valeur  tcOR'  ;  de  plus,  le 
triangle  rectangle  OAK  donne  OK'  =  AK'  —  OA^ .  D'ailleurs  la 
sphère  et  le  cylindre  ayant  môme  rayon ,  il  s'ensuit  AK  =  IL  ;  de 
plus  AO  =  IC  ;  mais  IC  =  MI,  car  le  triangle  CDH  est  isocèle ,  at- 
tendu que  la  hauteur  CD  du  cylindre ,  étant  supposée  égale  au 
rayon  de  la  sphère,  est  par  conséquent  aussi  égale  au  rayon  DH  ; 
donc  ICM  est  pareillement  isocèle,  parce  que  les  deux  triangles 
ICM  et  CDH  sont  semblables  comme  ayant  les  côtés  parallèles  ; 
donclC  =  IM;  donc  l'équation  OA  =  IC  donne  OA  =  IM;  cette 
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dernière  équation  et  l'équation  AK  =  IL  chaiigonl  la  valeur 
OK'  =  AK'  —  OA'  en  oiv'  =Tr'  —Ml';  par  conséquent  la  va- 
leur ttOK'  du  cercle  OK  devient 

cercle  OK  =  tc  (iT/  —  MÏ'), 

c'est-à-dire  qu'elle  devient  identique  avec  celle  de  l'anneau  ML. 

C.  Q.  F.  /). 

Corollaire.  —  «  Les  segments  du  cylindre  évidé  et  de  l'hémis- 
«  pliére  compris  entre  \c  plan  do  la  base  supérieure  du  cylindre  et 
«  un  plan  quelconque  parallèle  à  cette  base,  sont  équivalents.  » 

Ainsi  je  dis  que  le  segment  sphérique  PP'B  et  le  volume 
X'XHM/E  sont  équivalents.  En  effet,  divisons  ces  deux  volumes  eu 
une  infinité  de  plans  parallèles  à  la  base  X'P'  et  équidisfants  les 
uns  des  autres,  puis,  dans  la  sphère,  abaissons  de  chaque  section 
RK,  sur  le  plan  de  la  section  PP'  placée  au-dessous,  une  surface  ou 
zone  cylindrique  RJ ,  et  de  chaque  section  intérieure  M^  de  l'autre 
solide  abaissons  sur  le  plan  X'X  placé  au-dessous  une  autre  surface 
ou  zone  cylindrique  tv ,  on  aura  ainsi  une  plaque  JRK  et  un  an- 
neau ML  équivalents.  Kn  effet,  la  plaque  KK  éîant  un  c\lindre,  si 
mesure  est  RJ  X  cercle  OK.  Ensuite  l'anneau  étant  la  différence 
de  deux  cylindres,  sa  mesure  sera  la  différence  des  bases,  qui  est 
la  surface  ML  multipliée  par  la  hauteur  tv  ou  LX  ;  donc  cette  plaque 
et  cet  anneau  sont  des  tranches  équivalentes.  Or  le  segment  PP'H 
et  le  corps  X'XHM/E  peuvent  être  considérés  comme  des  sommes 
d'un  même  nombre  de  ces  tranches;  donc  ces  deux  corps  sont 
équivalents. 

Scolie.  —  Si  on  faisait  difficulté  d'admettre  cette  conclusion 
parce  que  chaque  tranche  JRK  laisse  un  petit  vide  JRP  entre  elle 
et  la  surface  RP  de  la  sphère,  en  même  temps  que  dans  l'autre 
corps  chaque  tranche  laisse  aussi  un  petit  vide  vtu  entre  elle  et  la 
surface  intérieure  tu  de  ce  corps ,  et  qu'ainsi  les  deux  sommes  de 
tranches  dont  il  s'agit,  et  que  je  désignerai  par/.IRK  et/3ir.  ne  re- 
présentent pas  exactement  nos  deux  segments  PP'B  et  X'XH  ;  on  ad- 
mettradumoiusquel'erreurdenotre  conclusion,  c'est-à-dire,laquau. 
tité  dont  il  s'en  faut  que  PP'B  égale  X'XH,  sera  d'autant  plus  petite 
que  l'on  rapprochera  davantage  les  plans  parallèles  à  X'P'.  Or  rien 
ne  limite  ce  rapprochement,  donc  aussi  la  petitesse  de  notre  er- 

25. 
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reur ,  ou  de  la  différence  de  PP'B  et  X'XH ,  est  au-dessous  de 
toute  quantité,  si  petite  qu'elle  soit. 

3Iais  PP'B  et  X'XH  étant  des  quantités  fixes  et  nullement  varia- 
bles comme /JRk  et  /ML  qui  varient  à  mesure  qu'on  rapproche 
davantage  les  plans  sécants  parallèles  à  X'P',  il  s'ensuit  que  la  dif- 
férence de  ces  quantités  PP'B  et  XX'H  est  pareillement  fixe  et  indé- 
pendante de  ces  plans  sécants.  C'est  donc  actuellement  mêtne  et 
indépendamment  du  plus  ou  moins  grand  rapprochement  de  ces 
plans  que  la  différence  de  PP'B  à  X'XH  est  au-dessous  de  toute 
quantité  si  petite  qu'elle  soit,  ftlais  il  n'y  a  que  zéro  qui  soit  ainsi 
au-dessous  de  toute  quantité.  Donc  notre  erreur  ou  la  différeucede 
PP'B  il  X'XH  égale  zéro  ;  donc  PP'B  =  X'XH.         C.  Q.  F.  D. 

PROPOSITION  XXIV. 

THÉORÈME. 

«Le  volume  d'une  sphère,  dont  le  rayon  est  R,  est  égal  à 
«  1 7rR\  7c  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  » 

En  effet,  l'hémisphère  NN'B  est  égal  au  cylindre  HG  [fig.  15 1) 
creusé  en  cône  d'après  le  corollaire  de  la  proposition  précédente, 
pourvu  que  l'on  suppose 

DH  =  DC  =  BA. 

Or,  si  le  cyhndre  HG  était  plein,  sa  solidité  serait  ttDH'  X  DC 
{pr.  21,  scol.  l),  ou  ttDH'  xDH,  ou  ^^DH^  ou  enfin  TrÂB\  On 
trouverait  de  même  le  cône  EHC  égal  à  \  ttAB  ;  donc  le  cylindre 
ou  l'hémisphère  égalera 

ttÂB^  —  i  ttÂB^  , 
c'est-à-dire  §  tcAB  ;  donc  toute  la  sphère  égalera  |  ttAB'. 

PROPOSITION  XV. 

THÉORÈME. 

«  Le  volume  d'une  sphère  est  égal  à  sa  surface  multipliée  par 
«  le  tiers  du  rayon.  " 
En  effet,  une  sphère  peut  être  regardée  comme  se  confondant 
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avec  iiii  polyèdre  rirconscril  d'une  infinité  (le  l'aros  infiniment  pe- 
tites. Or,  celui-ci  a  pour  mesure  sa  surface  multipliée  par  le  tiers 
du  rayon  [i)rop.  18),  il  doit  donc  en  être  de  même  de  la  sphère. 

Scoiie  I.  —  I.es  mêmes  raisonnements  pouvant  s'appliquer  à  un 
secteur  sphérique  quelconque,  nous  admettrons  que  sa  solidité  est 
égale  à  la  zone  ou  calotte  qui  lui  sert  de  base  multipliée  par  le  tiers 
du  rayon. 

Scoiie  IL  —  Les  doutes  qu'on  pourrait  avoir  sur  le  raisonne- 
ment précédent  se  lèveraient  par  des  considérations  toutes  pareilles 
à  celles  du  premier  scoiie  de  la  proposition  21. 

PROPOSITION  XXVI. 

THÉORÎiME. 

«  La  surface  d'une  sphère  est  égale  à  quatre  fois  celle  d'un  de 
«  ses  grands  cercles,  c'est-à-dire,  égale  à  47rR',  R  étant  le  rayon  de 
«  cette  sphère.  » 

En  effet ,  d'après  les  deux  propositions  précédentes , 

1"  sphère  =  surf.  X  ^  R, 

2"  sphère  =1 7rR5  ; 
donc 

surf.  X  j^  R  =  I  ttR^ 

Supprimons  donc  d'abord  le  dénominateur  3  commun  aux  deux 
membres  de  cette  équation,  ensuite  le  facteur  R  qui  leur  est  égale- 
ment commun ,  et  nous  aurons 

surf.  =  47rR\ 

PROPOSITION  XXVII. 

THÉORÈME. 

«  Un  secteur  sphérique  égale  la  hauteur  de  la  zone  qui  lui  sert 
n  de  base  multipliée  par  les  deux  tiers  d'un  grand  cercle.  " 

'  Prenons  d'abord  le  cas  d'une  zone  RKH  ifig.  1.51   à  une  seule 

*  base,  et  cherchons  le  volume  du  secteur  ARKB.  Or  ce]  secteur  est 

*  égal  au  segment  RKB,  plus  au  cône  KAR.  Ce  dernier  étant  facile 

*  à  mesurer,  nous  allons  nous  occuper  du  segment.  Ce  segment 
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*  [prop.  23,  cor.)  est  équivalent  à  la  partie  LHMŒL'  du  cyliudre 

*  HG  creusé  en  cône,  pourvu  que 

*DH  =  DC=zAB, 

*  ce  qui  donne  MI  =  IC  par  la  similitude  de  ICM  et  DCH. 

*  Or,  si  le  volume  HLL'E  était  plein ,  sa  mesure  serait 

solide  HL=  ttDH'  X  DI  {pro}).  21  ,  scol.  1)  ; 

*  mais  comme  il  est  creusé,  il  faut  en  retrancher  le  tronc  de  cône 

*  HM/E  :  ce  tronc  est  la  diflérence  des  cônes  CEH   qui  égale 

*  i  Trl)H'  X  DC  et  cm  qui  égale  i  -rMf  x  IC ,  mais  l)C  =  DH 

*  et  MI  =  IC  ;  donc 

*côneCEH  =  AttDH', 
*  côae  C^M  =  |  ttIc^  ; 


donc 


tronc  de  cône  HM  =  ^  tt  (DH'  —  IC^). 


*  Retranchons  ce  résultat  de  la  valeur  ci-dessus  du  solide  HL, 

*  et  nous  aurons  pour  le  volume  LHM^EL',  ou  pour  le  segment 
*RKB,  _  _ 

llKB  =  7r(DH'  .  DI-^DH^H-iïC^). 

*  Pour  avoir  le  secteur,  il  ne  s'agit  plus  que  de  joindre  à  cette 

*  valeur  celle  du  cône  KRA  qui  égale  le  J  ttOK'  .  AO  ou  ^  7r(ÂK''  — 
*A0'}  AO,  parce  que  le  triangle  icctaugle  OAK  donne  ÔK'  = 

*  AK*  —  A0%  de  plus,  comme  AK  =  DH  et  AO  =  IC,  on  peut 

*  écrire 

cône  KRA.=  i  tt  (DTi'  — Ic'  )  IC , 
ou  cône  KUA  =  r  (i  T)Il'  .  IC  —  i  IC^  ). 

*  Ajoutons  donc  cette  valeur  avec  colle  trouvée  ci-dessus  pour 
HKR,  et  nous  aurons 

*  secteur  RAIvIÎ  =  tt  (Ôh'  .1D  — i  DÎÎ^  +  i  ÏÏÏl'.lC). 

*  Les  deux  deinicrs  termes  de  ce  lésullat  —  ^j  DU    -+-  h  DH'  .IC 

*  reviennent  à  —  J  iÏÏI'  ^DH  —  IC),  ou  à  —  |1)ÏJ' .  Dl,  car  DH— IC 

*  =  DIj  donc 

secteur  RAIvB  =  tt  '^DÏI'  .  DI  —  i  DH'  .Dl), 
ou  secteur  RAKB  =  f  tt  M'.  DI  =  f  tt  ÂR"  x  HO. 
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*  Ainsi  notro  proposition  est  ccrtaino  pour  un  secteur  terminé 

*  par  une  ztine  à  une  base. 

*SupposoDs  à  présent  le  secteur  Rll'AK'K  [Ji(j.  152).  Ce  secteur 

*  est  la  différence  du  secteur  RÂlvlî  moins  le  secteur  R'AK'lî. 

*  Or,  d'ai)rès  ce  qui  précède , 

sect.  IVAK'B  =  ^  ttÂK'  X  O'IJ 
et  sect.  RAKB  =  §  ttÂK'  X  OH 

Différence  =  §  7^'  (OB  —  O'B). 

Mais  OB  —  O'B  =  00'  ;  donc  secteur  RR'AK'K  =  |  ttÂK'  X  00'. 

C.  Q.  F.  D. 

PROPOSITION  XXVIII. 

THÉORÈME. 

«  La  surface  d'une  zone  égale  sa  hauteur  multipliée  par  la  cir- 
«  conférence  d'un  grand  cercle.  » 

En  effet,  secteur  RR'Ak'K  =:  zone  RR'K'Kx^AK  {Jiy.  152). 
Or  on  vient  de  trouver  pour  le  même  secteur  la  valeur 

f  ttÂK'  xOO'; 
donc 

zone  RR'K'K  X  -^K  =  f  ttÂK'  X  00'. 

Supprimons  le  dénominateur  3  commun  aux  deux  membres  de 
cette  équation,  et  le  facteur  AK  qui  leur  est  également  commun,  et 
nous  aurons 

zone  RR'K'K  =  2ttAK  X  00'. 


TRIGONOMETRIE. 


Nous  allons  terminer  ces  éléments  de  mathématiques  par  quel- 
ques mots  seulement  sur  la  Trigonométrie,  nous  réservant  d'en 
donner  un  traité  proprement  dit  dans  le  livre  des  Compléments. 

DÉFINITIONS. 

I.  La  Trigonométrie  est  une  application  du  calcul  à  la  géomé- 
trie, qui  apprend  à  calculer  les  solutions  de  toutes  les  questions  que 
Ton  peut  faire  sur  les  triangles. 

Ces  calculs  se  font  au  moyen  des  lignes  trigonométriques  des 
angles  :  ce  sont  certaines  lignes  droites  par  lesquelles  on  repré- 
sente les  angles  dans  lesdits  calculs;  elles  sont  connues  sous  les 
noms  de  sinus  y  cosinus,  tangente,  cotangente ,  sécante  et  co- 
sécante. 

II.  Le  sinus  d'un  angle  AOI  {Jig.  106)  ou  de  l'arc  AM  qui  lui 
sert  de  mesure,  est  la  perpendiculaire  MP  abaissée  de  l'une  des  ex- 
trémités de  cet  arc,  qu'on  appelle  son  extrémité  mobile,  sur  le  rayon 
qui  passe  par  l'autre  extrémité  qu'on  appelle  origine  de  l'arc. 

On  désigne  le  sinus  d'un  arc  ou  d'un  angle  en  mettant  l'abré- 
viation sin  devant  les  lettres  ou  les  chiffres  qui  représentent  le 
nombre  de  ses  degrés.  Ainsi,  eu  représentant  para  l'angle  AC^I 
ou  l'arc  AM,  ou  peut  écrire 

MP  =  sin  a. 

On  appelle  supplément  d'un  arc  ou  d'un  angle  ce  qu'il  faut  lui 
ajouter  pour  faire  180°,  c'est-à-dire,  une  demi-circonférence  ou 
deux  angles  droits. 

Deux  arcs  supplémentaires  ont  des  sinus  de  même  valeur.  F.n 
effet,  par  le  point  M  menons  MM'  parallèle  au  diamètre  AB  :  l'arc 
M'B  égalera  AM.  Or  ÎM'A  est  le  supplément  de  H-Vi';  donc  M'A  est 
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aussi  le  supplémeot  de  MA,  et  l'on  voit  que  les  sinus  MP  et  M'P' 
(le  ces  deux  arcs  sont  égaux;  on  peut  donc  écrire 

sin  a  =.  sin  (180"  —  a) 

Mais  quand  on  compare  ensemble  des  angles  ou  des  arcs  AM  et 
Xm  compris  dans  le  premier  quart  de  cercle,  c'est-à-dire,  tous 
deux  plus  petits  que  90",  ou  voit  qu'au  plus  grand  arc  Am  corres- 
pond un  plus  grand  sinus  mp,  et  le  plus  grand  de  tous  les  sinus 
est  celui  de  AD  =  90"  ;  car  ce  sinus  AD  est  égal  au  rayon ,  et  le 
rayon  étant  par  rapport  à  tout  autre  sinus  MP  uue  oblique  MC, 
est  plus  grand  que  cet  autre  sinus. 

m.  On  appelle  complément  d'un  arc  ou  d'un  angle  ce  dont  il 
diffère  d'un  angle  de  90°,  c'est-à-dire,  d'un  quart  de  cercle  ou 
d'un  angle  droit. 

Le  cosinus  d'un  angle  ou  d'un  arc  est  le  sinus  de  son  complé- 
ment. Par  exemple,  si  on  élève  CD  perpendiculaire  à  AB ,  l'arc  AM 
aura  MD  pour  complément ,  et  le  sinus  de  celui-ci  sera  MQ  ;  par 
conséquent  MQ  sera  le  cosinus  de  MA.  Mais  comme  MQ  est  égal  à 
PC,  on  voit  qu'on  peut  dire  aussi  que  le  cosinus  d'un  arc  est  la 
distance  du  pied  de  son  sinus  au  centre. 

On  désigne  le  cosinus  d'un  arc  ou  d'un  angle  en  mettant  l'abré- 
viation cos  devant  les  lettres  ou  les  chiffres  qui  représentent  le 
nombre  de  ses  degrés.  Ainsi  on  a 

cos  a  =  MQ  =  PC. 

Devx  arcs  supplémentaires  ont  aussi  bien  leurs  cosinus  égaux 
que  leurs  sinus.  En  effet,  CD  étant  perpendiculaire  à  AB  l'est  aussi  à 
sa  parallèle  MM'.  Donc  CD  divise  cette  corde  en  deux  parties  égales; 
donc  MQ  =  M'Q,  et  par  conséquent  CP  =  CP'.  Mais  ces  deux 
cosinus  CP  et  CP'  des  arcs  AM  et  AM'  sont  placés  en  sens  différents. 
Cette  différence  fait  que  les  formules  démontrées  pour  le  cas  d'an- 
gles ou  d'arcs  moindres  que  90",  comme  AM ,  n'ont  plus  lieu  à  la 
rigueur  pour  le  cas  d'arcs  ou  d'angles  plus  grands  que  90°,  comme 
AM';  du  moins  en  général,  quand  ces  formules  contiennent  des 
cosinus,  elles  changent  en  passant  d'un  cas  à  l'autre.  Cette  cir- 
constance nuirait  beaucoup  à  la  généralité  des  calculs,  si  l'on 
n'avait  pas  un  moyen  d'y  remédier;  mais  on  en  a  un  très-simple, 
et  ce  moyeu  consiste  à  regarder  comme  négatives  les  valeurs  des 
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cosimis  (l'nngles  on  d'arcs  plus  grands  que  90";  c'est  co  que  l'on 
verra  particulièrement  an   n"  i\.  Ainsi,  nous  admettrons  que 

cos  (AM')  =  —  P'C     et     ras  a  =  —  cos  {iSO"  —  a). 

IV.  La  tangente  trigonométriqne  d'un  angle  ou  d'un  arc  est  la 
portion  AT  de  la  tangente  géométrique  menée  à  ci't  arc  par  l'ori- 
gine A  et  terminée  au  prolongement  du  rayon  CM  qui  passe  par 
l'extréniilé  mobile  M  de  cet  arC. 

La  co/aw//(?w^' d'un  angle  ou  d'un  arc  A  M  est  la  tangente  DS 
du  complément  DM  de  cet  arc.  On  désigne  les  tangente  et  cotan- 
gente  d'un  arc  a  par  les  abréviations  tang  et  cot.  Ainsi  on  peut 
écrire 

AT  =  tang  a     et     DS  =  cot  a. 

Comme  les  triangles  TAC  et  MPC  sont  semblables,  aussi  bien 
que  les  triangles  SDC  et  MQC,  comme  ayant  leurs  côtés  parallèles , 
on  en  déduit 

iCl>  :  MF  ::  CA  :  AT  ou  bieuco.sa  :  sma  ::  U(l)  :  tang  a, 

,,  ,  R  sin  a 

a  ou  tano  a  = , 

■^  cos  a 

et    CQ  :  MQ  ::  CD  :  DS,  ou  bien  sin  a  :  cos  a  ::  Il  :  cot  a, 

R  cos  a 


d'où  cot  a  = 

sin  a 

La  taugente  AV  et  la  cotangeute  DS'  d'un  angle  ou  d'un  arc  A  M' 
plus  grand  que  90"  sont  de  sens  différents  que  la  tangente  AT  et 
la  cotangente  DS  d'un  arc  AM  moindre  que  9o"  Cette  différence 
s'exprime  dans  les  calculs  eu  regardant  comme  négatives  les  tan- 
gente et  cotangente  de  cet  arc  AM'.  Ainsi  ou  peut  écrire 

tang  (  AM'  )  =  —  A  V    et     co^  (  AM'  )  =  —  DS'  ; 
de  même  tang  (  180" — a)  =  —  tang  a  et  cot  [  1 8U°—  a)  =  —  cot  a; 

c'est,  au  reste,  ce  qu'on  déduit  des  formules  précédentes. 

V.  La  sécante  d'un  angle  ou  d'un  arc  AM  est  la  distance  CT 
du  centre  à  l'extrémité  mobile  T  de  la  tangente. 

La  cosécunle  d'un  angle  ou  d'un  arc  AM  est  la  sécante  CS  de 
son  complément  DM. 

(1)  Je  représenleiai ,  dans  la  suite,  par  R  le  rayon  du  cercle  dans  lequel  je 
suppose  pris  les  sinus,  etc.,  des  angles  que  l'on  considère. 
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On  désigne  ces  ligues  par  les  abréviations  sée  et  coséc.  Ainsi 
on  a 

CT  =  séc  a    et    CS  =  coséc  a. 

Des  triangles  semblables  mentionnés  dans  le  numéro  précédent , 
on  déduit 


PC  :  AC  ; 

::  MC  :  CT,  ou  bien  cos  a  :  n  : 

::  R  :  séc  a, 

d'où 

R^ 

sec  a  =:  , 

cos  a 

et    CQ  :  CD  :; 

:  MC  :  CS,  ou  bien  shia  :  R  :: 

:  R  :  coséc  a 

d'où 

R^ 

cosec  a  =  — — . 

sin  a 

La  sécante  change  donc  de  signe  et  devient  négative  eu  même 
temps  que  le  cosinus. 

VI.  Outre  les  formules  précédentes,  on  en  possède  beaucoup 
d'autres  au  moyen  desquelles  on  a  calculé  les  valeurs  des  sinus  et 
cosinus  de  tous  les  arcs  de  minute  en  minute ,  depuis  o"  jusqu'à 
90",  et  on  appelle  tables  de  sinus  les  livres  où  sont  écrites  ces 
valeurs.  Ou  conçoit  au  reste  que  ces  valeurs  doivent  dépendre  de 
celle  du  rayon  du  cercle  dans  lequel  on  a  pris  ces  sinus  et  cosinus. 
Ordinairement  on  suppose  ce  rayon  égal  à  l'unité. 

Du  reste,  quand  on  a  une  table  offrant  les  sinus  des  angles  de 
0°  à  90"  ou  leurs  logarithmes  dans  Ihypothèse  de  R  égal  à  un 
nombre  dooné,  rien  déplus  simple  que  d'en  déduire  les  valeurs 
qu'auraient  ces  sinus,  etc.,  dans  toute  autre  hypothèse,  parce  que 
8',.  les  sinus  ^}\,  CP...  qu'a  un  même  angle  k  ffig.  84)  dans  dif- 
férents cercles  sont  entre  eux  comme  les  rayons  de  ces  cercles. 
En  effet,  ces  sinus  étant  parallèles  font  les  triangles  semblables 
ABM,  ACP,  qui  donnent  la  proportion 

CP  :  BM  ::  AC  :  AB,  ou  bien  sin' x  :  sin  A  ::  R'  :  R  ; 

proportion  dans  laquelle  je  représente  CP  et  BM  par  sin'  A  et  sin  A. 
On  tire  de  cette  proportion 

sîii  A  =  -jT-  sin  A  ; 

d'où  Ton  voit  que  pour  avoir  le  sinus  de  l'angle  A  dans  une  cir- 
conférence, lorsque  l'on  commit  celui  qu'a  cet  angle  dans  une 
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autre  circonférence ,  on  n'a  qu'à  multiplier  celui-ci  par  le  rapport 
-jT-  des  rayons  des  deux  cercles.  Nous  pouvons  remarquer  en  pas- 
sant qu'il  résulte  de  là  que  les  sinus  .sm  A,  sin  \i,  sin  C,...  qu'oui 
dillércnts  angles  A,  H,  C...  dans  une  circonlérence  ayant  pour 
rayon  1» ,  sont  entre  eux  comme  les  sinus  sin'  A,  .sin"  A,  ..  sin  J5, 
sin"\\,...  sin'C,...  qu'ils  auraient  dans  d'autres  circonlerencos 
ayant  pour  rayons  IV,  \\",...  c'est-à-dire  que 

sinX  :  sin  B  :  sinC.  :  :  sin'\  :  sin  II  :  sin'C.  :  :  si7i"A  :  ,s««"B  :  sin'C. 

Eq  effet,  sin' \,  sin' lî,  sin'C,...  sin'' A,  sin'li,...  ont  pour 
valeurs  .sm  A,  sin  li,  sinC,...    multipliés    tous    par    un    même 

nombre,  savoir,  multipliés  tous  par  -rr  ,  quand  il  s'agit  de  sin'  \, 

sin'B,  siti'C,...   ou  par  tt  ,  quand  il  s'agit  de  5m"  A,  siji"  a,...; 

donc  ces  valeurs  sont  entre  elles  comme  sin  A,  sinB,  sinC... 

Vil.  Les  tables  dont  nous  venons  de  parler  sont  peu  en  usage; 
celles  dont  on  se  sert  contiennent  les  logarithmes  des  lignes  trigono- 
métriqnes  au  lieu  de  leurs  valeurs  réelles  ;  et  rien  n'est  plus  aisé 
que  la  i'ormation  de  ces  tables  quand  on  a  les  autres,  puisque,  lors- 
qu'on a  la  valeur  réelle  d'une  chose,  on  peut  aisément  en  trouM-r 
le  logarithme. 

11  faut  seulement  observer  que  dans  ces  tables  de  logarithmes 
on  ne  prend  pas  i  pour  valeur  du  rayon,  comme  dans  celles  dont 
nous  avons  parlé  au  numéro  précédent,  parce  que  les  sinus  et  co- 
sinus étant  plus  petits  que  le  rayon,  seraient  des  fractions,  et  par 
suite  tous  leurs  logarithmes  seraient  des  nombres  négatifs.  Afin 
d'éviter  ces  logarithmes  négatifs,  on  a  pris  io'"pour  valeur  du 
rayon  ;  ainsi  les  logarithmes  qu'on  trouve  dans  les  tables  sont  plus 
grands  de  lo  unités  que  ceux  des  sinus  et  cosinus  qu'on  obtiendrait 
en  se  conformant  au  numéro  précédent. 

PRINCIPES   POUR  LA   RÉSOLUTION    DES   TRIANGLES    REGTILIGNES. 

VIII.  Dans  tous  triangles  ABC  (lig.  47)  les  côtés  so7it  entre 
eux  comme  les  sinus  des  angles  opposés. 

Ainsi,  û  l'on  désigne,  comme  nous  le  ferons  désormais  tou- 
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jours ,  les  trois  angles  du  triangle  par  les  trois  lettres  majuscules 
A,  B,  C,  placées  à  leurs  sommets ,  et  les  côtés  opposés  par  les  let- 
tres minuscules  a,  b,  c,  correspondantes,  savoir  :  BC  opposé  à  A 
par  a,  AC  opposé  à  B  par  b,  et  BA  par  c,  on  aura 
sin  A  :  sin  B  :  sin  C  ::  a  :  b  :  c. 

D'abord  cette  proposition  est  évidente  pour  les  sinus  que  les  an- 
gles A,  B  et  C  ont  dans  la  circonférence  circonscrite  au  triangle. 
En  elTet,  chaque  côté  comme  BG  est  la  corde  de  l'arc  BBC,  servant 
de  mesure  au  double  de  l'angle  opposé  A.  Or  le  sinus  d'un  angle 
est  la  moitié  de  la  corde  de  l'arc  double  ^p.  290);  donc  les  sinus 
sin  A,  siu  B,  sin  C  sont  les  moitiés  de  a,  b,  c.  Mais  les  moitiés 
sont  entre  elles  comme  les  touts ,  donc 

sin  A  :  sin  B  :  sin  C  :  :  «  :  6  :  c. 

Je  dis  en  second  lieu  que  cette  proposition  subsisterait  encore 
pour  les  sinus  qu'auraient  les  angles  A,  B,  C  dans  toute  autre  cir- 
conférence que  la  circonlérence  OB ,  parce  que  ces  nouveaux  sinus 
de  A,  B  et  C  seraient  entre  eux:  comme  sin  A  :  sin  B  :  sin  C  ^n°  vi), 
d'où  il  suit  qu'ils  seraient  entre  eux  comme  a,  b  et  c;  donc  la  pro- 
portion ci-dessus  a  lieu  dans  quelque  circonférence  que  soient  pris 
les  sinus  qu'elle  renferme. 

Corollaire  I.  —  Dans  tout  triangle  rectangle  dont  les  angles 
sont  A=  90'',  B  et  C,  on  a 

R  :  sin  B  ou  sinC  ::  a  :  b  o\ic , 

H  étant  le  rayon  de  la  circonférence  où  l'on  est  censé  prendre  les 

sinus  ;  car  en  appliquant  ce  qui  précède  à  notre  triangle  rectangle, 

on  a  sin  A  :  sin  B  :  :  rt  :  6,  où  A  =  90°.  Or,  il  est  facile  de  voir 

,     ,,  ,  ,       a  sin  B 
qu'on  a  sm  90''  =  R  ;  donc  R  :  sm  B  :  :  ft  :  o  ,•  d  ou  o  =  — ^ — , 

ce  qui  s'écrit  ordinairement  ainsi  dans  l'hypothèse  de  R  =  l  •• 
b  =  a  sin  B. 
Corollaire  IL  —  Dans  le  même  triangle  rectangle,  je  dis  que  si 
au  lieu  de  comparer  lim  des  angles  aigus,  comme  B,  au  côté  op- 
posé b,  on  le  compare  au  côté  adjacent  c,  on  aura 
R  :  cos  B  :  :  «  :  c. 
Car,  d'après  notre  proposition  des  sinus  proportionnels  aux  cô- 
tés opposés ,  le  triangle  rectangle  donnera 
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sin  A  :  sin  C  ::  a  :  c. 

Or,  les  angles  aigus  l{  et  C  d'un  triangle  rectangle  faisant  une 
somme  égale  à  un  droit,  ces  angles  sont  donc  complémentaires 
l'un  de  l'autre  ;  donc  sin  C  =  cos  H;  d'ailleurs  on  a  sin  A  =  K  ; 
donc  on  aR  :  cos  W  ::  a  :  c ,  ce  qui  s'écrit  ordinairement  ainsi 
dans  l'hypothèse  de  11  =  i  : 

c  =:z  a  cos  B. 

Corollaire  II f.  —  Les  deux  côtés  de  l'angle  droit  sont  entre 
eux  dans  le  rapport  du  rayon  à  la  tangente  d'un  des  angles  aigus  ; 
ainsi  je  dis  que 

R  :  tang  H  :  :  c  :  b; 

car  on  a  siu  C  :  sin  B  ::  c  :  0,  ou.  bien  cos  B  :  sin  B  :  :  c  :  6 ;  or 

si  on  multiplie  les  deux  termes  du  premier  rapport  par        „  , 

,    .     .            R  sin  B  ,  .    - 

cette  proportion  deviendra  R  :  g-  ::  c  :  6,  ce  qui  donne 

bien  R  :  tang  B  ::  c  :  ^ ,  car ^  =  tang  B  (n"  iv). 

o      •  >  cos  B  o      \         -I 

IX.  «  Dans  tout  triangle,  le  carré  d'un  côté  est  égal  à  la  somme 
«  des  carrés  des  deux  autres,  moins  leur  double  produit  multiplié 
«  par  le  rapport  du  cosinus  de  l'angle  qu'ils  comprennent  au 
"  rayon.  »  Ainsi  A,  B  et  C  étant  toujours  les  trois  angles  du  trian- 
gle, et  a,  b,  c,  les  côtés  opposés,  je  dis  qu'on  a 

,    cos  C 
c^  =  b"-  ■+•  ce  —  2ba  ^— • 

Ce  théorème  offre  deux  cas,  suivant  que  l'angle  C  est  aigu, 
comme  dans  la  figure  lie,  ou  qu'il  est  obtus,  comme  dans  la 
figure  111.  Dans  le  premier  cas  nous  avons  démontré  {prop.  9 
du  3^  liv.)  que  si  l'on  abaisse  la  perpendiculaire  AD  {firj.  lio), 
on  a 

c^  =  b''  4-  a'-  —  2a  X  CD. 

Or,  d'après  la  proposition  précédente  {cor.  2),  on  a 

,  cos  C 
CD  =  6  -^  •■> 
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donc 

,  ces  C 
c-  =  y'  -h  «'  —  '2au  — — . 

Dans  le  second  cas  on  a  prouvé  {prop.  lo  du  d^  liv.)  que  si 
l'on  abaisse  encore  la  perpendiculaire  AD  {fîg.  1 1 1  ),  on  a 

c-  =^  b'  -\-  a'  —  2«  X  CD. 

.       .  ...         -  - 1  ^.        ,  cos  ACD 

Or ,  d  après  le  même  corollaire  précèdent,  on  a  CD  =  o  — ^ — ; 

mais  notre  angle  obtus  C,  c'est-à-dire,  ACB  étant  supplément  de 

ACD,  on  a  cos  C  =  —  cos  ACD  (n°  m);  donc  CD  —  —  b  —^ — ;  donc 

,  cos  C 
c"  =  b''  -{■  a''  2ab  -r — 

Scolie.  —  On  voit  que  la  formule  qui  donne  la  valeur  de  c'  de- 
vrait ,  à  la  rigueur ,  changer  en  passant  d'un  cas  à  l'autre ,  et  que, 
si  elle  ne  change  pas ,  cela  vient  de  ce  que  l'on  admet  que  les 
cosinus  d'angles  oblus  sont  négatifs.  Cela  confirme  ce  que  uous 
avons  avancé  dans  le  n°  m. 


RESOLUTION  DES  TUlAINCiLES  RECTILIGNES. 

X.  Tous  les  problèmes  qu'on  peut  proposer  sur  un  triangle  se 
réduisent  aux  quatre  cas  suivants  : 

Premier  cas.  Résoudre  un  triangle ,  étant  donné  un  côté  a  et 
«  deux  de  ses  angles.  » 

Nous  avons  résolu  ce  cas  graphiquement  dans  \cprob.  8  du  2'^  Uv. 
de  la  géométrie  ;  nous  allons  maintenant  le  résoudre  numérique- 
ment. 

D'abord  on  connaîtra  le  troisième  angle  en  retranchant  les 

deux  que  Ton  donne  de  iso''.  Ensuite,  connaissant  les  trois  angles 

A,B,C  et  le  côté  a,  on  trouvera  6  et  c  par  les  proportions  suivantes 

tirées  du  n°  viii  : 

•    ,.    ,,  .  .        «sin  R 
a  :  b  ::  sm  A  :  sm  R  ;  d  ou  b  =  —-. — —  ; 
'  sm  A 

ou  bien  log  b  =  log  a  -H  Jog  sin  R  —  log  siu  A 
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a  sin  C 
rt  :  c  :  :  sin  A  :  sm  C  ;  d  où  c  =  ■    ■     .   , 

sin  A 

ou  bien  log  c  =  log  a  -\-  log  sin  C  —  log  sin  A. 

Par  exemple ,  s'il  s'agissait  de  mesurer  la  hauteur  b  d'une  tour , 
(ig.  107,  on  mosurerait  à  partir  du  pied  de  cette  tour  une  base  hori-    H-  i":- 
zoiitalea  d'une  ccrlaino  longueur ,  de  ôo  mètres,  je  suppose;  en- 
suite, au  moyen  d'un  graphomètre  (1),  on  mesurerait  l'angle  B  que 
le  rayon  visuel  allant  de  l'extrémité  de  cette  base  au  sommet  de  la 
tour  l'ait  avec  cette  même  base;  supposons-le  41"  4'  20".  Enfin  ,  on 
observerait  que  l'angle  A  formé  au  pied  de  la  tour,  par  cette 
tour  b  et  par  la  base  a ,  est  un  angle  droit,  ce  qui  donne  A  =  90". 
On  ôterait  donc  A+lî  ou  131"  4'  20"  de  I80",  ce  qui  donnerait  l'an- 
gle C  au  sommet  de  la  tour  égal  à  48°  55'  40".  Or  les  tables  donnent 

Log  50  ou  log  a  =      1,69897 
log  4n  (41°  4'  20")  ou  log  sin  B  =:      9,81757 

log  a  H- log  sin  B  =  11,51654 
log  sin  (48°  55'  40")  ou  lOg  sin  C  r=      9,87730 


il  reste  log  6  ==    1,63924 

Ce  logarithme,  d'après  la  table,  répond  au  nombre  43,57. 
Donc  b  =  43"'°',57.  Telle  serait  donc  la  hauteur  de  la  tour  au- 
dessus  de  la  base  a. 

On  pourrait  encore  au  moyen  des  mêmes  formules  trouver  la 
distance  d'un  objet  inaccessible.  Pour  cela  on  mesurerait  sur  le 
terrain  où  l'on  serait  une  base  a,  et  on  mesurerait  les  deux  angles 
B  et  C  que  les  rayons  visuels  menés  des  extrémités  de  cette  base  au 
point  proposé  fout  avec  cette  même  base.  Alors  cette  base  et  ces 
deux  rayons  visuels  feraient  un  triangle  dont  on  connaîtrait  un 
côté  a  et  deux  angles  B  et  C  ;  on  pourrait  donc  le  résoudre  par  les 
formules  ci-dessus. 

(1)  Le  graphomètre  est  1111  cercle  de  cuivre  qui  a  un  diamètre  fixe ,  et  qui 
porte  un  autre  diamètre  mobile  qui  peut  tourner  sur  le  centre,  de  manière  à  ce 
que  ses  extrémités  puissent  parcourir  la  circonférence.  Quand  le  graphomètre  a 
son  diamètre  fixe  placé  dans  la  direction  d'un  des  côtés  de  l'angle  qu'on  veut 
mesurer,  il  ne  s'agit  plus  que  do  tourner  le  diamètre  mobile  dans  la  direction 
de  l'autre  coté  de  cet  angle,  i)our  avoir  la  valeur  au  moyen  des  divisions  mar- 
quées sur  l'instrument. 

20 
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Deuxième  cas.  «  Résoudre  un  tiiaugle,  étant  donnés  les  trois 
«  côtés  a,  b,  c.  » 

Le  problème  ix  du  2^  livre  de  la  géométrie  contient  la  so- 
lution graphique  de  ce  cas;  la  solution  numérique  en  est  fournie 
par  la  formule  du  n"  ix  ci-dessus.  En  effet  cette  formule,  appliquée 
successivement  à  chacun  des  côtés  c,  b  et  a,  donne 

,     cos  C    ,  cos  B 

c^  —  b^-\-a^  —  2ba  -^,  b' =  a^  -\- c' —  2ac  -^— , 

,     cos  A 

MX 

De  ces  trois  équations  on  tirera  les  valeurs  numériques  de  cos  C, 
cos  B,  et  cos  A,  après  y  avoir  mis  celles  de  c,  b,  a  et  R.  Ayant  ainsi 
les  valeurs  de  cos  C,  cos  Bet  cosk,  on  cherchera  leurs  logarithmes, 
et  dès  qu'on  aura  log  cos  A,  log  cos  B ,  et  log  cos  C  ,  en  cherchant 
à  quels  angles  ils  répondent  dans  les  tables ,  on  trouvera  les  va- 
leurs de  A,  B  etc. 

On  trouvera  dans  les  Compléments  une  marche  plus  expéditive 
que  la  précédente,  et  surtout  plus  commode  pour  les  logarithmes. 

Troisième  cas.  «Résoudre  un  triangle,  étant  donnés  deux  côtés 
«  a  et  b  avec  l'angle  A  opposé  à  l'un  d'eux.  » 

Nous  avons  donné  la  solution  graphique  de  ce  cas  au  problème  x 
du  2*^  livre  ;  la  solution  numérique  s'obtient  par  le  principe  du 
n''  VIII  ci-dessus.  En  effet,  d'après  ce  principe,  on  a  d'abord  pour 
déterminer  l'angle  B  la  proportion 

.    „    T,  V     .    ,        6  sin  A 

a  :  b  :  :  sm  A  :  sm  B,  d  ou  .sm  B  =:  , 

a 

ou  bien  log  si?i  B  =:  log  &+  log  s/'n  A  —  log  a. 

Ensuite  pour  l'angle  C  on  aura  C  =  1 80**  —  (A  -+-  B). 

Enfin  pour  le  côté  c  on  aura 

.    ^    ,,  >  ftsinC 

a  :  c  ::  siii  A  :  sm  C,  d  ou  c  =  —. — r-, 

sinA 

ou  bien  log  c=^\o^a-\-  log  sin  C  —'log  sin  A. 

Scolie.  —  Eu  discutant  ce  problème  dans  le  2^  livre  de  la  géo- 
métrie, on  a  vu  que  quelquefois  il  est  impossible,  taudis  que  d'au- 
tres fuis  au  contraire  il  admet  deux  solutions  ;  mais  ici,  avec  les  for- 
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mules  de  trigonométrie,  notre  problème  semble  au  premier  abord 
toujours  possible  et  n'admettre  qu'une  seule  solution,  puisque  les 
formules  ci-dessus  paraissent  donner  toujours  une  valeur  réelle,  et 
rien  qu'une  valeur  pour  chaque  inconnue  qu'elle  renferme;  néan- 
moins ceci  n'a  lieu  qu'en  apparence,  et  il  n'en  est  pas  ainsi  en  réa- 
lité, comme  un  niomenl  de  réllexion  le  fait  reconnaître  aisément. 
Ainsi  on  voit  bien  ,  par  exemple,  que  toutes  les  l'ois  que  dans  la 

première    des    formules  ci-dessus,    sin    B  =:   -,  ou  aura 

^  a 

6  sin  A       „                 .,.,,. 
>>  R,  ou  ce  qui  est  la  môme  chose  b  sni  A  >  «R;  il  en  ré- 
sultera sin  H  >  R,  ce  qui  est  impossible,  car  tout  sinus  est  moindre 
que  le  rayon  R  [voy.  u*^  ii);  ainsi  pour  lors  le  problème  sera  im- 
possible. De  plus,  on  voit  encore  bien  que  quand  — sera 

moindre  que  R,  cela  donnera  pour  sin  B  une  valeur  à  laquelle 
répondront  deux  angles  supplémentaires  [voij.  n"  ii),  lesquels  seront 
deux  valeurs  de  l'angle  B  ;  et  si  on  voulait  entreprendre  une  dis- 
cussion approfondie,  on  verrait  que  quelquefois  ces  deux  valeurs 
sont  admissibles ,  et  qu'alors  Je  problème  admet  deux  solutions. 
On  trouvera  cette  discussion  approfondie  dans  les  Compléments. 

Quatrième  cas.  «  Résoudre  un  triangle,  étant  donnés  deux  côtés 
«  a  et  b  avec  l'angle  C  qu'ils  comprennent.  » 

La  solution  graphique  de  ce  problème  est  si  peu  de  chose  que 
nous  ne  l'avons  pas  donnée  dans  le  2*"  livre  de  la  géométrie;  il  suf- 
fit en  effet,  pour  avoir  le  triangle  demandé,  de  joindre  par  une 
droite  les  extrémités  des  deux  côtés  a  et  b  de  l'angle  C.  La  solution 
numérique  peut  s'obtenir  par  la  formule  du  n°  ix.  En  effet,  cette 
formule  donne  la  valeur  du  côté  inconnu  c,  à  savoir  : 

,   cos  C 
c^  =  te  -\-b^=  2ab  -s—. 

Il  faudra  donc  chercher  la  valeur  de  cos  C.  Si  l'on  n'a  que  des 
tables  de  logarithmes  de  siiius,  on  trouvera  par  leurs  moyens  le  lo- 
garithme de  cos  C.  Ensuite,  au  moyen  d'une  table  de  logarithmes 
des  nombres,  on  cherchera  à  quel  nombre  appartient  ce  logarithme 
de  cos  C,  et  l'on  aura  la  valeur  de  cos  C.  En  substituant  cette  va- 

26. 
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leur  dans  la  formule  précédente,  on  trouvera  la  valeur  de  c.  Il  ne 
restera  plus  qu'à  calculer  A  et  B.  A  cet  eiïet,  le  n"  viii  donne 

.    ^      ..!,...       «  sin  c 
c  '.  a  '.'.  sin  C  :  sin  A  ,  d  ou  stn  A  = , 

c 

ou  log  sin  A  =  log  a  —  log  c  H-  log  sin  C. 

Ayant  A  et  C,  on  en  conclura  B  par  la  formule  B  =  180"  —  A 
—  C. 


FIN. 


T  VBLE  DES  MATIERES. 


ARITHMÉTIQUE. 


NOTIONS  GÉNÉRALES. 

Pa£;es. 

DEFINITIONS  des  malhématiques  et  des  quantités 1 

OiisKuvATioNS  sur  les  diverses  espèces  de  quantités,  et  sur  la  marche 

iwiticnlière  aux  mathématiques. ''"■ 

1.  DKriNiTioNS des  nomi)res,  — de  l'unité,  —des  nombres  entiers,  — des 
fractions,  —  des  nombres  concrets  et  des  nombres  abstraits 3 


NUMÉRATION. 

2.  DÉFINITION  de  la  numéi ation  :  il  y  a  deux  numérations 4 

NUMÉRATION    DES   NOMBRES   ENTIERS- 

3.  Numération  paulée.  Sa  définition ^ 

Proposition.  On  peut  énoncer  tous  les  nombres  avec  dix  noms  seulement. .  ib. 

DÉFINITION  de  ce  qu'on  entend  par  ordres  et  par  classes  d'unités 0 

PROPOSITION.  Ciiaque  unité  d'une  classe  en  vaut  mille  de  la  classe  precé-  ^ 

dente ■, •     V, 

OBSERVATION  sur  la  manière  de  dériver  les  noms  des  classes  supérieures    ^^ 

de  ceux  des  classes  infériein  es ;  •  • 

PROPOSITION.  Au  moyen  des  noms  des  neuf  premiers  nombres  des  orares 
et  des  classes  d'unités,  on  peut  nommer  tous  les  nombres., 8 

4.  Numération  écrite.  Sa  définition • 

DÉFINITION  de  ce  qu'on  appelle  chiffres ' 

Observation  sur  zéro ;;•  •;;• ' 

PROPOSITION,  on  peut  écrire  tous  les  nombres  avec  les  dix  chiffres  connus.     10 

5.  DÉFINITION  de  la  base  d'un  système  de  numération i  ?• 

OBSERVATION  sur  Ics  divcrs  systèmes  de  numération '«' 


"^^•^  TABLE    DES    3ÏATIÈRES. 

0.  PROBLÈMES  DF.  M-jiÉRAT[o>.  I.  On  demajiiJe  d'écrire  sous  la  dictée  et  en '^'' 

cliiflVes  lin  nombre  quelconque 

II.  Ou  demande  d'énoncer  un  nombre  écrit  en  chiffres '.......'      14 

NDMÉRATION  DES   FRACTIONS   EN   GÉNÉRAL. 

7.  DÉFINITION  de  la  numération  des  fractions. 

Comment  énoncer  une  fraction ., 

Comment  écrite  une  fraction  en  chiffres ^ 

DÉFINITION  de  ce  qu'on  appelle  numérateur',  ' dénominateur  ' ei  termes 

a  une  fraction ,,...  .. 

ib. 

NUMÉRATION  DES   FRACTIONS  DÉCIMALES. 

8.  DÉFINITION  des  fractions  décimales .  „ 

Écrire  les  fractions  décimales  à  la  manière  des  fractions  ordin'aireV.  *.  "  "  "     ib 

9.  Principe  fondamental  de  la  numération .-j 

Proposition.  On  peut  écrire  les  fractions  décimales 'à' la  manièVe' des 

nombres  entiers 

PROBLÈME  I".  on  demande  d'écrire  sous  forme' de 'nombre* 'entier"  un 

nombre  décimal  quelconque,  soit  qu'on  le  dicte  en  une  fois,  soit  qu'on 

le  dicte  en  deux  fois 

PROBLÈME  II.  On  demande  de  lire  nn  nombre  décimal'écrit  en  chiffres  19 

10.  COROLLAIRES.  I.  Manière  de  rendre  nn  nombre  entier  dix  fois,  cent  fois 
etc.,  plus  grand ' 


II.  On  ne  change  pas  un  nombre  décimal  en  mettant  des  zéros  à  sa  suite 

III.  Manière  de  rendre  un  nombre  décimal  dix  fois  plus  grand  ou  plus 
petit ,  ou  cent  fois,  etc 


ADDITION 

DES    NOMBRES   ENTIERS   ET   DÉCIMAUX. 
1 1 .  DÉFINITION  et  règle  de  l'addition 


20 
21 

ib. 


23 


SOUSTRACTION 

DES   NOMBRES   ENTIERS   ET   DÉCIMAUX. 

12.  DÉFINITION  et  règle  de  la  soustraction 2^ 

•    Reharoie  sur  la  manière  de  vérifier  la  soustraclion ,  ."*     26 


TAIILF     DKS    MATIÈRES.  407 

MULTIPLICATION 

DES  NOMBRES   ENTIERS   ET    DÉCIMAUX. 

Pap;e3. 

13.  DÉi iMTioN  (Ic^  la  iniillipli(ntion,dc  ce  qu'on  appelle  multiplicande, 
mulliplicafeur ,  /acfei/rs  el  produit 26 

OiiSEnv.vTioN  sur  les  diveiscs  déliiiitions  de  la  inultiplicalion 27 

14.  RÈGLE  de  la  niultiiilicatioii  des  iion)l)re.s  entiers 30 

15.  Proposition.  Quand  nn  des  fadeurs  d'un  produit  devient  un  certain 
nombre  de  fois  plus  grand  ou  plus  petit,  le  produit  devient  le  même 
nombre  de  fois  plus  grand  on  plus  petit 33 

16.  RÈGLE  de  la  multiplication  des  nombres  décimaux 34 

17.  Proposition.  Le  produit  de  plusieurs  nombres  entiers  ne  change  pas , 
dans  quelque  ordre  qu'on  les  multiplie  les  uns  par  les  autres 35 

18.  Corollaire  I.  Le  produit  de  plusieurs  nombres  décimaux  ne  change 
pas,  dans  quel<iue  ordre  qu'on  les  multiplie  entre  eux 38 

CoROLLAUiE  H.  :\Iuitiplier  par  un  produit  revient  à  multiplier  successive- 
ment par  cliucun  de  .ses  facteurs ib. 


DIVISION 

DES  NOMBRES  ENTIERS  ET  DÉCIMAUX. 

19.  DÉFINITION  de  la  division 39 

Proposition.  La  division  revient  à  partager  un  nombre  en  plusieurs  par- 
ties égales ib. 

Corollaire  I.  Multiplier  une  quantité  par  une  fraction  ayant  l'unité 
pour  numérateur,  revient  à  la  diviser  par  le  dénominateur  de  cette 
fraction ib. 

Corollaire  II.  Le  quotient  de  la  division  de  deux  nombres  peut  se  repré- 
senter comme  une  fraction ib. 

DÉFINITION  de  ce  qu'on  appelle  dividende ,  diviseur  et  quotient 40 

20.  Proposition.   On  peut  multiplier  le  dividende  et  le  diviseur  par  un 
même  nombre  sans  que  cela  change  le  (piotient ib. 

CoRoi.LAiKE.  Ou  peut  diviser  le  dividende  et  le  diviseur  par  un  même 
nombre  sans  que  cela  change  le  quotient ib. 

21.  RÈGLE  de  la  division 41 

A  quel  , -ligne  on  reconnaît  que  le  chiffre  du  quotient  est  trop  fort  ou  trop 

faible ib. 

Comment  faire  lorsqu'un  dividende  partiel  est  plus  petit  que  le  diviseur  .^  44 

22.  RÈGLE  pour  la  division  des  nombres  décimaux 45 

23.  RÈGLE  pour  calculer  en  décimales  la  valeur  d'une  fraction  ordinaire. ...  47 


408  TABLE    DES    MATIÈRES. 

Pages. 

24.  DÉFINITION  (le  ce  qu'on  nfpeWe/racfion  périodique  en  qénéral,  pério- 
dique simple ,  péî'iodique  mixte ,  et  période 48 

Proposition.  Toute  la  suite  des  chiffres  que  l'on  pourrait  écrire  à  la  suite 
d'un  chiffre  décimal  d'un  certain  ordre  ne  fait  pas  une  unité  de  cet 
ordre 49 

Corollaire  sur  la  limite  de  l'erreur  commise-,  quand  on  omet  tous  les 
chiffres  décimaux  à  partir  d'un  certain  ordre  dans  le  nombre  décimal. .     50 

25.  Proposition.  Quand  le  premier  des  chiffres  que  l'on  omet  sur  la  droite 
d'une  quantité  décimale  est  5 ,  ou  plus  grand  que  5 ,  il  faut  augmenter 
d'ime  unité  le  dernier  des  chiffres  que  l'on  conserve  pour  rendre  l'er- 
reur moindre il). 

RÈGLE  pour  trouver  la  valeur  exacte  d'une  fi  action  périodique 51 


DES  FRACTIONS 

ET   DES   NOMBRES   FRACTIONNATRES. 

26.  Différence  d'une  fraction  à  un  nombre  fractionnaire 53 

SIMPLIFICATION   DES   FRACTIONS. 

27.  Qu'appellet-on  simplifier  une  fraction  ? ib. 

Proposition  I.  Quand  on  rend  le  numérateur  d'une  fraction  un  certain 

nombre  de  fois  plus  grand  ou  plus  petit,  la  fraction  devient  le  même 
nombre  de.fois  plus  grande  ou  plus  petite ib. 

Proposition  II.  Quand  on  rend  le  dénominateur  d'une  fraction  un  cer- 
tain nombre  de  fois  plus  grand  ou  plus  petit,  la  fraction  devient  au 
contraire  le  même  nombre  de  fois  plus  petite  ou  plus  grande 54 

Proposition  111.  Quand  on  divise  ou  qu'on  multiplie  les  deu\  termes 
d'une  fraction  par  un  même  nombre,  on  ne  change  pas  la  valeur  de 
cette  fraction • ib. 

Corollaire.  Toutes  les  fois  qu'il  y  a  un  nombre  qui  peut  diviser  les  deux 
termes  d'une  fraction ,  on  peut  la  simplilier ib. 

DÉFINITION  I.  De  ce  qu'os  appelle  diviseur  commun  ow  facteur  commun,    ib. 

Définition  II.  De  ce  qu'on  appelle  muUiple 55 

2  8.  DÉFiMTioN  III.  Qu'appelle-t-on  nombres  premiers  entre  eux? ib. 

DÉFINITION  IV.  Qu'appellc-t-on  novibre  premier  P ib. 

DÉFINITION  V.  De  ce  qu'on  &ppe\ie  fraction  irréductible,  ou  réduite  à 
la  plus  simple  expression ib. 

29.  Recherche  du  plus  grand  commun  diviseur ib. 

30.  RÈGLES  pour  reconnaître  si  un  nombre  est  divisible  par  2 ,  ou  par  5 ,  ou 
par  3 59 

RÈGLE  pour  trouver  tous  les  facteurs  premiers  d'un  nombre 60 

31.  Remarque  mu-  l'emploi  de  la  règle  précédente  pour  rendre  une  fraction 
irréductibie.  ' ^î^ 


TvnLr;  des  matières.  109 

l'aycs, 
RÉDUCTION   DES   FRACTIONS   AU   MÊME   DÉNOMINATEUR. 

32.  Rir.i.i;  pour  faire  cette  réduction C2 

33.  Rir.i.r.  du  plus  petit  nombre  divisible  par  d'antres C4 

ADDITION   DES   FRACTIONS. 

34.  RÈCLi:  pour  faire  cette  opération 65 

Comment  trouver  les  unités  d'un  nombre  fractionnaire,  et  au  contraire 

réunir  en  une  même  expression  fractionnaire  des  entiers  joints  à  des 
fractions,  ou  eutin  mettre  un  nombre  entier  sous  forme  fraclionnaiie.'    06 

SOUSTRACTION   DES   FRACTIONS. 

35.  RÈGLE  pour  faire  cette  opération 67 

MULTIPLICATION   DES   FRACTIONS. 

36.  RÈGLE  pour  faire  cette  opération il>- 

Proposition.  On  peut  cbanger  l'ordre  des  facteurs  dans  les  multiplications 

de  fractions 08 

Remarque  sur  les  fractions  de  fraction ib- 

DIVISION   DES   FRACTIONS. 

37.  RÈGLE  pour  faire  cette  opération '&■ 

DES   QUANTITÉS   COMPOSÉES   d'UNITÉS   ENTIÈRES   ET   DE   FRACTIONS. 

38.  RÈGLE  de  calcul  relative  à  ces  quantités "0 

DES  FRACTIONS  DONT  LA  VALEUR  DÉCIMALE  EST  PÉUIODIQLE. 

39.  Comment  reconnaître  ces  fractions  à  priori  ? iO. 

DES   FRACTIONS   CONTINUES. 

40.  DÉFINITION  de  ces  fractions ,  des  fractions  partielles  et  des  fractions  in- 

tégrantes. . ^^ 

Manière  d'évaluer  en  fraction  ordinaire  une  fraction  intégrante 74 

41.  Manière  de  développer  une  fraction  ordinaire  en  fraction  continue 7:) 

Utilité  des  fractions  continues - 70 

42.  Évaluer  l'erreur  commise  en  prenant  une  fraction  intégrante  pour  la 
fraction  continue  totale 77 

DES   NOMBRES   CONCRETS. 

43.  Qu'appelle-t-on  mesure  ?  Qu'est-ce  que  mesurer  ? 78 

DES   MESURES   ANCIENNES   ET   DES   NOMBRES  COMPLEXES. 
Faire  connaître  les  principales  mesures  anciennes ià. 


410 


TABLE    DES    MATIÈRES. 


44,  45,  46.  RiV.LE-poiir  faiie  l'addition,  la  soustraction,  la  multiplication  et  " 
la  division  des  nombres  complexes ^o 

DES  NOUVELLES   MESURES. 

47.  Système  des  nouvelles  mesures  et  leur  nomenclature «g 

48.  Numération  et  calcul  des  nombres  des  nouvelles  mesures". ...'.'.".',."'    90 

49.  Rapport  des  nouvelles  mesures  aux  anciennes ..,[] 93 


>oaft« 


ALGEBRE. 


1 .  DÉFiNMTioN  de  l'algèbre  et  des  signes  algébriques 93 

Problème.  Trouver  deux  nombres  dont  on  connnaît  la  somme  et  l'a  diffé- 
rence  

2,  3.  DÉFINITION  de  ce  qu'on  appelle  coeflicient,  exposants",  fermes  "algébrl-    ^ 

ques,  termes  positifs,  négatifs,  monôme,  binôme,  etc.,  polynôme.  96 

4.  Remarque  sur  ce  qu'on  peut  changer  l'ordre  des  termes  d'un  poly- 

nôme  

98 

RÉDUCTION   DES   TERMES   SEMBLABLES. 

5.  DÉFINITION  de  ce  qu'on  appelle  tertnes  semblables 99 

RÈGLE  pour  réduire  les  termes  semblables  en  un  seul ,.    jb. 

ADDITION. 

6.  DÉFINITION  et  règle  de  l'addition ^^^ 

PROPOSITION.  L'addition  d'une  quantité  algébdque  à  une' autre  augmente 

celle-ci  de  celle-là 

Remarque  sur  l'addition  des  quantités  négatives.  .*..'..,  ','. .  '.  [  . . .....         if, 

SOUSTRACTION. 

7.  DÉFINITION  et  règle  de  la  soustraction jq2 

Proposition.  Soustraire  une  quantité  d'une  autre  diminue' celle-ci 'de  la 

valeur  de  celle-là .. 

8.  Remarque  sur  l'emploi  des  parenthèses  pour  indiquer  l'a*  soûstr'actioii  des 

polynômes,  et  sur  la  manière  d'indiquer  la  soustraction  et  l'addition 
d'une  fraction ,^„ 

r, 103 

Remarque  sur  ce  que  la  règle  ci-dessus  s'applique  à  la  soustraction  d'un 

monôme  négatif 

Remarque  sur  ce  que  les  quantités  négatives  so'ntplus'pêtitês'  iuè'zé'ro.' ." .'    ib- 


TAULE    DES    M.VTIÈUES,  411 

MULTIPLICATION, 

9.  DÉriNiTioN  de  la  multiplication 105 

9,  10.  Ri:GLEs  (les  exposants,  îles  lettres,  des  coefficients  et  des  signes ib. 

11.  DÉFINITION  de  ce  <|u'on  appelle  ordonner  un  polynôme  par  rapport  à 
une  lettre 109 

Proposition.  On  n'altère  pas  le  |)ioduit  de  plusieurs  polynômes  en  chan- 
geant l'ordre  de  ces  polynômes if), 

12.  Proi'osition.  Le  produit  algébrique  de  deux  polynômes  égale  le  produit 
arithmétique  de  leurs  valeurs  mimériques ib. 

13.  Remarque  sur  l'emploi  des  parenthèses  pour  indiquer  la  multiplication 
des  polynômes 110 

Remarque  sur  la  multiplicatioa  des  monômes  négatifs ib. 

DIVISION. 

14.  RÈGLE  des  lettres,  des  coefficients  et  des  exposants 111 

1  j.  REMAnocE  sur  a"  et  a-« 112 

16.  Proposition.  Los  règles  des  exposants  données  ci-dessus  ont  encore  lieu 
pour  les  exposants  négatifs 113 

17.  Pour  diviser  un  polviiôme  par  une  quantité,  il  suffit  de  diviser  chacun 

de  ses  termes  par  cette  quantité 114 

18.  Ri.CLEdes  signes ib, 

Rem.arque  générale  sur  les  quatre  opérations 115 

DES  ÉQUATIONS. 

19.  20.  Définition  de  ce  qu'on  appelle  équation  ,  membre,  termes,  racines 

d'une  équation 117 

21.  RÈGLE  1°  pour  décomposer  en  termes  simples  les  termes  composés  ou 

polynômes 118 

2°  Pour  mettre  en  facteur  commun ib. 

3°  Pour  faire  disparaître  les  dénominateurs 120 

4°  Pour  faire  disparaître  un  facteur 122 

5"  Pour  faire  passer  un  terme  d'un  membre  à  l'autre ib. 

6°  Pour  changer  tous  les  signes  d'une  équation 123 

22.  DÉFINITION  de  ce  qu'on  appelle  degré 124 

ÉQUATION   DU   PREMIER   DEGRÉ   A  UNE   INCONNUE. 

23.  RÈGLE  pour  résoudre  une  équation  du  premier  degré  à  une  inconnue. . .  ib. 

24.  Interprétation  des  valeurs 126 

25.  Interprétation  des  racines  négatives 128 

26.  Problème  des  courriers 129 

ÉQUATION   DU   PREMIER   DEGRÉ   A   PLUSIEURS   INCONNUES. 

27.  Proposition.  Quand  on  n'a  qu'une  équation  entre  deux  inconnues  x  et 

y,  on  ne  peut  pas  déterminer  ces  deux  inconnues 135 

28.  DÉFINITION  de  ce  qu'on  appelle /onction  eijormule 136 


412  TABLE    DES    MATIÈRES. 

Pap;es, 
Proposition.  Lorsqu'on  a  deux  équations  entre  deux  inconnues ,  on  peut 
déterminer  cliaque  inconnue 137 

29.  RÈGLE  pour  résoudre  deux  équations  à  deux  inconnues ib. 

30.  Remarques  I  et  II  sur  le  cas  où  les  deux  équations  n'en  font  qu'une  et  où 

elle  donne  l'inconnue  =  -  139 

0 

31.  Remarque  III.  Cas  de  a;  ou  y  =  — 141 

32.  DÉFINITION  de  ce  qu'on  appelle  éliminer , 142 

33.  34.  RÈGLE  pour  résoudre  trois  équations  à  trois  inconnues 143 

35.  Remarque  sur  le  cas  où  l'on  aurait  plus  d'équations  que  d'inconnues.. .   14g 

ÉQUATIONS   DU   SECOND   DEGRÉ, 

36.  Équation  incomplète 147 

37.  DÉFINITION  de  ce  qu'on  appelle  puissance  carrée  ou  2*,  3*^  on  cube,  4®,  etc.    ib. 
Corollaire  1°  pour  élever  un  nombre  à  une  puissance  quelconque 148 

2°  et  3°  pour  élever  une  fraction  ou  un  produit  à  une  puissance  quel- 
conque      ib. 

38.  DÉFINITION  de  ce  qu'on  appelle  racine  2®  ou  cariée,  3* ou  cubique, 4%  etc.  1 49 
Du  signe  radical  et  de  son  indice ib. 

39.  L'équation  X'  =  a  donne  deux  valenrs  pour  x ib. 

40.  Qu'appelle-t-on  racine  imaginaire? lui 

EXTRACTION   DE  LA   RACINE   CARRÉE  DES   NOMBRES. 

41.  Proposition.    Lorsque  —  =  — ,  et  que  —  est  irréductible,  alors 

B  =  nb,  et  k  =  na ib. 

42.  Corollaire  I.  Si  une  fraction  est  réductible,  c'est  qu'elle  a  quelque  fac- 
teur commun  à  son  numérateur  et  à  son  dénominateur 154 

Corollaire  11.  Une  fraction  qui  n'a  pas  de  facteur  commun  à  ses  deux 
termes  est  irréductible ib. 

43.  Proposition  II.  Quand  ab  est  divisible  par  un  nombre  c,  premier  avec  b, 

il  faut  que  c  divise  a ib. 

Corollaire  L  Quand  un  nombre  premier  p  ne  divise  aucun  des  facteurs 
d'un  produit,  il  ne  divise  pas  le  produit 155 

Corollaire  II.  Si  un  nombre  premier  ;j  divise  abc,  il  divise  au  moins 
l'un  des  facteurs  «,  6,  c,  etc ib. 

Corollaire  III.  Quand  deux  produits  de  plusieurs  ivombies  premiers 
sont  égaux ,  il  faut  que  ces  nombies  premiers  soient  égaux  cliacun  à 
cbacun ib. 

Corollaire  IV.  Les  zéros  mis  à  la  suite  d'un  nombre  n'introduisent  d'au- 
tres facteurs  que  2  et  5 .   150 

Corollaire  Y.  Pour  que  N  divise  M ,  il  faut  que  M  contienne  tous  les  fac- 
teurs de  N ib. 

44.  Proposition  III.  Quand  —  est  irréductible,  —-,  l'est  aussi ib. 


TABLE    DKS    MATIKRtS.  413 

l'agcs. 

CoROLi.AïKt:.  Un  nombre  entier  qui  n'est  pas  nn  carré  parfait  n'a  pas  de 

racine  en  nonii)re  entier  ni  en  nombre  fractionnaire 137 

4r>.  DÉFINITION  (le  ce  qn'on  appelle  nombre  incommensurnblp ib^ 

46.  Piioi'OsnioN.  I.a  racine  cariée  d'un  nombre  a  toujours  autant  de  cbiffres 
d'unités  enliries  (|ue  ce  nombre  oH're  de  tiauciies  de  deux  cbiffres,  en  y 

comprenant  la  dernière,  qui,  quelquefois,  n'a  qu'un  ciiiffre 138 

i7 .  Rr:r.i-i".  pour  tirer  la  racine  carrée , 1 09 

48.  Proposition  sur  la  valeur  de  («  +  ft)- 1  GO 

CouoLLMRi;  F.  Sur  la  composition  du  carré  d'un  nombre 161 

Corollaire  II.  Sur  la  partie  du  carré  d'un  nombre  contenant  le  carré  des 

dizaines ib. 

Corollaire  III.  Sur  la  partie  d'un  nombre  contenant  le  double  produit  des 

dizaines  de  la  racine  par  les  unités 162 

Remarque  sur  le  reste  obtenu  [lar  la  règle  de  l'extraction  de  la  racine 

carrée ib. 

49.  DÉnoNSTRATioN  de  la  règle  ci-dessus ib. 

àO.  Pkoi'Osition.  La  racine  obtenue  par  la  règle  précédente  fournit,  à 

moins  d'une  unité  près,  la  racine  du  nombre  donné  ,  quand  ce  nombre 

n'a  pas  de  racine  exacte 166 

51.  RÈGLE  pour  approcher  de  la  racine  carrée 167 

ô2.  Ri:GLE  pour  tirer  la  racine  d'un  nombre  décimal 168 

53.  RiioLE  pour  tirer  la  racine  d'une  fraction ib. 

a       a        aa  ,         ,   ,    ,, 

54.  Proposition,    y  x  t;  =  -rrr  même  quand  a,  a,  b,  b,  sont  mcom- 

mensurables 170 

Remarqle  I.  Sur  l'application   aux    cas  incommensurables  de  toutes 
les  vérités  établies  dans  les  cas  commensurables ib. 

Remabqle  II.   On   a     1/   t=  en  tout  cas I7l 

V    b        yya 

Remarque  III.   On  a     l/^Tïc...  =  \/a  )/b  \/c...  en  tout  cas ib. 

55.  56.  Équations  du  deuxième  degré  complètes.  Règles  pour  les  résoudre.  172 

57.  Proposition,  x-  —  mx  —  n  —  o  est  le  produit  de(x  —  x')  (x  —  x), 

x'  et  x"  étant  les  deux  racines 176 

58.  Proposition.  Une  équation  du  second  degré  ne  peut  avoir  plus  de 
deux  racines ,    .  177 

59.  Proposition.  Je  dis  que  {o-\-b)  (ci  —  b)^a-  —  b^ 178 

BINOME  DE  NEWTON. 

60.  PROBLiiME.  On  demande  la  valeur  de  (.«  —  a)  (x—b)  (x  —  c) 179 

61.  Définition  de  ce  qu'on  appelle  combinaisons  et  arrangements 184 

PROPOSITION.  Le  nombre  de  produits  de  m  lettres  n  à  n  multiplié  par 

le  nombre  d'arrangements  de  n  lettres  ,  égale  le  nombre  des  combi- 
naisons «  à  H iff 

pROBLÎiME.  Trouver  le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  n  à  w..  .  185 

Problème.  Trouver  le  nombre  des  arrangements  de  n  lettres 187 


414  TABLE    DES    MATIÈRES. 

Pages. 

62.  Corollaire  I ,  sur  le  nombre  de  produits  de  m  lettres  prises  71  n  n...   188 

.      ,         ■         s  ■  ,     VI  (  7)1—1) 

Corollaire  II .  {x-\-  a  )'"  =  jc'"  -\-  7nax"'  —  »  -| — -  a^  x"'—^ 

+  etc 189 

63.  RÈGLE  pour  tirer  la  racine  m^'^^à'un  nombre 190 

DES   RAPPORTS,    PROPORTIONS   ET   PROGRESSIONS. 

64.  Des  rapports.  Définition  de  ce  qu'on  appelle  rappo7-t ,  i-appo7-f  orit/i- 
métique,  rappoi't  gcoméMqtie ,  ie/Die  at}técéde7if  el  conséqtient...    191 

65.  Proposition  I.  Deux  rapports  géométriqnessontégaux,  quand  on  trouve 
pour  tous  deux  la  même  suite  de  quotients,  en  divisant  dans  chacun 
l'antécédent  par  le  conséquent ,  le  conséquent  par  le  reste  de  la  pre- 
mière division ,  puis  ce  premier  reste  par  celui  de  la  seconde  division  ; 
ainsi  de  suite 192 

66.  PRf)PosiTinN  II.  Dans  une  fraction  continue,  chaque  fraction  intégrante 
peut  se  déduire  des  deux  précédentes  par  une  loi  très-simple 193 

67.  PROPOsrnoN  III.  Les  ternies  des  fractions  intégrantes  augmentent  d'une 
fraction  à  la  .suivante ,  de  manière  à  pouvoir  surpasser  telle  grandeur 
qu'on  voudra 198 

68.  Proposition  IV.  Le  numérateur  de  la  différence  entre  deux  fractions 
intégrantes  consécutives  est  toujours  1  ou  —  1 •    ib. 

69.  Proposition  V,  L'erreur  commise  en  [irenant  une  fraction  intégrante 
pour  valeur  de  toute  la  fraction  continue,  est  toujours  phis  |ietite  que 
l'unité  divisée  par  le  produit  des  dénominateurs  de  cette  fraction  inté- 
grante et  de  la  suivante. 199 

Proposition  VI.  On    peut  approcher   autant  qu'on    veut  de  la  valeur 
d'un  rapport  incommensurable  par  les  fractions  continues 200 

70.  Des  proportions.  Définition  de  ce  qu'on  appelle  proportion  aiitfwié- 
tique ,  proportion  (jéométriqite,  1'='"  et  2«  rapports ,  termes  moyens, 
ter77ies  extrêmes,  proportion  continue,  moije7ine  arithmétique, 
moyenne  (jéo7nétrique ib. 

71.  RÉFLEXIONS  sur  les  idées  de  rapport  en  général,  de  rapport  incommen- 
surable, de  nombre,  de  produit  et  de  quotient 202 

7?.  Proposition.  Dans  toute  proportion  arithmétique,  la  somme  des  moyens 
est  égale  à  celle  des  extrêmes 205 

73.  Proposition  I.  Dans  toute  proportion  le  produit  des  moyens  est  égal  à 
celui  des  extrêmes 206 

Corollaire  sur  la  valeur  de  la  moyenne  géométrique  de  deux  nombres,    ib. 

74.  Proposition  II.  Réciproquement,  si  quatre  nombres  donnent  le  pro- 
duit des  extrêmes  égal  à  celui  des  moyens,  ces  quatre  nombres  sont  en 
proportion ib. 

75.  Proposition  III.  On  peut  écrire  une  proportion  de  huit  manières ib. 

76.  Proposition  IV,  Étant  donnés  trois  des  quatre  termes  d'une  propor- 
tion ,  on  peut  calculer  le  quatrième 707 

77.  Proposition  V.  On  peut ,  dans  foute  proportion  ,  multiplier  ou  diviser 


TABLE    DES    MATIÈRES,  415 

l'agcs. 

par  lin  iiK^iue  nombre,  soit  les  ileiix  termes  (riiii  inèiiie  rajiport ,  soit 
les  ternies  de  même  nom 208 

78.  PKoi'osrrio.N  VI.  Dans  toute  proportion  on  peut  prendre  la  somme  on 
la  (iilTérence  de  chaque  antécédent  avec  nn  certain  nombre  de  fois 
son  conséquent,  et  la  ronipaier  à  ce  conséciuent 209 

79.  Pkoi'Osition  VII.  Dans  luule  iiroporlion  ,  la  somme  ou  la  ditlérence  du 
premier  antécédent  et  d'un  certain  nombre  de  fois  le  second  est  à  celle 
des  conséquents,  comme  nn  antécédent  est  à  sou  conséquent ib. 

80.  Proi'Osition  A  lit.  Dans  une  suite  de  rapports  égaux ,  la  somme  des 
antécédents  est  à  celle  des  conséquents,  comme  un  antécédent  esta 
son  conséquent 210 

81.  Proposition  IX.  On  peut  élèvera  une  même  puissance  tous  les  termes 

d'une  proportion  ou  en  tirer  la  racine  d'un  même  degré 211 

82.  Proi'0.sition  X.  Quand  on  a  plusieurs  |iroportions,  on  peut  les  multi- 
plier entre  elles  terme  à  terme 212 

83.  PRoi'OsniON  XI.  Quand  deux  proportions  ont  les  mêmes  antécédents  , 
ou  les  méuies  conséquents,  on  peut  faire  une  autre  proportion  avec 

les  conséquents  ou  avec  les  antécédents ib. 

84.  Dkumïio-n  de  ce  qu'on  apjielle  i"  quantités  proportionnelles,  ou  eu 
raison  directe;  2"  quantités  inversement  proportionnelles,  ou  en 
raison  indirecte  ;  3"  rapport  inverse 2J3 

85.  Proposition  I.  Le  rapport  de  deux  quantités  proportionnelles  est  inva- 
riable, tant  qu'on  ne  cliange  pas  d'unité  ,  et  réciproquement,  quand 

le  rapport  de  deux  quantités  est  invariable,  elles  sont  proportionnelles.  214 

86.  Proposition  II.  Le  produit  de  deux  quantités  inversement  proportion- 
nelles est  invariable,  tant  qu'on  ne  change  pas  d'unité;  la  réciproque 

est  vraie 216 

87.  RÈGLE  DE  trois  SIMPLE.  Définir  ce  qu'on  appelle  ainsi ib. 

Quan4_ est-ce  que  la  règle  est  dite  directe  ou  inverse? 217 

Donner  le  calcul  des  règles  de  trois ib. 

88.  RÈGLE  DE  trois  COMPOSÉE.  Douner  une  notion  de  ces  sortes  de  règles. .  218 
Donner  le  calcul  de  ces  règles 219 

89.  RÈGLE  DE  société.  Notious  et  calcul  de  ces  règles 223 

90.  RÈGLES  d'intérêts.  Notious  de  ces  règles 224 

Calcul  des  règles  d'intérêts  simples  et  d'intérêts  composes 225 

91 .  Progression.  Définir  ce  qu'on  appelle  progression,  progression  arithmé- 
tique et  progression  géométrique 226 

Progressions  arithmétiques.  Trouver  le  terme  n*"""  d'une  progression 

arithmétique,  on  a  M  =  «  -J-  (h  —  1)  d 227 

92.  Problème  IL  Trouver  la  somme  des  termes  d'une  progression ib. 

Problème  III.  Insérer  m  moyens  arithmétiques  entre  a  et  ii 228 

93.  Progressions  géométriques.  Trouver  le  ?«='"''  ternie 229 

94.  Problème  IL  Trouver  la  somme  des  termes  d'une  progression 230 

95.  Problème  111.  Insérer  m  moyens  géométriques  entre  a  et  w 232 

96.  Problème  IV.  Trouver  la  somme  des  termes  d'une  progression  décrois- 
sante, prolongée  indéfiniment 233 

97.  Problème  des  annuités 234 


410  TABLE    DES    MATIÈRES. 

LOGARITHMES. 

Pages. 

98.  RtGLE  DES  EXPOSANTS  pouv  élever  un  monôme  à  une  puissance  quelcon- 
que    235 

Idem  pour  la  racine  quelconque  d'un  monôme ib. 

Notions  des  exposants  fractionnaires 236 

99.  PKoi'osiTioNS.  On  peut  multiplier  par  un  même  nombre  l'indice  et  l'ex- 
posant d'une  quantité  radicale ib. 

100.  Ri.GLES  des  exposants  fractionnaires  pour  la  multiplication  et  pour  la 
division 237 

Remarques  I  et  II.  Sur  les  exposants  fractionnaires  négatifs ib. 

Remarque  III.  Sur  les  exposants  incommensurables 238 

101.  DÉFINITION  des  logarithmes ib. 

Problème.  Calculer  le  logarithme  d'un  nombre  donné ib. 

Remarque  I.  Ce  calcul  n'exige  que  l'extraction  de  la  racine  carrée 239 

Remarque  II.  Les  logarithmes  des  fractions  sont  négatifs ib. 

102.  Propriétés  des  logarithmes • 240 

103.  DÉi  iMTioN  et  propriété  des  caractéristiques  positives  et  négatives. .  .  242 

104.  Usages  des  logarithmes  pour  simplifier  les  calculs 244 

lOô  ,  106.  Manière  d'étendre  les  tables  au  delà  de  leurs  limites 246 


GEOMETRIE. 


Livre  l*^  Les  principes 253 

Livre  II.  Le  cercle  et  la  mesure  des  angles 286 

Livre  III.  Les  proportions  des  figures 307 

Livre  IV.  Les  polygones  réguliers  et  la  mesure  du  cercle 334 

Livre  V.  Les  plans  et  les  droites  dans  l'espace 352 

Livre  VI.  Les  polyèdres  et  les  trois  corps  ronds 363 


TRIGONOMETRIE. 


Formules  élémentaires 393 

Résolution  des  triangles 397 


FIN    DE    LA    TABLE. 


M.     PL  I'!"- 


/■'il/  II'  Rf  J' 


/v 

38 

c 

0                     1> 

te 


-\                            F 

A. 

/     \  / 

<• 

K            1)             f 

M.  l'i..;;  '.'"• 


Il        i<- 


7'' 


(  ,'    --     / 

/  _/ 


/■,,/.  /v       :.{-■ 


M      .\      I'         Il 


r' 


K        I         n 


r, 

/ .  </ j 

11 

1 

i- 

/ 

/ 

II. !> 


M.    IM-.  4    "."• 


M.    l'L.  4    '!' 


r 

c 

^ 

\  .•• 

v\ 

F 

■^  / 

rJtN^ 

^/ 

\^L 

''^V\N 

•'   Il 

^ 

i'/ 

\- 

AV .  /.'.; 

^^l'' 

^ 

M.    IM...)'! 


/''/y. 

M 

l 

/ 

~\              'r- 

y  / 

\    r  \A 

•v» 

n 

^ 

^y-7^ 

^ 

s 

^ 

.^^■^77 


\J\ 

¥; 

^^\ 

S 

w  w 

>. 

Jî 

^ 

\  / 

J. 

M.      I'l..(i'.'" 


La  Bibliothèque 
Université  d'Ottawa 

Echéance 

Celai  qoi  rapporte  on  volume  après  la 
dernière  date  timbrée  ci-dessous  devra 
payer  ane  amende  de  cinq  s«ds,  plus  un 
sou  pour  chaque  jour  de  retard. 


The  Library 
University  ef  Ottawa 

Date  due 

For  faiinre  to  return  a  book  on  or  be* 
fore  the  last  date  stamped  below  ihere 
will  be  a  fine  of  five  cents,  and  an  extra 
charge  of  one  cent  for  eacb  additional  day. 


.k:J 


K 


^<; 


'  z><>,^-«^   ■  >iAJ 


1 


\'%'^  'Vi 


■-iS'y 


•4^ 


f/V 


>^'%^i 


